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К
онф

орм
ное отображ

ение относится к одном
у из основны

х понятий 
теории ф

ункций ком
плексного перем

енного и играет исклю
чительно важ

-
ную

 роль как в теоретическом
 отнош

ении, так и при реш
ении м

ногих задач 
аэро- и гидром

еханики, теории упругости, электро- и радиотехники, тепло-
техники, теории ф

ильтрации и м
ногих других технических дисциплин. 

П
оэтом

у в предлагаем
ом

 учебном
 пособии общ

ая теория конф
орм

-
ны

х отображ
ений излож

ена с м
аксим

ально возм
ож

ной краткостью
 для та-

кого обш
ирного м

атериала, а главное вним
ание уделено использованию

 
данной теории в прикладны

х задачах. 
Н
азначение учебного пособия обусловило и характер излож

ения. В
 

пособии опущ
ены

 ряд доказательств, но основны
е понятия и теорем

ы
 по-

яснены
 прим

ерам
и. П

особие содерж
ит обязательны

й цикл задач для сту-
дентов, 

изучаю
щ
их 

курс 
теории 

ф
ункций 

ком
плексного 

перем
енного 

(Т
Ф
К
П

), а такж
е задачи, вы

ходящ
ие за рам

ки програм
м
ы

. Н
екоторы

е из 
них м

огут служ
ить основой для курсовы

х студенческих работ и м
атериа-

лом
 для занятий на сем

инарах по Т
Ф
К
П

. 
П
особие предназначается в основном

 для студентов прикладной м
а-

тем
атики, для научны

х и инж
енерно-технических работников, специализи-

рую
щ
ихся по м

еханике и ф
изике, а такж

е для аспирантов и студентов. 
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К
ом
плексны

м
 числом

 z назы
вает

ся пара дейст
вит

ельны
х чисел (а,b) 

с уст
ановленны

м
 порядком

 следования чисел а и b. Э
то условно записы

ва-
ется в виде z =

 (a, b). П
ервое число а пары

 (а, b) назы
вается дейст

вит
ель-

ной част
ью

 ком
плексного числа z и обозначается сим

волом
 а =

 R
ez; вто-

рое число b пары
 (а, b) назы

вается м
ним

ой част
ью

 ком
плексного числа z и 

обозначается сим
волом

 b =
 Im

z. 
Д
ва ком

плексны
х числа 


1

1
1

,b
a

z


и 


2
2

2
,b

a
z


 равны
 тогда и только 

тогда, когда равны
 их действительны

е и м
ним

ы
е части, т.е. z

1  =
 z

2 
а

1  =
 а

2 , 
b

1  =
 b

2 . С
ум
м
ой ком

плексны
х чисел 


1

1
1

,b
a

z


и 


2
2

2
,b

a
z


 назы
вается ком

-
плексное число z =

 (а, b), где 
2

1
a

a
a




 и 
2

1
b

b
b




. 
П
ри таком

 определении сохраняю
тся перем

естительны
й и сочета-

тельны
й законы

 слож
ения. 

Н
улем

 назы
вается такое ком

плексное число 0, сум
м
а которого с лю

-
бы

м
 ком

плексны
м

 числом
 z равна этом

у числу z, т.е. 
z

z



0

. О
чевидно, 
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 В

 учебном
 пособии бы

ли рассм
отрены

 основны
е понятия и принци-

пы
 конф

орм
ны

х отображ
ений, а такж

е их прилож
ения к задачам

 м
еханики, 

электростатики и ф
изики. 

Н
екоторы

е разделы
 пособия, наприм

ер приближ
енны

е м
етоды

 кон-
ф
орм

ны
х отображ

ений, м
огут бы

ть дополнены
 как теоретическим

 м
атери-

алом
, так и практическим

и прим
ерам

и. 
О
бласть использования конф

орм
ны

х отображ
ений в последнее врем

я 
значительно расш

ирилась, поэтом
у не все прикладны

е задачи вош
ли в 

данное пособие, такие как: задачи теории упругости, устойчивости и др.  
В

 связи с бы
стры

м
 ростом

 инф
орм

ационны
х технологий появляется 

возм
ож

ность реализовать некоторы
е прикладны

е задачи в виде програм
м

-
ного продукта. 

Д
анное пособие м

ож
ет бы

ть реком
ендовано студентам

 и аспирантам
, 

им
ею

щ
им

 специальную
 м
атем

атическую
 подготовку. 
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8 
  т.е. м

одуль частного равен частном
у м

одулей 
2 1

2 1

 





z z
, а аргум

ент – 

разности аргум
ентов: 

2
1

2
1

2 1












z

A
rg

z
A

rg
z z

A
rg

. 

Т
ригоном

етрическая и показательная ф
орм

ы
 записи ком

плексного 
числа 

удобны
 
при 

рассм
отрении 

алгебраических 
операций 

возведения 
ком

плексного числа в целую
 полож

ительную
 степень и извлечения корня 

из ком
плексного числа:  







n
i

n
z

n
n

sin
cos




, 

т.е. 


,..
2

,1
,0

2
,










k
k

z
nA

rg
z

A
rg

z
z

n
n

n


. 

О
тсю

да получается ф
орм

ула М
уавра: 










n
i

n
i

n
sin

cos
sin

cos





. 
К
орень n-й ст

епени из ком
плексного числа z им

еет п различны
х зна-

чений, которы
е находятся по ф

орм
уле 

 
 







n

k
i

n

k
z

z
n

n






2

sin
2

cos
 

где  
z

n
k

arg
,1

,...,
2,

1,
0







. 
Т
очки на ком

плексной плоскости, соответствую
щ
ие различны

м
 зна-

чениям
 корня n-й степени из ком

плексного числа z, располож
ены

 в верш
и-

нах правильного n-угольника, вписанного в окруж
ность радиуса 

n


 с цен-
тром

 в точке z =
 0. 

К
лассический анализ поставил задачу так расш

ирить м
нож

ество дей-
ствительны

х чисел, чтобы
 не только элем

ентарны
е алгебраические опера-

ции слож
ения и ум

нож
ения, но и операция извлечения корня не вы

водила 
из этого расш

иренного м
нож

ества. К
ак м

ы
 видим

, введение ком
плексны

х 
чисел реш

ает эту задачу. 
 1.2. Ф

ун
к
ц
и
и

 к
ом

п
л
ек
сн
ого п

ер
ем
ен
н
ого 

 Д
ля построения Т

Ф
К
П

 больш
ое значение им

еет перенесение основ-
ны

х понятий анализа в ком
плексную

 область. О
дним

 из ф
ундам

ентальны
х 

понятий анализа является понятие предела и, в частности, понятие сходя-
щ
ейся числовой последовательности. А

налогичную
 роль играю

т соответ-
ствую

щ
ие понятия и в области 

ком
плексны

х чисел. 
П
ри этом

 м
ногие 

определения, связанны
е с предельны

м
 переходом

, полностью
 повторяю

т 
соответствую

щ
ие 

определения 
теории 

ф
ункций 

действительной 
пере-

м
енной. 

149 
  7. 

ݑ
ൌ
ݔ
ଶ
െ
ݕ
ଶ
൅
ݔ

; 

8. 
ߥ
ൌ
݁
௬
cos

ݔ
; 

9. 
ݑ
ൌ
ݔ3

ଶݕ
െ
ݕ
ଷ; 

10.  
ߥ
ൌ

௫

௫
మା
௬
మ ; 

11.  
ߥ
ൌ
ݔ
൅
ݕ
െ
3

; 

12. 
ݑ
ൌ
ݔ
ଶ
െ
ݕ
ଶ
൅
ݔ

; 

13.  
ݑ
ൌ
ݕ
ଶ
െ
ݔ
ଶ; 

14.  
ߥ
ൌ
݃ݐܿݎܽ

	 ௬௫
ݔ			,

൐
0

; 

15. 
ݑ
ൌ
݁
ି
ଶ௫
cos

ݕ2
; 

16. 
ߥ
ൌ
ݕݔ

൅
1; 

17. 
ߥ
ൌ
ln	ሺݔ

ଶ
൅
ݕ
ଶሻ ; 

18. 
ݑ
ൌ
2
௬
sin

ݔ
; 

19. 
ݑ
ൌ
݁
௬
cos

ݔ
; 

20. 
ߥ
ൌ
݁
ି
௫
sin

 .ݕ2

 
Задание 11. В

ы
числить интегралы

. 
 1. 

a) ׬
ݖ| | ଶ݀ݖ,						Г:	 ݖ| |

ൌ
݉ܫ,4

ݖ	
൒
0

Г
, 

 
б) ׬

݁
ଶ௭

ଵ௭ ݖ݀
|௭ |ୀ

ଶ
, 

 
в) ݖ

ଵ
ൌ
0. 

2.  
a) ׬

ݖ| ݖ݀ݖ|
Г

,	 где Г
 – лом

анная кривая с верш
инам

и ݖ
ଵ
ൌ
ݖ,0

ଶ
ൌ
ݖ,1

ଷ
ൌ
݅, 

б) ׬
ୱ୧୬

௭

ሺ௭ି
ଶሻ య ݖ݀

௭ୀ
ଷ

, 

в) ׬
ݖ
cos

ݖ
ݖ݀

ଶା
௜

଴
. 

3. 
a) ׬

௭̅௭ 	:Г						,ݖ݀ ݖ| |
ൌ
3,ܴ

ݖ	݁
൑
0

Г
, 

б) ׬
ௗ
௭

௭
మି
ହ௭ା

ସ
௭ି

ଵୀ
ଶ

, 

в) ׬
݁
ି
௭݀ݖ

ଶା
௜

ି
௜

. 

4. 
a) ׬

݉ܫ
	:Г						,ݖ݀ݖ ݖ| |

ൌ
1,ܴ

ݖ	݁
൒
0

Г
, 15

2 
 

в)
׬ 

݅ݏ
݊
ଶ
ݖ	
	݀
ݖ

ଶି
௜

భ మ
௜

. 

15
. 

a)
׬ 

| ݖ
| ݖ
ݖ݀̅
,		
		Г
െ
ду
га
ݕ	
ൌ
ݔ2

ଶ
Г

	о
т	
А
ሺ 1
;2
ሻ 	
до
	В
ሺെ
1;
2ሻ

, 

б)
׬ 

ୱ୧
୬
ሺ௭
ା
ଵሻ

௭ା
ଵ

ݖ݀
௭ୀ

ଷ
, 

в)
׬ 

co
sሺ
ݖ
൅
1ሻ
ݖ݀

ଷି
௜

௜
. 

16
.  

 a
) 
׬

ଷݖ
ݖ݀
,		
		Г
:

Г
ݖ	
ൌ
2
െ
3݅
൅
݅ݐ
,
0
൑
ݐ
൑
2,

 

б)
׬ 

ௗ
௭

ሺ ௭
ି
௜మ
ሻ ሺ
௭ି

ଶሻ
| ௭
| ୀ

య మ
, 

в)
׬ 

si
n	ሺ
ݖ3

െ
݅ሻ
ݖ݀

ଷା
௜

ି
ଶ௜

. 

17
.  

a)
׬ 

௭̅ ௭
ݖ݀
,		
		Г
:

Г
ݖ
ൌ
3
൅
ݐ݅
,1
൑
ݐ
൑
3,

 

б)
׬ 

ௗ
௭

ሺ ௭
ି
௜మ
ሻ ሺ
௭ି

ଶሻ
| ௭
| ୀ

య మ
, 

в)
׬ 

si
nሺ
ݖ3

െ
݅ሻ
ݖ݀

ଷା
௜

ି
ଶ௜

. 

18
.  

a)
׬ 

ܴ
ݖ݁
ݖ݀
,		
		Г
:

Г
| ݖ
െ
݅|
ൌ
1,

ܴ
݁	
ݖ
൐
0 ,

 

б)
׬ 

௘
೥

௭ሺ
ଵି

௭ሻ
య
ݖ݀

| ௭
ି
ଵ|
ୀ
భ మ

, 

в)
׬ 

ௗ
௭

௭మ
ା
ଶ

ଷା
௜

௜
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19
. 

a)
׬ 

| ݖ
| ݀
,ݖ
			
	Г
െ
ду
га
ݕ	
ൌ
ݔ2

ଶ
Г

	о
т	
А
ሺ 1
;1
ሻ 	
до
	В
ሺ2
;4
ሻ,

 

б)
׬ 

ୡ୭
ୱ
௭

௭మ
ି
గ
మ
ݖ݀

௭ୀ
ହ

, 

в)
׬ 

୪୬
௭ ௭
ݖ݀

ଵି
௜

ଵା
௜

. 

5 
 чт
о 
су
щ
ес
тв
уе
т 
ед
ин
ст
ве
нн
ое

 к
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 


0,0
0


, 
об
ла
да
ю
щ
ее

 
эт
им

 с
во
йс
тв
ом

. 
П
ро
из
ве
де
ни
ем

 к
ом

пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 




1
1

1
,b

a
z


и 



2

2
2

,b
a

z


 н
аз
ы
ва

-
ет
ся

 к
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 z
 =

 (
a,

 b
) 
та
ко
е,

 ч
то

 
2

1
2

1
b

b
a

a
a




, 
1

2
2

1
b

a
b

a
b




.  
П
ри

 т
ак
ом

 о
пр
ед
ел
ен
ии

 п
ро
из
ве
де
ни
я 
вы

по
лн
яю

тс
я:

 
- 
пе
ре
м
ес
ти
те
ль
ны

й:
 

1
2

2
1

z
z

z
z


,  

- 
со
че
та
те
ль
ны

й:
 





 3

2
1

3
2

1
z

z
z

z
z

z





, 
- 
ра
сп
ре
де
ли
те
ль
ны

й:
 




3
1

2
1

3
2

1
z

z
z

z
z

z
z







 з
ак
он
ы

. 
В
кл
ю
чи
м

 д
ей
ст
ви
те
ль
ны

е 
чи
сл
а 
в 
м
но
ж
ес
тв
о 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л,

 
ра
сс
м
ат
ри
ва
я 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ое

 ч
ис
ло

 а
 к
ак

 к
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 а
 =

 (
а,

 0
).

 Т
о-

гд
а,

 к
ак

 с
ле
ду
ет

 и
з 
оп
ре
де
ле
ни
я 
де
йс
тв
ий

 с
ло
ж
ен
ия

 и
 у
м
но
ж
ен
ия

, 
дл
я 

ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 
со
хр
ан
яю

тс
я 
из
ве
ст
ны

е 
пр
ав
ил
а 
де
йс
тв
ий

 н
ад

 д
ей

-
ст
ви
те
ль
ны

м
и 
чи
сл
ам
и.

 П
оэ
то
м
у 
м
но
ж
ес
тв
о 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 
ра
сс
м
ат

-
ри
ва
ет
ся

 к
ак

 р
ас
ш
ир
ен
ие

 м
но
ж
ес
тв
а 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
х 
чи
се
л.

 З
ам
ет
им

, 
чт
о 

ум
но
ж
ен
ие

 н
а 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ую

 е
ди
ни
цу

 (
1,

0)
 н
е 
м
ен
яе
т 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
чи
с-

ла
: 

z
z


1

. 
К
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 в
ид
а 

z 
=

 (
0,

b)
 н
аз
ы
ва
ет
ся

 ч
ис
т
о 
м
ни
м
ы
м

 и
 с
им

-
во
ли
че
ск
и 
об
оз
на
ча
ет
ся

 z
 =

 ib
. 
Ч
ис
то

 м
ни
м
ое

 ч
ис
ло

 (
0,

b)
 =

 i
b 
м
ож

но
 р
ас

-
см
ат
ри
ва
ть

 к
ак

 п
ро
из
ве
де
ни
е 
м
ни
м
ой

 е
ди
ни
цы

 (
0,

1)
 и

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
го

 
чи
сл
а 

(b
, 

0)
. 
М
ни
м
ую

 е
ди
ни
цу

 о
бы

чн
о 
об
оз
на
ча
ю
т 
си
м
во
ло
м

 (
0,

1)
 =

 i
. 
В

 
си
лу

 о
пр
ед
ел
ен
ия

 п
ро
из
ве
де
ни
я 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 
сп
ра
ве
дл
ив
о 
со
от
но

-
ш
ен
ие

 
1

2






i

i
i

.  
О
но

 п
оз
во
ля
ет

 п
ри
да
ть

 п
ря
м
ой

 а
лг
еб
ра
ич
ес
ки
й 
см
ы
сл

, 
та
к 
на
зы
ва
е-

м
ой

 а
лг
еб
ра
ич
ес
ко
й 
ф
ор
м
е 
за
пи
си

 к
ом

пл
ек
сн
ог
о 
чи
сл
а 

z 
=

 (
a,

 b
) 

=
 a

 +
 ib

, и
 

пр
ои
зв
од
ит
ь 
оп
ер
ац
ии

 
сл
ож

ен
ия

 
и 

ум
но
ж
ен
ия

 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 
по

 
об
ы
чн
ы
м

 п
ра
ви
ла
м

 а
лг
еб
ры

 м
но
го
чл
ен
ов

. 
К
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 
ib

a
z




 н
аз
ы
ва
ет
ся

 к
ом
пл
ек
сн
о 
со
пр
яж

ен
ны
м

 
чи
сл
у 

z 
=

 a
+

ib
. 

О
пе
ра
ци
я 
вы

чи
та
ни
я 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 
оп
ре
де
ля
ет
ся

 к
ак

 о
пе
ра
ци
я,

 
об
ра
тн
ая

 с
ло
ж
ен
ию

. 
К
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 z
 =

 a
 +

 i
b 
на
зы
ва
ет
ся

 р
аз
но
ст
ью

 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 

1
1

1
ib

a
z




 и
 

2
2

2
ib

a
z




, е
сл
и 
а 

=
 а

1 
– 
а 2

, b
 =

 b
1 

- 
b 2

. 
О
пе
ра
ци
я 
де
ле
ни
я 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 
оп
ре
де
ля
ет
ся

 к
ак

 о
пе
ра
ци
я,

 
об
ра
тн
ая

 у
м
но
ж
ен
ию

. 
К
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 z
 =

 a
 +

 i
b 
на
зы
ва
ет
ся

 ч
ас
т
ны
м

 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 

1
1

1
ib

a
z




 и
 

0
2

2
2





ib

a
z

, 
ес
ли

 
2

1
z

z
z




. 
О
тс
ю
да

 
сл
ед
уе
т,

 ч
то

 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 
а 
и 
м
ни
м
ая

 b
 ч
ас
ти

 ч
ас
тн
ог
о 

z 
оп
ре
де
ля
ю
тс
я 

из
 л
ин
ей
но
й 
си
ст
ем
ы

 а
лг
еб
ра
ич
ес
ки
х 
ур
ав
не
ни
й 








,,

1
2

2

1
2

2

b
b

a
a

b

a
b

b
a

a
 

с 
оп
ре
де
ли
те
ле
м

 
2 2

2 2
b

a


, о
тл
ич
ны

м
 о
т 
ну
ля

. Р
еш

ив
 э
ту

 с
ис
те
м
у,

 п
ол
уч
им

 



6 
 

22
22

2
1

1
2

22
22

2
1

2
1

2 1

b
a

b
a

b
ai

b
a

b
b

a
a

z z
z

 


 



. 

П
ри изучении свойств ком

плексны
х чисел весьм

а удобной является 
их геом

етрическая интерпретация. П
оскольку ком

плексное число опреде-
ляется как пара действительны

х чисел, то естественной геом
етрической 

интерпретацией является изображ
ение ком

плексного числа z =
 а +

 ib точ-
кой плоскости (х, у) с декартовы

м
и координатам

и х =
 а и у =

 b. Ч
исло z =

 0 
ставится в соответствие началу координат данной плоскости. Т

акую
 плос-

кость назы
ваю

т ком
плексной плоскост

ью
, ось абсцисс – дейст

вит
ельной, а 

ось ординат – м
ним

ой осью
 ком

плексной плоскости. П
ри этом

, очевидно, 
устанавливается 

взаим
но 

однозначное 
соответствие 

м
еж

ду 
м
нож

еством
 

всех ком
плексны

х чисел и м
нож

еством
 точек ком

плексной плоскости, а 
такж

е м
еж

ду м
нож

еством
 всех ком

плексны
х чисел 

iy
x

z



 и м

нож
еством

 
свободны

х векторов, проекции х и у которы
х на оси абсцисс и ординат со-

ответственно равны
 а и b. 

К
ом

плексное число 
iy

x
z




 изображ
ается в плоскости Х

О
Y

 точкой 
М

 с координатам
и (x, y) либо вектором

 О
М

 (рис. 1.1). Д
ля определения по-

лож
ения точки на плоскости м

ож
но поль-

зоваться 
полярны

м
и 

координатам
и 

(,
), 

где  – расстояние точки от начала коорди-
нат, а 

 – угол, которы
й составляет радиус-

вектор 
данной 

точки 
с 

полож
ительны

м
 

направлением
 
оси 

абсцисс. 
П
олож

итель-
ны

м
 направлением

 изм
енения угла 

 счи-
тается направление против часовой стрелки  
(










). В
оспользовавш

ись связью
 де-

картовы
х и полярны

х координат: 



cos


x

, 



sin


y

, получим
 так назы

ваем
ую

 т
ри-

гоном
ет
рическую

 ф
орм

у записи ком
плексного числа:







sin
cos

i
z




. 
П
ри этом

  обы
чно назы

ваю
т м

одулем
, а 

 – аргум
ент

ом
 ком

плекс-
ного числа и обозначаю

т 
z




, 
z

A
rg




. П
редш

ествую
щ
ие ф

орм
улы

 

даю
т вы

раж
ение действительной и м

ним
ой частей ком

плексного числа че-
рез его м

одуль и аргум
ент.  

В
ы
разим

 м
одуль и аргум

ент ком
плексного числа через его действи-

тельную
 и м

ним
ую

 части: 

2
2

y
x

z






, 

x y
tg




 

 
 

)
,

(
y

x
M

x

y0

 

Р
и
с. 1.1 
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7 
 (п
ри

 в
ы
бо
ре

 и
з 
ре
ш
ен
ий

 п
ос
ле
дн
ег
о 
ур
ав
не
ни
я 
зн
ач
ен
ия

 
 с
ле
ду
ет

 у
че
ст
ь 

зн
ак
и 
а 
и 

b)
. О

тм
ет
им

, ч
то

 а
рг
ум

ен
т 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
чи
сл
а 
оп
ре
де
ле
н,

 н
е 
од

-
но
зн
ач
но

, 
а 
с 
то
чн
ос
ть
ю

 д
о 
ад
ди
ти
вн
ог
о 
сл
аг
ае
м
ог
о,

 к
ра
тн
ог
о 

2
. 
В

 р
яд
е 

сл
уч
ае
в 
уд
об
но

 ч
ер
ез

 a
rg

z 
об
оз
на
ча
ть

 з
на
че
ни
е 
ар
гу
м
ен
та

, 
за
кл
ю
че
нн
ое

 в
 

пр
ед
ел
ах

 
0

0
2

ar
g










z
, г
де

 
0 

—
 п
ро
из
во
ль
но
е 
ф
ик
си
ро
ва
нн
ое

 ч
ис
ло

 
(н
ап
ри
м
ер

, 
0

0



 и
ли

 





0
).

 Т
ог
да

 



,..

.
2

,1
,0

2
ar

g








k
k

z
z

A
rg


, 

пр
ич
ем

 

  

























.0
,0

ес
ли

,
2

,0
,0

ес
ли

,
2

,0
,0

ес
ли

,

,0
,0

ес
ли

,

0
ес
ли

,

ar
g

y
x

y
x

y
x

xy
ar

ct
g

y
x

xy
ar

ct
g

x
xy

ar
ct

g

z










 

А
рг
ум

ен
т 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
чи
сл
а 

0


z
 в
оо
бщ

е 
не

 о
пр
ед
ел
ен

, 
а 
ег
о 
м
о-

ду
ль

 р
ав
ен

 н
ул
ю

. 
Д
ва

 о
тл
ич
ны

х 
от

 н
ул
я 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
сл
а 
ра
вн
ы

 м
еж

ду
 

со
бо
й 
в 
то
м

 и
 т
ол
ьк
о 
в 
то
м

 с
лу
ча
е,

 е
сл
и 
ра
вн
ы

 и
х 
м
од
ул
и,

 а
 з
на
че
ни
я 
ар
гу

-
м
ен
то
в 
ил
и 
ра
вн
ы

, 
ил
и 
от
ли
ча
ю
тс
я 
на

 ч
ис
ло

, 
кр
ат
но
е 

2
. 
К
ом

пл
ек
сн
о 
со

-
пр
яж

ен
ны

е 
чи
сл
а 
им

ею
т 
од
ин

 и
 т
от

 ж
е 
м
од
ул
ь,

 а
 з
на
че
ни
я 
их

 а
рг
ум

ен
то
в 

пр
и 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ем

 в
ы
бо
ре

 о
бл
ас
те
й 
их

 и
зм
ен
ен
ия

 р
аз
ли
ча
ю
тс
я 
зн
ак
ом

.  

И
сп
ол
ьз
уя

 и
зв
ес
тн
ую

 ф
ор
м
ул
у 
Э
йл
ер
а 





si

n
co

s
i

ei



, 
по
лу
ча
ем

 
та
к 

на
зы
ва
ем
ую

 
по
ка
за
т
ел
ьн
ую

 
ф
ор
м
у 

за
пи
си

 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 

чи
сл
а:

 



i e

z


. 
Д
ля

 в
ы
по
лн
ен
ия

 о
пе
ра
ци
и 
ум

но
ж
ен
ия

 у
до
бн
о 
по
ль
зо
ва
ть
ся

 т
ри
го

-
но
м
ет
ри
че
ск
ой

 ф
ор
м
ой

 п
ре
дс
та
вл
ен
ия

 к
ом

пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л.

 С
ог
ла
сн
о 
пр
а-

ви
ла
м

 у
м
но
ж
ен
ия

, п
ол
уч
ае
м

: 





 .

si
n

co
s

2
1

2
1

2
1




















i e

z
z

i
z

 
О
тс
ю
да

 
2

1
2

1
,














, 
т.
е.

 м
од
ул
ь 
пр
ои
зв
ед
ен
ия

 р
ав
ен

 п
ро

-
из
ве
де
ни
ю

 м
од
ул
ей

, а
 а
рг
ум

ен
т 

– 
су
м
м
е 
ар
гу
м
ен
то
в 
со
м
но
ж
ит
ел
ей

. В
 с
лу

-
ча
е 
де
ле
ни
я 
ко
м
пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л,

 п
ри

 
0

2



 и
м
ее
т 
м
ес
то

 а
на
ло
ги
чн
ое

 с
о-

от
но
ш
ен
ие

: 



2

1

21

21








i e

zz
, 
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Г
еом

етрически это означает, что ф
ункция ком

плексной перем
енной, 

непреры
вная в некоторой точке z

0 , ставит в соответствие каж
дой точке из 

-окрестности точки z
0  некоторую

 точку, принадлеж
ащ

ую
 -окрестности 

точки 


0
0

z
f

w


. 
И
з 
непреры

вности 
ф
ункции 








y

x
iv

y
x

u
z

f
,

,



 следует 

непре-
ры

вность ее действительной и м
ним

ой частей по совокупности перем
ен-

ны
х x, y. И

м
еет м

есто и обратное утверж
дение, т.е. если 





y

x
v

y
x

u
,

,
,

 не-
преры

вны
е ф

ункции по совокупности перем
енны

х x, y в некоторой точке 


0
0 ,y

x
, то 








y

x
iv

y
x

u
z

f
,

,



 является ф

ункцией ком
плексной пере-

м
енной 

iy
x

z



, непреры

вной в точке 
0

0
0

iy
x

z



. 

Д
анны

е утверж
дения являю

тся следствием
 того, что необходим

ы
м

 и 
достаточны

м
 условием

 сходим
ости последовательности ком

плексны
х чи-

сел является сходим
ость последовательностей их действительны

х и м
ни-

м
ы
х частей. 

Э
то позволяет перенести на ф

ункции ком
плексной перем

енной ос-
новны

е свойства непреры
вны

х ф
ункций двух действительны

х перем
енны

х. 
 1.3. Д

и
ф
ф
ер
ен
ц
и
р
ован

и
е ф

ун
к
ц
и
и

 к
ом

п
л
ек
сн
ого п

ер
ем
ен
н
ого 

 
П
усть в области G

 ком
плексной плоскости z задана ф

ункция f(z). Е
с-

ли  для т
очки z

0 
G

 сущ
ест

вует
 при 

0



z

предел разност
ного от

нош
е-

ния 






z

z
f

z
z

f







0
0

, т
о эт

от
 предел назы

вает
ся производной ф

ункции 

f(z) no ком
пасной перем

енной z в т
очке z

0  и обозначает
ся f(z

0 ), m
.e.  










z

z
f

z
z

f
z

f
z













0
0

0
0

lim
. 

 
 

 
(1.1) 

Ф
ункция f(z) в этом

 случае назы
вается диф

ф
еренцируем

ой в точке z
0 .  

Т
.е. если сущ

ествует предел (1.1), то он не зависит от способа стрем
-

ления 
z


 к нулю

, т.е. от способа приближ
ения точки 

z
z




0
к точке z

0 . 
Т
ребование 

диф
ф
еренцируем

ости 
ф
ункции 

ком
плексной 

перем
енной 

в 
точке z

0  наклады
вает весьм

а важ
ны

е условия на поведение действительной 
и м

ним
ой частей этой ф

ункции в окрестности точки (х
0 , у

0 ). Э
ти условия 

известны
 
под 

названием
 
условий 

К
ош

и-Р
им

ана, 
которы

е 
м
огут 

бы
ть 

сф
орм

улированы
 в виде следую

щ
их теорем

. 
Т
еорем

а. 
Е
сли 

ф
ункция 








y

x
iv

y
x

u
z

f
,

,



 диф

ф
еренцируем

а 
в 

т
очке 

0
0

0
iy

x
z




, т
о в т

очке (х
0 , у

0 ) сущ
ест

вую
т

 част
ны
е производны

е 
ф
ункций и(х, у) и v(x, у) по перем

енны
м

 х и у, причем
 им

ею
т

 м
ест

о соот
-

нош
ения: 











.

,
,

,
,

,
0

0
0

0
0

0
0

0

x

y
x

v

y

y
x

u

y

y
x

v

x

y
x

u

















 

 
(1.2) 
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16. a)	߱
ൌ
ሺݖ
൅
1ሻ ଶ

െ
ݖ
െ
݅,  

б)	߱
ൌ
2݅݁

௭ି
௜ା
ଵ. 

17. a) ߱
ൌ
ݖ̅ݖ
൅
݅,  

 
б) ߱

ൌ
sin

ሺ௭ି
௜ሻ

௜
. 

18. a) ߱
ൌ
ݖ
ଶሺ1

൅
2݅ሻ,  

 
б) ߱

ൌ
݁
ଶ௭̅
൅
 .ݖ

19. a) ߱
ൌ
ݖ
ଷሺ݅െ

2ሻ,  
 

б) ߱
ൌ
ഥ݁	ݖ

௭̅ା
ଵ. 

20. a) ߱
ൌ
̅ݖ ଶ
൅

ଵ௭ ,  
 

б) ߱
ൌ

௘
೥ା
௜

௭̅
. 

Задание 7. Р
азлож

ить ф
ункцию

 в ряд Т
ейлора и в ряд Л

орана в 
окрестности точки ݖ

଴ . Р
азлож

ить ф
ункцию

 в ряд Л
орана в окрестности 

точки ݖ
ଵ  и ݖ

ൌ
∞

. 
 1. 

f ሺz ሻ
ൌ

z

z
2-z-2 ,    z

0 	=	1,   z
1 	=	-1; 

2.  
f ሺz ሻ=

z

z
2-3z-4 ,    z

0 	=	2,   z
1 	=	-1; 

3.  
f ሺz ሻ=

z-1

z(z+
1) ,    z

0 	=	2,   z
1 	=	0; 

4.  
f ሺz ሻ=

z
3

൫z-1൯(z+
2) ,    z

0 	=	-2,   z
1 	=	1; 

5. 
f ሺz ሻ=

z

ሺz+
i+

1 ሻ(z-i) ,    z
0 	=	1,   z

1 	=	i; 

6. 
f ሺz ሻ=

z
2

z
2-z-6 ,    z

0 	=	0,   z
1 	=	-2; 

7. 
f ሺz ሻ=

z+
1

z(1-z) ,    z
0 	=	2,   z

1 	=	1; 

8. 
f ሺz ሻ=

z-1

ሺ௭ି
௜ ሻሺ௭ା

ଵሻ ,    z
0 	=	1,   z

1 	=	i; 

9. 
f ሺz ሻ=

z+
2

z(z-3i) ,    z
0 	=	1,   z

1 	=	3i; 

10.  
f ሺz ሻ=

z-i

ሺ௭ା
௜ ሻሺ௭ା

ଶ௜ሻ ,    z
0 	=	1,   z

1 	=	-i; 

14
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a)
׬ 

௭య
௘
భ ೥

ሺ ௭
ା
ଵሻ

| ௭
| ୀ
ଶ

ݖ݀
;  

 
 

б)
׬ 

ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ା
ଷሻ

మ

ஶ ି
ஶ

; 

11
.  

a)
׬ 

௭௘
భ య
೥

ሺ ௭
ା
ଷሻ

| ௭
| ୀ
ସ

ݖ݀
;  

 
 

б)
׬ 

ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ା
ଶሻ
ሺ୶
మ
ା
ଵሻ

ஶ ି
ஶ

; 

12
.  

a)
׬ 

ௗ
௭

ሺ ௭
ି
ଵሻ
ሺ ௭
ା
ଶሻ
ሺ௭
ି
ସሻ

| ௭
| ୀ
ଷ

; 
 

б)
׬ 

ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ା
ସሻ

య

ஶ ି
ஶ

; 

13
. 

a)
׬ 

௭మ

ሺ ௭
ି
ଷ௜
ሻ ሺ
௭ି

௜ሻ
௭ୀ

ସ
ݖ݀

; 
 

б)
׬ 

ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ା
ହሻ

ஶ ି
ஶ

; 

14
. 

a)
׬ 

௧௚
௭

ሺ ௭
ି
௜ሻ

௭ୀ
ଶ

ݖ݀
; 

 
 

б)
׬ 

ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ା
ସ୶
ା
ହሻ

మ

ஶ ି
ஶ

; 

15
.  

a)
׬ 

௘
భ ೥

ሺ ௭
మ
ା
ଵሻ

௭ି
ଵୀ

ଶ
ݖ݀

;  
 

 
б)

׬ 
ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ି
ଶ௫
ା
ଶሻ
మ

ஶ ି
ஶ

; 

16
.  

a)
׬ 

௭ା
ଶ

୸ሺ
ଵି

ୡ୭
ୱ
௭ሻ

௭ୀ
య మ

ݖ݀
;  

 
б)

׬ 
ௗ
௫

ሺ ୶
ర
ା
ଶሻ

ஶ ି
ஶ

; 

17
.  

a)
׬ 

௭

ሺ ௭
ି
ଶሻ
ሺ௭
ା
ଵሻ

మ
௭ୀ

ସ
ݖ݀

; 
 

б)
׬ 

ሺ௫
మ
ା
ଵሻ

ሺ ୶
మ
ା
ଶሻ
ሺ୶
మ
ା
ସሻ

ஶ ି
ஶ

ݔ݀
; 

18
.  

a)
׬

ௗ
௭

ሺ ௭
ర
ି
ଶሻ

௭ୀ
య మ

; 
 

 
 

б)
׬ 

ሺ௫
మ
ି
ଵሻ

ሺ ୶
ర
ା
ସ୶

మ
ା
ହሻ

ஶ ି
ஶ

ݔ݀
; 

19
. 

a)
׬ 

ௗ
௭

ሺ ௭
మ
ି
ଶሻ
మ
ሺ௭
ି
ସሻ
మ

௭ୀ
ଷ

; 
 

б)
׬ 

ሺ௫
మ
ା
ଶሻ

ሺ ୶
మ
ା
ସሻ

ஶ ି
ஶ

ݔ݀
; 

20
.  

a)
׬ 

௭మ

ሺ ଷ
௭ర
ା
଺ሻ

| ௭
| ୀ
ଵ

ݖ݀
; 

 
 

б)
׬ 

ௗ
௫

ሺ ୶
మ
ା
ଷሻ

మ

ஶ ି
ஶ

. 

 
За
да
ни
е 

10
. 
Н
ай
ти

 а
на
ли
ти
че
ск
ую

 ф
ун
кц
ию

 п
о 
за
да
нн
ой

 д
ей
ст
ви

-
те
ль
но
й 
ил
и 
м
ни
м
ой

 ч
ас
ти

. 
 1.

 
ݑ
ൌ
݁௫
si
n
;ݕ

 

2.
 

ߥ
ൌ
݁ି

ଶ௬
co
s
ݔ2

; 

3.
 

ߥ
ൌ
ݔ
ଷ
െ
ݔ3
ݕ
ଶ
; 

4.
 

ݑ
ൌ
ݔ3

ଶ
ݕ
െ
ݕ
ଷ
; 

5.
 

ݑ
ൌ

௫
మ
ା
௬
మ
ି
௫

௫
మ
ା
௬
మ

; 

6.
 

ߥ
ൌ
െ
݁ି

ଶ௬
൅
;ݔ
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П
ус
ть

 д
ан
а 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 к
ом

пл
ек
сн
ы
х 
чи
се
л 



nz

 т
ак
ая

, 
чт
о 

дл
я 
лю

бо
го

 п
ол
ож

ит
ел
ьн
ог
о 
чи
сл
а 

R
 н
ай
де
тс
я 
но
м
ер

 N
, н
ач
ин
ая

 с
 к
от
ор
ог
о 

чл
ен
ы

 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ти

 
уд
ов
ле
тв
ор
яю

т 
ус
ло
ви
ю

 


R
z n


пр
и 

N
n


. 
Т
ак
ую

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
ь 
на
зо
ве
м

 н
ео
гр
ан
ич
ен
но

 в
оз
ра
ст
аю

щ
ей

. 
С
ог
ла
с-

но
 в
ве
де
нн
ы
м

 р
ан
ее

 о
пр
ед
ел
ен
ия
м

 д
ан
на
я 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

, 
та
к 
ж
е 
ка
к 

и 
вс
як
ая

 е
е 
по
дп
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
ь,

 п
ре
де
ла

 н
е 
им

ее
т.

 Т
ак
ое

 о
со
бо
е 
по
ло

-
ж
ен
ие

 н
ео
гр
ан
ич
ен
но

 в
оз
ра
ст
аю

щ
ей

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
и 
вы

зы
ва
ет

 р
яд

 н
е-

уд
об
ст
в.

 Ч
то
бы

 и
зб
еж

ат
ь 
эт
ог
о,

 в
ве
де
м

 к
ом

пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

 



z

 и
 б
уд
ем

 
сч
ит
ат
ь 
вс
як
ую

 н
ео
гр
ан
ич
ен
но

 в
оз
ра
ст
аю
щ
ую

 п
ос
ле
до
ва
т
ел
ьн
ос
т
ь 
сх
од
я-

щ
ей
ся

 к
 э
т
ом
у 
чи
сл
у,

 к
от
ор
ом

у 
м
ы

 п
ос
та
ви
м

 в
 с
оо
тв
ет
ст
ви
е 
бе
ск
он
еч
но

 
уд
ал
ен
ну
ю

 т
оч
ку

 к
ом

пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

. 
В
ве
де
м

 п
он
ят
ие

 п
ол
но
й 
ко
м

-
пл
ек
сн
ой

 
пл
ос
ко
ст
и,

 
со
ст
оя
щ
ей

 
из

 
об
ы
чн
ой

 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 
пл
ос
ко
ст
и 
и 

ед
ин
ст
ве
нн
ог
о 
бе
ск
он
еч
но

 у
да
ле
нн
ог
о 
эл
ем
ен
та

 −
 б
ес
ко
не
чн
о 
уд
ал
ен
но
й 

то
чк
и 




z
. 
Е
сл
и 
м
ы

 б
уд
ем

 п
ол
ьз
ов
ат
ьс
я 
ге
ом

ет
ри
че
ск
ой

 и
лл
ю
ст
ра
ци
ей

, 
ст
ав
я 
в 
со
от
ве
тс
тв
ие

 э
ле
м
ен
та
м

 н
ео
гр
ан
ич
ен
но

 в
оз
ра
ст
аю

щ
ей

 п
ос
ле
до
ва

-
те
ль
но
ст
и 



nz
то
чк
и 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

, 
то

 о
бн
ар
уж

им
, 
чт
о 
то
чк
и 

ра
сс
м
ат
ри
ва
ем
ой

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
и 
с 
во
зр
ас
та
ни
ем

 и
х 
но
м
ер
а 
ра
сп
ол
а-

га
ю
тс
я 
вн
е 
ко
нц
ен
тр
ич
ес
ки
х 
кр
уг
ов

 с
 ц
ен
тр
ом

 в
 н
ач
ал
е 
ко
ор
ди
на
т,

 р
ад
иу

-
сы

 к
от
ор
ы
х 
м
ог
ут

 б
ы
ть

 с
ко
ль

 у
го
дн
о 
бо
ль
ш
им

и.
 О
тм
ет
им

, 
чт
о 
то
чк
и 
да
н-

но
й 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ти

 с
тр
ем
ят
ся

 к
 т
оч
ке

 ∞
 н
ез
ав
ис
им
о 
от

 н
ап
ра
вл
ен
ия

 
на

 п
ол
но
й 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

. 
О
пр
ед
ел
им

 а
лг
еб
ра
ич
ес
ки
е 
св
ой
ст
ва

 
чи
сл
а 




z
. И

з 
эл
ем
ен
то
в 
не
ог
ра
ни
че
нн
о 
во
зр
ас
та
ю
щ
ей

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но

-

ст
и 

{z
n}

 с
ос
та
ви
м

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
ь 



nz1

. 
Э
та

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
ь 
сх
о-

ди
тс
я 
к 
то
чк
е 

z=
0.

 Д
ей
ст
ви
те
ль
но

, 
из

 п
ре
ды

ду
щ
их

 р
ас
см
от
ре
ни
й 
сл
ед
уе
т,

 

чт
о 
дл
я 
лю

бо
го

 
0




 м
ож

но
 у
ка
за
ть

 т
ак
ой

 н
ом

ер
 N

, ч
то

 





nz1
пр
и

N
n


. 

О
че
ви
дн
о 
и 
об
ра
тн
ое

 у
тв
ер
ж
де
ни
е,

 т
.е

. е
сл
и 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 


n
 

сх
од
ит
ся

 к
 н
ул
ю

 и
 с
ос
то
ит

 и
з 
от
ли
чн
ы
х 
от

 н
ул
я 
эл
ем
ен
то
в,

 т
о 
по
сл
ед
ов
а-

те
ль
но
ст
ь 



n1
сх
од
ит
ся

 к
 б
ес
ко
не
чн
о 
уд
ал
ен
но
й 
то
чк
е.

 

В
 с
вя
зи

 с
 э
ти
м

 п
ол
аг
аю

т 
0

1



 и

 



01

. 
В
оо
бщ

е 
дл
я 
бе
ск
он
еч
но

 

уд
ал
ен
но
й 
то
чк
и 
ус
та
на
вл
ив
аю

тс
я 
сл
ед
ую

щ
ие

 с
оо
тн
ош

ен
ия

: 



z

пр
и

0


z
 и

 
0

,









z

z
 п
ри

 



z

, 
 к
от
ор
ы
е 
ес
те
ст
ве
нн
ы

 с
 т
оч
ки

 з
ре
ни
я 

пр
ед
ел
ьн
ог
о 
пе
ре
хо
да

 в
 о
пе
ра
ци
ях

 с
ло
ж
ен
ия

 и
 у
м
но
ж
ен
ия

. 
С

 э
то
й 
то
чк
и 

зр
ен
ия

 о
пе
ра
ци
я 


 е
ст
ес
тв
ен
но

 я
вл
яе
тс
я 

 н
ео
пр
ед
ел
ен
но
й.
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Г
оворят, что на м

нож
естве Е

 ком
плексной плоскости задана ф

ункция 
ком

плексной перем
енной, если задан закон, ставящ

ий в соответствие каж
-

дой точке м
нож

ества Е
 некоторое ком

плексное число. М
нож

ество Е
 будем

 
назы

вать м
нож

еством
 значений независим

ой перем
енной. 

Т
очка z назы

вается внут
ренней т

очкой м
нож

ест
ва Е

, если сущ
еству-

ет -окрестность точки z, все точки которой принадлеж
ат м

нож
еству Е

. 
М
нож

ество Е
 назы

вается област
ью

, если вы
полняю

тся следую
щ
ие 

два условия: 
1)   Е

 состоит из одних внутренних точек, 
2)   лю

бы
е две точки м

нож
ества м

ож
но соединить лом

аной с доста-
точно больш

им
 числом

 звеньев так, чтобы
 все точки этой линии принад-

леж
али сам

ом
у м

нож
еству. 

Т
очка z назы

вается внеш
ней т

очкой област
и G

, если сущ
ествует та-

кая -окресность z, все точки которой не принадлеж
ат области G

. 
Т
очка z назы

вается граничной т
очкой област

и G
, если в лю

бой ее -
окрестности содерж

атся как точки, принадлеж
ащ

ие области G
, так и точки, 

не принадлеж
ащ

ие области G
. С

овокупность всех граничны
х точек образу-

ет границу области. 
М
нож

ество, полученное присоединением
 к области всех ее гранич-

ны
х точек, назы

вается зам
кнут

ой област
ью

 и обозначается G
. 

Е
сли область G

 целиком
 леж

ит внутри некоторого круга конечного 
радиуса, то она назы

вается ограниченной. В
 противном

 случае неограни-
ченной. 

П
усть м

нож
ество Е

 ком
плексны

х чисел представляет собой область 
G

 или зам
кнутую

 область G
. Т

огда однозначная ф
ункция ком

плексной 
перем

еной z, заданная в области G
, определяется законом

, ставящ
им

 каж
-

дом
у значению

 z из области G
 в соответствие определенное ком

плексное 
число w

: 

z

f
w


. 
М
нож

ество 
ком

плексны
х 
чисел 

w
, 
соответствую

щ
их 

всем
 

G
z

, 
назы

вается м
нож

еством
 значений ф

ункции 

z

f
. П

оскольку каж
дое ком

-
плексное число характеризуется парой действительны

х чисел, то задание 
ком

плексной ф
ункции w

 =
 и +

 vi ком
плексной перем

енной 
iy

x
z




 экви-
валентно заданию

 двух действительны
х ф

ункций двух действительны
х пе-

рем
енны

х, что м
ож

ет бы
ть записано в виде: 








y

x
iv

y
x

u
z

w
,

,



. 

Ф
ункции 





y

x
v

y
x

u
,

и
,

 определены
 в области G

 плоскости дей-
ствительны

х перем
енны

х x, y, соответствую
щ
ей области G

 ком
плексной 

плоскости 
z. 

Ф
ункция 


y

x
u

,
 назы

вается 
действительной, 

а 
ф
ункция 


y

x
v

,
 −

 м
ним

ой частью
 ф
ункции 


z

f
w


. 

147 
  11. f(z)	=

௭ି
௜

௭
యሺ௭

మା
ଵሻ ; 

12.  f(z)	=
௭
మା

ଵ

ሺ௭ି
௜ ሻሺ௭

మା
ଶሻ௭

మ ; 

13. f(z)	=
ୡ୭
ୱ
௭

ቀ௭ା
ഏమ ቁ௭

యሺ௭ି
௜ሻ ; 

14. f(z)	=
௘
ష
೥ି
ଵ

௭ ሺ௭
మା
ସ ሻሺ௭ି

௜ሻ మ ; 

15.  f(z)	=
௖௢
௭	௭ା

ଵ

ሺ௭ି
గ
ሻ௭

మሺ௭
మା

ଵሻ : 

16.  f(z)	=
௭
మା
ଵ

ሺ௭ି
௜ ሻ௭

యሺ௭ା
ଶሻ ; 

17. f(z)	=
௘
೥ି
ଵ

௭ ሺ௭ା
ଶ ሻ మሺ௭

మା
ଷሻ ; 

18. f(z)	=
௧௚
	௭

௭ ሺ௭ା
௜ ሻ మሺ௭

మି
ଵሻ ; 

19. f(z)	=
௭
మି
ଶ

൫௭ା
√
ଶ ൯௭

యሺ௭ି
௜ሻ ; 

20.  f(z)	=
௘
೥ష

భ	ି
ଵ

ሺ௭ି
ଵ ሻሺ௭ା

ଵሻ య௭ . 

 Задание 9. В
ы
числить интеграл с пом

ощ
ью

 вы
четов. 

 1. 
а) ׬

ሺ௭ା
ଵሻ

ሺ௭ି
ଵ ሻ௦௜௡

௭
|௭ |ୀ

ଶ
 ;ݖ݀

 
б)׬

ௗ
௫

ሺ୶
రା

ଵሻ

ஶି
ஶ

; 

2.  
a) ׬

௭

ሺ௭ି
ଵ ሻሺ௭ି

ଶሻ మ
௭ୀ

ଷ
 ;ݖ݀

 
б) ׬

௫
మௗ
௫

ሺ୶
మା
ଵ ሻሺ୶

మା
ଽሻ

ஶି
ஶ

; 

3.  
a) ׬

ௗ
௭

ሺ୸
రି

ଵሻ
௭ୀ

ଶ
;  

 
 

б)׬
ሺ௫

మି
௫
ା
ଶሻ

ሺ୶
రା

ଵ଴୶
మା
ଽ ሻ

ஶି
ஶ

ݔ݀
; 

4. 
a) ׬

ௗ
௭

ሺ௭
మି
ଵ ሻ మሺ௭ି

ଷሻ మ
|௭ |ୀ

ଶ
;  

 
б) ׬

ሺ௫
మା
ଵሻ

ሺ୶
రା

ଵ ሻ

ஶି
ஶ

ݔ݀
; 

5. 
a) ׬

௭
య

ሺଶ௭
రା
ଵ ሻ

௭ୀ
௜

  ;ݖ݀
 

 
б) ׬

ௗ
௫

ሺ୶
మା
ଵ ሻ మ

ஶି
ஶ

; 

6. 
a)׬

ௗ
௭

୸
యሺ௭

భ
బି

ଷ ሻ
௭ୀ

ଶ
;  

 
 

б) ׬
ୡ୭
ୱ
ଷ௫

ሺ୶
మା
ଽ ሻ ݔ݀

ஶି
ஶ

; 

7. 
a) ׬

ௗ
௭

ሺ௘
೥ି
ଵ ሻሺ௭ି

ଷ௜ሻ
௭ି

ଷ௜ୀ
ସ

;   
 

б) ׬
xsinx
ሺx

2+
1 ሻ 2

∞-∞
ݔ݀

; 

8. 
a) ׬

௧௚
గ
௭

ሺ௭ି
ଵ ሻ

|௭ |ୀ
ଷ

  ;ݖ݀
 

 
б) ׬

x
sin

3x

ሺx
2+

1 ሻ ݔ݀
∞-∞

; 

9. 
a) ׬

௭
య

ሺ௭
రି
ଵ ሻ

|௭ |ୀ
ଶ

  ;ݖ݀
 

 
б) ׬

ୡ୭
ୱ
ଶ௫

ሺ୶
మା
ଵ ሻ

ஶି
ஶ

ݔ݀
; 
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11
. 

fሺ
zሻ

=
௭మ

ሺ ௭
ା
ଵሻ
ሺ௭
ି
௜ሻ

,  
  z

0
	=
	1

,  
 z

1
	=
	i;

 

12
.  

fሺ
zሻ

=
௭మ

+
1

z(
z+

3i
)
,  

  z
0
	=
	1

,  
 z

1
	=
	0

; 

13
. 

fሺ
zሻ

=
௭య

ሺ ௭
ି
ଵሻ
ሺ௭
ି
ଷሻ

,  
  z

0
	=
	-1

,  
 z

1
	=
	1

; 

14
.  

fሺ
zሻ

=
z

௭మ
+

4
,  

  z
0
	=
	1

,  
 z

1
	=
	2

i;
 

15
. 

fሺ
zሻ

=
z

௭మ
ା
ଶ

,  
  z

0
	=
	2

,  
 z

1
	=
	 √
2݅

; 

16
. 

fሺ
zሻ

=
௭మ

ሺ ௭
ା
௜ሻ
ሺ௭
ା
ଵሻ

,  
  z

0
	=
	1

,  
 z

1
	=
	-i

; 

17
. 

fሺ
zሻ

=
z

ሺ ௭
ା
ଵሻ
ሺ௭
ି
ସሻ

,  
  z

0
	=
	0

,  
 z

1
	=
	-1

; 

18
. 

fሺ
zሻ

=
z-

i

௭మ
ା
ଽ

,  
  z

0
	=
	1

,  
 z

1
	=
	3

i;
 

19
. 

fሺ
zሻ

=
z

ଷ௭
మ
ି
௭ା

ସ
,  

  z
0
	=
	1

,  
 z

1
	=
	-1

; 

20
. 

fሺ
zሻ

=
z

௭మ
ା
ଶ௭
ି
ଵସ

,  
  z

0
	=
	0

,  
 z

1
	=
	3

. 

 За
да
ни
е 

8.
 О

пр
ед
ел
ит
ь 
ви
д 
ос
об
ы
х 
то
че
к 
ф
ун
кц
ии

 и
 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 

ка
ж
до
й 
ос
об
ой

 т
оч
ки

 в
ы
чи
сл
ит
ь 
вы

че
т.

 
 1.

 
f(

z)
	=

ୱ୧
୬
గ
௭

ሺ ௭
ି
ଵሻ
ሺ௭
ି
ଶሻ
య
; 

2.
 

f(
z)
	=

ୱ୧
୬
௭

ሺ ௭
ି
గ
ሻ ሺ
௭ା

ଵሻ
మ
; 

3.
 

f(
z)
	=

ଵି
ୡ୭
ୱ
௭

௭ሺ
௭ି

௜ሻ
మ
; 

4.
 

f(
z)
	=

௭మ
ି
௭

௭ሺ
௭ା

௜ሻ
మ
; 

5.
 

f(
z)
	=

ሺ௭
ା
ଵሻ
ୱ୧
୬
௭

ሺ ௭
ି
ଶሻ
ሺ௭
ି
ଶ௜
ሻమ

; 

6.
 

f(
z)
	=

ୱ୧
୬
௭ି

ଵ

ሺ ௭
ା
గ
ሻ ௭

మ
ሺ௭
ି
ഏ మ
ሻ; 

7.
 

f(
z)
	=

௭ା
ଵ

ሺ ௭
మ
ି
ଵሻ
௭మ
ሺ௭
ା
௜ሻ

; 

8.
 

f(
z)
	=

ୱ୧
୬
ሺ௭
ା
ଵሻ

ሺ ௭
ା
గ
ሻమ
௭ሺ
௭ା

ଵሻ
; 

9.
 

f(
z)
	=

௘
೥య

ሺ ௭
ା
ଵሻ
మ
ሺ ௭

మ
+

2ሻ
; 

10
.  f

(z
)	=

ୡ୭
ୱ
௭

ቀ௭
ି
ഏ మ
ቁሺ
௭మ
ା
ଷሻ
௭మ

; 
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Е
сл
и 
ка
ж
до
м
у 
зн
ач
ен
ию

 к
ом

пл
ек
сн
ог
о 
пе
ре
м
ен
но
го

 z
 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 
не
ск
ол
ьк
о 
ра
зл
ич
ны

х 
зн
ач
ен
ий

 п
ер
ем
ен
но
го

 w
, т
о 

w
на
зы
ва
ет
ся

 м
но
го
зн
ач

-
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
пе
ре
м
ен
но
го

 z
, 
ин
ач
е 
он
а 
на
зы
ва
ет
ся

 о
дн
о-

зн
ач
но
й 
ф
ун
кц
ие
й.

 
Г
ео
м
ет
ри
че
ск
ая

 и
нт
ер
пр
ет
ац
ия

 п
он
ят
ия

 ф
ун
кц
ии

 

 z

f
 к
ом

пл
ек
с-

но
й 
пе
ре
м
ен
но
й 
за
кл
ю
ча
ет
ся

 в
 т
ом

, 
чт
о 
ра
ве
нс
тв
ом

 

 z

f
w


 у
ст
ан
ав
ли
ва

-
ет
ся

 з
ак
он

 с
оо
тв
ет
ст
ви
я 
м
еж

ду
 т
оч
ка
м
и 
об
ла
ст
и 

G
 к
ом

пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

 
z 
и 
то
чк
ам
и 
об
ла
ст
и 

G
 к
ом

пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

 w
. 
У
ст
ан
ав
ли
ва
ет
ся

 и
 о
б-

ра
тн
ое

 с
оо
тв
ет
ст
ви
е 

– 
ка
ж
до
й 
то
чк
е 

G
w




 с
та
ви
тс
я 
в 
со
от
ве
тс
тв
ие

 о
дн
а 

ил
и 
не
ск
ол
ьк
о 
то
че
к 

z 
об
ла
ст
и 

G
. 
Э
то

 о
зн
ач
ае
т,

 ч
то

 в
 о
бл
ас
ти

 G
 
за
да
на

 
(о
дн
оз
на
чн
ая

 
ил
и 

м
но
го
зн
ач
на
я)

 
ф
ун
кц
ия

 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 
пе
ре
м
ен
но
й 

w
: 




w
z




. Э
та

 ф
ун
кц
ия

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 о
бр
ат
но
й 
ф
ун
кц
ии

 f
(z

).
 О
бл
ас
ть

 G
 з
ад
а-

ни
я 
ф
ун
кц
ии

 



w


 я
вл
яе
тс
я 
об
ла
ст
ью

 з
на
че
ни
й 
ф
ун
кц
ии

 f
(z

).
 Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

 



w


, 
об
ра
тн
ая

 о
дн
оз
на
чн
ой

 ф
ун
кц
ии

 f
(z

),
 з
ад
ан
но
й 
в 
об
ла
ст
и 

G
, 
яв
ля
ет
ся

 
од
но
зн
ач
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 
в 
об
ла
ст
и 

G
, 
то

 м
еж

ду
 о
бл
ас
тя
м
и 

G
 и

 G
 у
ст
ан
ов

-
ле
но

 в
за
им
но

 о
дн
оз
на
чн
ое

 с
оо
т
ве
т
ст
ви
е.

 
Ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
на
зы
ва
ет
ся

 о
дн
ол
ис
тн
ой

 ф
ун
кц
ие
й 
в 
об
ла
ст
и 

G
, 
ес
ли

 в
 

ра
зл
ич
ны

х 
то
чк
ах

 z
 э
то
й 
об
ла
ст
и 
он
а 
пр
ин
им

ае
т 
ра
зл
ич
ны

е 
зн
ач
ен
ия

. 
П
ус
ть

 ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
оп
ре
де
ле
на

 н
а 
не
ко
то
ро
м

 м
но
ж
ес
тв
е 
Е

. 
Р
ас
см
от

-
ри
м

 р
аз
ли
чн
ы
е 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ти

 т
оч
ек

 э
то
го

 м
но
ж
ес
тв
а 



nz

, с
хо
дя
щ
ие

-
ся

 к
 н
ек
от
ор
ой

 т
оч
ке

 
0z

 и
 с
ос
то
ящ

ие
 и
з 
то
че
к 

z n
, 
от
ли
чн
ы
х 
от

 т
оч
ки

 z
0 




0z
z n


, 
и 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ие

 и
м

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
и 
зн
ач
ен
ий

 ф
ун
кц
ии

 






nz

f
. 
Е
сл
и 
не
за
ви
си
м
о 
от

 в
ы
бо
ра

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
но
ст
и 



nz

 с
ущ

ес
тв
уе
т 

ед
ин
ст
ве
нн
ы
й 
пр
ед
ел

 



0

0

li
m

w
z

f
n

z
z n




, 
то

 э
то
т 
пр
ед
ел

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 п
ре
де
ль

-

ны
м

 з
на
че
ни
ем

, 
ил
и 
пр
ед
ел
ом

 ф
ун
кц
ии

 f
(z

) 
в 
то
чк
е 

z 0
, 
чт
о 
за
пи
сы
ва
ет
ся

 в
 

ви
де

: 



0
0

li
m

w
z

f
z

z



. 

Ч
ас
то

 у
по
тр
еб
ля
ет
ся

 д
ру
го
е 
оп
ре
де
ле
ни
е:

 ч
ис
ло

 
0

w
 н
аз
ы
ва
ет
ся

 п
ре

-
де
ль
ны
м

 з
на
че
ни
ем

 ф
ун
кц
ии

 f
(z

) 
в 
то
чк
е 

z 0
, 
ес
ли

 д
ля

 л
ю
бо
го

 
0




 м
ож

но
 

ук
аз
ат
ь 
та
ко
е 

0



, ч
то

 д
ля

 в
се
х 
то
че
к 

E
z

 и
 у
до
вл
ет
во
ря
ю
щ
их

 н
ер
ав
ен

-
ст
ву

 





0z
z

, и
м
ее
т 
м
ес
то

 н
ер
ав
ен
ст
во

 







0

w
z

f
. 

Ф
ун
кц
ия

 f
(z

),
 з
ад
ан
на
я 
на

 м
но
ж
ес
тв
е 

E
, 
на
зы
ва
ет
ся

 н
еп
ре
ры
вн
ой

 в
 

то
чк
е 

E
z


0
, е
сл
и 
пр
ед
ел
ьн
ое

 з
на
че
ни
е 
эт
ой

 ф
ун
кц
ии

 в
 т
оч
ке

 z
0 
су
щ
ес
тв
у-

ет
, 
ко
не
чн
о 
и 
со
вп
ад
ае
т 
со

 з
на
че
ни
ем

 



0z

f
 ф
ун
кц
ии

 f
(z

) 
в 
то
чк
е 

z 0
, 
т.
е.

 






0
0

li
m

z
f

z
f

z
z




. 

Ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
не
пр
ер
ы
вн
а 
в 
то
чк
е 

0z
, 
ес
ли

 д
ля

 л
ю
бо
го

 
0




 м
ож

но
 

ук
аз
ат
ь 
та
ко
е 

0



, ч
то

 д
ля

 в
се
х 
то
че
к 

E
z

 и
 у
до
вл
ет
во
ря
ю
щ
их

 у
сл
ов
ию

 






0

0
z

z
, и
м
ее
т 
м
ес
то

 н
ер
ав
ен
ст
во

 










0z

f
z

f
. 
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1.4. И
н
тегр

и
р
ован

и
е ф

ун
к
ц
и
й

 к
ом

п
л
ек
сн
ого п

ер
ем
ен
н
ого 

 
П
усть однозначная ф

ункция f(z) определена и непреры
вна в области 

D
, а С

 – кусочно-гладкая зам
кнутая или незам

кнутая кривая, леж
ащ

ая в D
.  

П
усть 

iv
u

y
x

iv
y

x
u

z
f

iy
x

z









)

,
(

)
,

(
)

(
,

, где u, v – действи-
тельны

е ф
ункции перем

енны
х х и у.  

В
ы
числение интеграла от ф

ункции f(z) ком
плексного перем

енного z 
сводится к вы

числению
 обы

чны
х криволинейны

х интегралов, а им
енно,  











udy

vdx
ivdy

udx
dz

z
f

)
(

. 

И
нтеграл 





dz

z
f

, вообщ
е говоря, зависит от пути интегрирования.  

Е
сли f(z) – аналитическая ф

ункция в односвязной области D
, то инте-

грал не зависит от пути интегрирования. В
 этом

 случае 



0


L

dz
z

f
, где  

L
 – лю

бой зам
кнуты

й кусочно-гладкий контур в области  D
.  

Е
сли кривая С

 задана парам
етрическим

и уравнениям
и x =

 x(t), y =
 y(t) 

и начальная, и конечны
е точки дуги С

 соответствую
т значениям

 парам
етра 

1
0 ,

t
t

t
t




, то 








dt
t

z
t

z
f

dz
z

f
C

tt





 10

, 

где z(t) =
 x(t) +

 iy(t). 
Е
сли ф

ункция f(z) аналитична в односвязной области D
, содерж

ащ
ей 

точки z
0  и z

1 , то им
еет м

есто ф
орм

ула Н
ью

тона-Л
ейбница  













10

10

0
1

zz

zz

z
z

z
dz

z
f











, 

где Ф
(z) – какая-либо первообразная для ф

ункции f(z), т.е. Ф
'(z) =

 f(z) в об-
ласти D

.  
Е
сли ф

ункции f(z) и 
(z) аналитические в односвязной области D

, а 
z

0 , z
1  – произвольны

е точки этой области, то им
еет м

есто ф
орм

ула инте-
грирования по частям

:  






























10

10

10

zz

zz

zz
dz

z
f

z
z

z
f

dz
z

z
f





. 

Зам
ена перем

енны
х в интегралах от ф

ункций ком
плексного  пере-

м
енного производится аналогично случаю

 ф
ункции действительного пе-

рем
енного. П

усть аналитическая ф
ункция z =

 
(w

) отображ
ает взаим

но 
однозначно контур С

 в z-плоскости на контур С
1  в w

-плоскости. Т
огда  











dw

w
w

f
dz

z
f

C
C









1

. 
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ൌ
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െ
5݅

య
; 

10. 
ݓ
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ሺ௜ି
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ൌ
ሺ3
െ
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ൌ
√
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൅
݅

ర
; 
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ൌ
ሺ௜ା

௜ మሻ మ

ଵି
ଶ௜

ݓ ,
ൌ
ሺ2
൅
݅ ሻ ସ, ݓ

ൌ
√
݅െ

4
య

; 
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ݓ	

ൌ
ሺ௜ା

ଷ ሻሺ௜ି
ସ ሻ
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ଶ௜

ݓ ,
ൌ
ሺ3
൅
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ൌ
√
3
൅
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; 
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ݓ
ൌ

ሺ௜ା
ଷ ሻ మ
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ൌ
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ൌ
ሺ1
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ൌ
ට
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య
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ݓ
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ሺଷା
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ସ
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ൌ
ሺ3
൅
݅ ሻ ଷ, ݓ

ൌ
ට

ଶ௜ା
ଶ

య
; 

16. 
ݓ	

ൌ
௜ ሺ௜ା

ସ ሻ

ሺ௜ା
ଵ ሻ మ ݓ ,

ൌ
ሺ4
൅
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ൌ
ට
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ଶ

య
; 
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ൌ
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ൌ
√
3
൅
4݅

య
; 

18. 
ݓ	

ൌ
ସ ሺ௜ା

ଷ ሻ

௜ା
ଶ

ݓ ,
ൌ
2 ሺ݅൅

3 ሻ ସ, ݓ
ൌ
ට

ଷ௜ା
ଶ

య
; 

19. 
ݓ	

ൌ
ሺଶା

௜ ሻሺଶା
ଷ௜ ሻ

௜ ሺ௜ି
ଵ ሻ

ݓ ,
ൌ
ሺ3
൅
2݅ ሻ

ଷ, ݓ
ൌ
ට

ଵ

ଶ௜ା
ଵ

య
; 

20.  
ݓ	

ൌ
ሺଷା

ଶ௜ ሻ௜

௜ି
ସ

ݓ ,
ൌ
ሺ3
െ
2݅ ሻ

ସ, ݓ
ൌ
ට

௜

ଶା
௜

య
. 

Задание 4. О
пределить и построить линии и области, удовлетворяю

-
щ
ие уравнениям

 и неравенствам
. 

 1. 
ݖ|
െ
݅ |
ൌ
2 ݖ|

൅
1 ݉ܫ  ,|

௭ି
ଵ

௭ା
௜
ൌ
0

݃ݎܽ ,
ሺݖ
െ
1
൅
2݅ ሻ

൏
గଷ ; 

2.  
ܴ
ݖ݁

ଶ
ൌ
ݖ| ,9

െ
2 |
ൌ
ݖ|
൅
݅ ݉ܫ ,|

௭ି
௜

௭ା
௜ ൒

0
; 

14
4 

 

18
. 

ܦ
:	|
ݖ
൅
2݅
|
൑
2,
݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ሺ 1
െ
݅ሻ
ݖ
െ
2݅

; 

19
.  

ܦ
:	
െ
1
൑
݉ܫ
ݖ
൑
1,
݂ሺ
ሻݖ
ൌ
െ
ݖ݅
൅
݅;

 

20
.  

ܦ
:െ
1
൑
ܴ
ݖ݁

൑
1,
݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݖ݅
െ
2݅

. 

За
да
ни
е 

6.
 О
пр
ед
ел
ит
ь,

 в
 к
ак
их

 т
оч
ка
х 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

 и
м
е-

ю
т 
пр
ои
зв
од
ну
ю

 у
ка
за
нн
ы
е 
ф
ун
кц
ии

. Ч
ем
у 
ра
вн
а 
пр
ои
зв
од
на
я 
в 
ка
ж
до
й 
из

 
эт
их

 т
оч
ек

? 
В

 к
ак
их

 д
ан
ны

х 
ф
ун
кц
ии

 а
на
ли
ти
че
ск
ие

? 
 1.

 a
) 
߱
ൌ
ଶݖ
൅
݅|
|ݖ
ଶ
,  

 
б)

 ߱
ൌ
si
nሺ
ݖ݅
൅
1ሻ

. 

2.
 a

) 
߱
ൌ
ݔ
ଶ
൅
ݕ݅

ଶ
,  

 
б)

 ߱
ൌ
ଶݖ
co
s
.ݖ

 

3.
 a

) 
߱
ൌ
ݔݕ

൅
݅ሺ
ݔ
ଶ
െ
ݕ
ଶ
ሻ ,
	  

б)
 ߱

ൌ
si
nሺ
ݖ݅
ሻ.

 

4.
 a

) 
߱
ൌ

ଵ ௭,  
 

 
 

б)
 ߱

ൌ
௭௖
௢
௦	
௭

ଵା
௭మ

. 

5.
 a

) 
߱
ൌ
ଶݖ
൅
݅|
|ݖ
ଶ
,  

 
б)

 ߱
ൌ
si
nሺ
ݖ݅
൅
1ሻ

. 

6.
 a

) 
߱
ൌ
| ݖ
| ൅

ܴ
݁	
ݖ

,  
 

б)
 ߱

ൌ
݅݁

௭ା
௜ .

 

7.
 a

) 
߱
ൌ
| ݖ
| ݖ
൅
1,

  
 

б)
	߱

ൌ
ୡ୭
ୱ	ሺ
௭ା

௜ሻ

௜
. 

8.
 a

) 
߱
ൌ
ଷݖ
ሺ1
൅
݅ሻ

,  
 

б)
 ߱

ൌ
݁ଶ

௭
൅
.̅ݖ

 

9.
 a

) 
߱
ൌ
ଶݖ
ሺ2
െ
݅ሻ

,  
 

б)
 ߱

ൌ
݁௭
ିݖ

ଵ
. 

10
. a

) 
߱
ൌ
ଶݖ
൅

ଵ ௭,  
 

б)
 ߱

ൌ
௘
೥
ା
ଵ

௭
. 

11
. a

) 
߱
ൌ
ሺݖ
൅
1ሻ

ଶ
൅
ݖ݅

,  
б)

 ߱
ൌ
co
sሺ
ݖ
൅
݅ሻ

. 

12
. a

) 
߱
ൌ
ݕ
ଶ
൅
ݔ݅

ଶ
,  

 
б)

 ߱
ൌ
ݖ
si
n
.ݖ

 

13
. a

) 
߱
ൌ
ݔ
ଶ
൅
ݕ
ଶ
െ
ݔ݅
,ݕ

  
б)
	߱

ൌ
co
s	ሺ
ݖ݅
൅
1ሻ

 . 

14
. a

) 
ൌ

ଵ ௭ , 
  

 
 

б)
 ߱

ൌ
௭
ୱ୧
୬
௭

ଵା
௜

. 

15
. a

) 
߱
ൌ
ݖ
൅
ܴ
݁	
,̅ݖ

  
 

б)
 ߱

ൌ
ሺݖ
൅
1ሻ
݁௭

ି
௜ .
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С
оо
т
но
ш
ен
ия

 (
1.

2)
 н
аз
ы
ва
ю
т
ся

 с
оо
т
но
ш
ен
ия
м
и 
К
ош
и-
Р
им
ан
а.

 
Т
ео
ре
м
а.

 Е
сл
и 
в 
т
оч
ке

 (
х 0

, у
0)

 ф
ун
кц
ии

 и
(х

, у
) 
и 

v(
x,

 у
) 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ру

-
ем
ы

, а
 и
х 
ча
ст
ны
е 
пр
ои
зв
од
ны
е 
св
яз
ан
ы

 с
оо
т
но
ш
ен
ия
м
и 

(1
.2

),
 т
о 
ф
ун
кц
ия

 
f(

z)
 =

 u
(x

, 
y)

 +
 i

v(
x,

 у
) 
яв
ля
ет
ся

 д
иф
ф
ер
ен
ци
ру
ем
ой

 ф
ун
кц
ие
й 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 
пе
ре
м
ен
но
й 

 z
 в

 т
оч
ке

 
0

0
0

iy
x

z



. 

Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ру
ем
а 
во

 в
се
х 
т
оч
ка
х 
не
ко
т
ор
ой

 о
бл
а-

ст
и 

G
, 
а 
ее

 п
ро
из
во
дн
ая

 н
еп
ре
ры
вн
а 
в 
эт
ой

 о
бл
ас
т
и,

 т
о 
ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
на
зы
ва
ет
ся

 а
н
ал
и
т
и
че
ск
ой

 ф
ун
кц
и
ей

 в
 о
бл
ас
т
и 

G
. 

К
ак

 и
зв
ес
тн
о,

 н
еп
ре
ры

вн
ос
ть

 ч
ас
тн
ы
х 
пр
ои
зв
од
ны

х 
яв
ля
ет
ся

 д
ос
та

-
то
чн
ы
м

 у
сл
ов
ие
м

 с
ущ

ес
тв
ов
ан
ия

 п
ер
во
го

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
а 

(д
иф

ф
ер
ен
ци
ру

-
ем
ос
ти

) 
ф
ун
кц
ии

 м
но
ги
х 
пе
ре
м
ен
ны

х.
 П
оэ
то
м
у 
из

 т
ео
ре
м

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 
не

-
об
хо
ди
м
ы
м

 
и 

до
ст
ат
оч
ны
м

 
ус
ло
ви
ем

 
ан
ал
ит
ич
но
ст
и 

ф
ун
кц
ии

 
f(

z)
 =

 u
(x

, y
) 

+
 iv

(x
, у

) 
в 
об
ла
ст
и 

G
 я
вл
яе
т
ся

 с
ущ
ес
т
во
ва
ни
е 
в 
эт
ой

 о
бл
а-

ст
и 
не
пр
ер
ы
вн
ы
х 
ча
ст
ны
х 
пр
ои
зв
од
ны
х 
ф
ун
кц
ий

 и
 (
х,

 у
) 
и 

v 
(х

, 
у)

, 
св
яз
ан

-
ны
х 
со
от
но
ш
ен
ия
м
и 
К
ош
и-
Р
им
ан
а 

(1
.2

).
 

П
он
ят
ие

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ии

 я
вл
яе
тс
я 
ос
но
вн
ы
м

 п
он
ят
ие
м

 т
ео

-
ри
и 
ф
ун
кц
ий

 к
ом

пл
ек
сн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 
в 
си
лу

 о
со
бо
й 
ро
ли

, к
от
ор
ую

 и
гр
а-

ет
 к
ла
сс

 а
на
ли
ти
че
ск
их

 ф
ун
кц
ий

 к
ак

 п
ри

 р
еш

ен
ии

 м
но
го
чи
сл
ен
ны

х 
чи
ст
о 

м
ат
ем
ат
ич
ес
ки
х 
пр
об
ле
м

, 
та
к 
и 
в 
ра
зл
ич
ны

х 
пр
ил
ож

ен
ия
х 
ф
ун
кц
ий

 к
ом

-
пл
ек
сн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 
в 
см
еж

ны
х 
об
ла
ст
ях

 е
ст
ес
тв
оз
на
ни
я.

 
О
пр
ед
ел
ен
ие

 п
ро
из
во
дн
ой

 (
1.

1)
 п
оз
во
ля
ет

 п
ер
ен
ес
ти

 н
а 
ан
ал
ит
ич
е-

ск
ие

 ф
ун
кц
ии

 к
ом

пл
ек
сн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 
ря
д 
св
ой
ст

в 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ру
ем
ы
х 

ф
ун
кц
ий

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 
пе
ре
м
ен
но
й:

 
1

. 
Е
сл
и 

f 1
(z

) 
и 

f 2
(z

) 
су
ть

 а
на
ли
ти
че
ск
ие

 ф
ун
кц
ии

 в
 о
бл
ас
ти

 G
, 
то

 и
х 

су
м
м
а 
и 
пр
ои
зв
ед
ен
ие

 т
ак
ж
е 
яв
ля
ю
тс
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ки
м
и 
ф
ун
кц
ия
м
и 
в 
об
ла

-

ст
и 

G
, 
а 
ф
ун
кц
ия

 




 
 z

f

z
f

z
21




 я
вл
яе
тс
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ие
й 
вс
ю
ду

, 

гд
е 




0
2


z

f
. 

2
. 
Е
сл
и 

w
 =

 f
(z

) 
яв
ля
ет
ся

  
ан
ал
ит
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ие
й 
в 
об
ла
ст
и 

G
 

пл
ос
ко
ст
и 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 

z,
 п
ри
че
м

 в
 о
бл
ас
ти

 е
е 
зн
ач
ен
ий

 G
 н
а 

пл
ос
ко
ст
и 

w
 
оп
ре
де
ле
на

 
ан
ал
ит
ич
ес
ка
я 
ф
ун
кц
ия

 



w





, 
то

 
ф
ун
кц
ия

 
F

(z
) 

=
 

[f
(z

)]
 я
вл
яе
тс
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ие
й 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 п
ер
ем
ен
но
й 

z 
в 
об
ла
ст
и 

G
. 

3
. Е

сл
и 
в 
об
ла
ст
и 

G
 о
пр
ед
ел
ен
а 
ан
ал
ит
ич
ес
ка
я 
ф
ун
кц
ия

 f
(z

),
 п
ри
че
м

 



0


 zf
, 
то

 в
 о
бл
ас
ти

 G
 
зн
ач
ен
ий

 ф
ун
кц
ии

 f
(z

) 
оп
ре
де
ле
на

 о
бр
ат
на
я 

ф
ун
кц
ия

 z
 =

 
(w

),
 я
вл
яю

щ
ая
ся

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ие
й 

w
. 
П
ри

 э
то
м

 е
сл
и 




0
0

z
f

w


, т
о 
им

ее
т 
м
ес
то

 с
оо
тн
ош

ен
ие

 






0

0
1 w

z
f







. 
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4. П
усть в области G

 плоскости хО
у задана ф

ункция и(х, у), являю
-

щ
аяся действительной частью

 аналитической ф
ункции f(z). Т

огда м
ним

ая 
часть этой ф

ункции определяется с точностью
 до аддитивной постоянной.  

5. П
усть ф

ункция f(z) является аналитической в области G
. Рассм

от-
рим

 в соответствую
щ
ей области плоскости хО

у сем
ейства кривы

х и(х,у) =
 С

 
и v(x,y) =

 C
, представляю

щ
ие собой линии уровней действительной и м

ни-
м
ой частей ф

ункции f(z).  
С

 пом
ощ

ью
 соотнош

ений (1.2) легко показать, что во всех точках 
данной области 

0











x
y

y
x

y
y

x
x

u
u

u
u

v
u

v
u

v
grad

u
grad

. Т
.к гради-

ент ортогонален линии уровня, то отсю
да следует, что сем

ейства кривы
х 

u(x
, y) =

 C
 и v(x, у) =

 С
 взаим

но ортогональны
. 

П
усть f(z) является аналитической ф

ункцией в некоторой области G
. 

В
ы
берем

 какую
-либо точку z

0 
G

 и проведем
 через нее произвольную

 кри-
вую

 
1 , целиком

 леж
ащ

ую
 в G

. Ф
ункция f(z) производит отображ

ение об-
ласти G

 ком
плексной плоскости z на некоторую

 область G
 ком

плексной 
плоскости w

. П
усть точка z

0  переходит в точку w
0 , а кривая 

1  – в прохо-
дящ

ую
 через w

0  кривую
 Г

1 (рис. 1.2). П
о условию

 сущ
ествует производная 

f(z) ф
ункции w

 =
 f(z) в точке z

0 . П
редполож

им
, что f(z

0 )   0, и представим
 

ком
плексное число f(z

0 ) в показательной ф
орм

е: 




ia

z
ke

z w
z

f


 






0

0
lim

.  
 

 
 

(1.3) 

 В
ы
берем

 такой способ стрем
ления 

z к нулю
, при котором

 точки 
z

z
z





0

 леж
ат 

на 
кривой 

1 . 
О
чевидно, 

соответствую
щ
ие 

им
 
точки 

w
w

w





0
 леж

ат на кривой Г
1 . К

ом
плексны

е числа 
z и 

w
 отображ

аю
т-

ся векторам
и секущ

их к кривы
м

 
1  и Г

1  соответственно. Зам
етим

, что arg
z 

и arg
w

 им
ею

т геом
етрический см

ы
сл углов соответствую

щ
их векторов с 

Р
и
с. 1.2 

143 
 

20. 
݉ܫ
ݖ
൅
ܴ
݁ ሺݖ

൅
݅ ሻ
ൌ
݃ݎܽ ,2

ଶ௭
ൌ
ݖ| ,3

െ
݅ |
൑
ݖ|
൅
3 |.	

Задание 5. П
остроить область D

 и найти ее образ при отображ
ении 

ф
ункцией ком

плексного перем
енного. 

 1. 
ܦ
:	 ݖ|

൅
݅െ

1 |
൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ݅
൅
1
൅
݅; 

2. 
ܦ

: ݖ|
െ
1 |
൑
2,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ3݅

െ
2; 

3. 
ܦ
:	ቚݖ

െ
ଵଶ ቚ
൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ሺ1
൅
݅ ሻݖ

െ
3݅; 

4.  
ܦ
:	 ݖ|

൅
2݅ |

൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ሺ1
െ
݅ ሻݖ

െ
2݅; 

5. 
ܦ
:	 ݖ|

൅
2݅ |

൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ2݅

െ
1; 

6.  
ܦ
: ݖ|

െ
2݅ |

൑
2,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
௜௭ଶ
൅
2; 

7.  
ܦ
:	 ݖ|

൅
2 |
൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
2 ሺݖ

െ
1
െ
݅ ሻ; 

8.  
ܦ
:	0

൑
݃ݎܽ

ݖ
൑

గଶ
,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ݅
െ
݅; 

9.  
ܦ
:	0

൏
݉ܫ
ݖ
൏
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
 ;ݖ2݅

10. 
ܦ
:0

൏
ܴ
ݖ݁

൏
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
െ
ݖ݅
൅
1

; 

11. 
ܦ

: ݖ|
െ
1 |
൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ3݅

െ
2݅; 

12. 
ܦ
:	 ݖ|

െ
1 |
൑

ଵଶ ,݂ ሺݖ ሻ
ൌ
ݖ݅
൅
1

; 

13.  
ܦ
: ݖ|

െ
1 |
൑
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ݅
൅
݅; 

14. 
ܦ
: ݖ|

െ
1 |
൏

ଵଶ ,݂ ሺݖ ሻ
ൌ
ݖ݅
൅
݅൅

1
; 

15.  
ܦ
:	ܴ
ݖ݁

൐
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݖ2݅

൅
݅െ

1; 

16. 
ܦ
:	 ݖ|

െ
1 |
൑

ଵଶ ,݂ ሺݖ ሻ
ൌ
ሺ1
൅
݅ ሻݖ

൅
2݅; 

17.  
ܦ
:	 ݖ|

െ
2݅ |

൏
1,݂ ሺݖ ሻ

ൌ
െ
ݖ݅
൅
1

; 

14
2 

 

3.
 

ݎܽ
݃
ሺ ݖ
െ
݅ሻ
ൌ

గ ସ
ܫ ,
݉

௭ି
ଵ

௭ା
ଵ
ൌ
0,

 | ݖ
| ൅

| ݖ
െ
1|
൏
1 ;

 

4.
 

| ݖ
൅
݅|
ൌ
| ݖ
െ
2|

, ܴ
݁
ଵ ௭
ൌ

ଵ ଷ, గ ଺
൑
ݎܽ
݃
ሺ ݖ
൅
݅ሻ
൑

గ ଷ
;	

5.
 

ܴ
݁
ቀ௭
ି
ଵ

௭ା
ଶቁ
ൌ
0,

 | 1
൅
|ݖ
ൌ
4|
ݖ
൅
݅|

, 0
൑
݉ܫ
ଶݖ

൑
3;
	

6.
 

| ݖ
െ
݅|
൅
| ݖ
൅
݅|
ൌ
6,

 ܴ
݁
௭ ௜
ൌ
1,

 ቚ௭
ି
௜

௭ା
௜ቚ
൑
2;
	

7.
 

| ݖ
െ
3
െ
݅|
ൌ
4|
ݖ
൅
1|

ܫ ,
݉

௭ା
ଵ

௭ା
௜
ൌ
1,

 ܽ
݃ݎ
ଶݖ

൏
0;
	

8.
 

ܴ
݁
ቀଶ ௭ቁ

ൌ
ଵ ଶ, ܽ

݃ݎ
ݖ
െ
4݅
ൌ

గ ସ
, |
ݖ
൅
1|
െ
| ݖ
െ
2|
൏
2 ;
	

9.
 

| ݖ
െ
2
൅
݅|
ൌ
| ݖ
൅
3|

ܫ ,
݉

௭ ௭ି
௜
ൌ
2,

 0
൑
ܴ
ݖ݁

ଶ
൑
2;
	

10
. 

ݎܽ
݃
௭ ௜
ൌ
0,

ܫ 
݉
ݖ
൅
ܴ
݁ሺ
ݖ
െ
1ሻ

ൌ
3,

 | ݖ
|
൑
2
൅
| ݖ
െ
1|

;	

11
. 

| ݖ
൅
݅|
െ
| ݖ
൅
2|
ൌ
0,

 ܴ
݁

௭ ௭ା
௜
ൌ
0,

 1
൑
݉ܫ
ሺ ݖ
െ
1ሻ

ଶ
൑
2;
	

12
. 

| ݖ
െ
3|
ൌ
2|
ݖ
൅
1|

, ܽ
݃ݎ

௭ି
ସ௜ ௜
ൌ
0,

 1
൑
ܴ
݁ሺ
ݖ
െ
݅ሻ
൑
3;
	

13
. 

| ௭
ି
ଷ|

| ௭
|
ൌ
4,

ܫ 
݉

௭ ௜ା
ଵ
ൌ
1,

 ܴ
ݖ݁

൑
݉ܫ
;ݖ
	

14
. 

ܴ
݁
ቀ௭

ା
௜

௭ା
ଶቁ
ൌ
0,

 ܽ
݃ݎ

௭ ௜
ൌ
1,

 | ݖ
൅
2|
൑
| ݖ
െ
݅|

;	

15
. 

| ݖ
െ
3|
ൌ
2
െ
| ݖ
| , 
݉ܫ

௭ ଶ௜
ൌ
0,

 ܽ
݃ݎ
൫ݖ
൅
݅൯
൑

గ ଷ
;	

16
. 

| ݖ
െ
݅|
ൌ
1
൅
| ݖ
| , 
ݎܽ
݃
ଶݖ

ൌ
గ ସ
, 0

൑
݉ܫ
ሺ ݖ
െ
1ሻ
൑
3;
	

17
. 

݉ܫ
ቀ

௭ ௜ା
ଵቁ
ൌ
ܴ
݁|
|ݖ

, |
|ݖ
ൌ
1
െ
| ݖ
൅
1|

, గ ଺
൑
ݎܽ
݃
௭ ௜
൑

గ ଷ
;	

18
. 

ݎܽ
݃
ሺ ݖ
െ
2݅
ሻ
ൌ

గ ଶ
, 

| ௭
|

| ௭
ି
ଷ|
ൌ
2;

 ܴ
ݖ݁

൑
݉ܫ
ሺ ݖ
െ
1ሻ

;	

19
. 

| ݖ
൅
2|
ൌ
1
െ
| ݖ
൅
1|

ܫ ,
݉

௭ ௜ା
ଶ
ൌ
2,

 0
൑
ݎܽ
݃
௭ା

௜

௜
൑

గ ସ
;	

15
 

 по
ло
ж
ит
ел
ьн
ы
м
и 
на
пр
ав
ле
ни
ям
и 
ос
ей

 х
 и

 и
, 
а 

|
z|

 и
 |

w
| п
ре
дс
та
вл
яю

т 
со

-
бо
й 
дл
ин
ы

 э
ти
х 
ве
кт
ор
ов

. 
П
ри

 
z

0 
ве
кт
ор
ы

 с
ек
ущ

их
 п
ер
ех
од
ят

 в
 в
ек
то

-
ры

 к
ас
ат
ел
ьн
ы
х 
к 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
им

 к
ри
вы

м
. И

з 
(1

.3
) 
сл
ед
уе
т,

 ч
то

 



1

1
0

0
0

ar
g

li
m

ar
g

li
m

ar
g























z

w
z

f
z

z
, 

т.
е.

 а
рг
ум

ен
т 
 
пр
ои
зв
од
но
й 
им

ее
т 
ге
ом

ет
ри
че
ск
ий

 с
м
ы
сл

 р
аз
но
ст
и 
уг
ла

 
Ф

1 
ве
кт
ор
а 
ка
са
те
ль
но
й 
к 
кр
ив
ой

 Г
1 
в 
то
чк
е 

w
0 

 с
 о
сь
ю

 и
 и

 у
гл
а 
 1

 в
ек
то
ра

 
ка
са
те
ль
но
й 
к 
кр
ив
ой

 
1 
в 
то
чк
е 

z 0
 с

 о
сь
ю

 х
 (
см

. 
ри
с.

 1
.2

).
 Т
ак

 к
ак

 п
ро
из

-
во
дн
ая

 f
(z

0)
 н
е 
за
ви
си
т 
от

 с
по
со
ба

 п
ре
де
ль
но
го

 п
ер
ех
од
а,

 т
о 
эт
а 
ра
зн
ос
ть

 
бу
де
т 
то
й 
ж
е 
и 
дл
я 
лю

бо
й 
др
уг
ой

 к
ри
во
й,

 п
ро
хо
дя
щ
ей

 ч
ер
ез

 т
оч
ку

 z
0 

 (х
от
я 

зн
ач
ен
ия

 с
ам
их

 у
гл
ов

 Ф
1 
и 
 1

 м
ог
ут

 и
зм
ен
ит
ьс
я)

. 
О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 
пр
и 

от
об
ра
ж
ен
ии

, 
ос
ущ

ес
тв
ля
ем
ом

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ие
й 

f(
z)

, 
уд
ов
ле
тв
о-

ря
ю
щ
ей

 у
сл
ов
ию

 f
(z

0)
 

 0
, 
уг
ол

 
1

2








 м
еж

ду
 л
ю
бы

м
и 
кр
ив
ы
м
и 
 2

, 
 1

,  

пе
ре
се
ка
ю
щ
им

ис
я 
в 
то
чк
е 

z 0
,  р
ав
ен

 у
гл
у 

1
2








 м
еж

ду
 и
х 
об
ра
за
м
и 

(к
ри
вы

м
и 
Г

2 
и 
Г

1)
, 
пе
ре
се
ка
ю
щ
им

ис
я 
в 
то
чк
е 

w
0 

=
 f

(z
0)

. 
За
м
ет
им

, 
чт
о 
пр
и 

эт
ом

 с
ох
ра
ня
ет
ся

 н
е 
то
ль
ко

 а
бс
ол
ю
тн
ая

 в
ел
ич
ин
а 
уг
ло
в 
м
еж

ду
 к
ри
вы

м
и 
 2

, 
 1

 и
 и
х 
об
ра
за
м
и,

 н
о 
и 
на
пр
ав
ле
ни
е 
уг
ло
в.

 Э
то

 с
во
йс
тв
о 
да
нн
ог
о 
от
об
ра
ж
е-

ни
я 
но
си
т 
на
зв
ан
ие

 с
во
йс
т
ва

 с
ох
ра
не
ни
я 
уг
ло
в.

 
А
на
ло
ги
чн
о 
из

 с
оо
тн
ош

ен
ия

 (
1.

3)
 п
ол
уч
им

 




k
zw

z
f

z









0

0
li

m
. 

Т
о 
ес
ть

 с
 т
оч
но
ст
ью

 д
о 
ве
ли
чи
н 
бо
ле
е 
вы

со
ко
го

 п
ор
яд
ка

 м
ал
ос
ти

 
им

ее
т 
м
ес
то

 р
ав
ен
ст
во

 
z

k
w





. 
За
м
ет
им

, 
чт
о 
и 
эт
о 
со
от
но
ш
ен
ие

 н
е 
за

-

ви
си
т 
от

 в
ы
бо
ра

 к
ри
во
й 
 1

. 
Г
ео
м
ет

ри
че
ск
и
й

 с
м
ы
сл

 э
то
го

 с
оо
тн
ош

ен
ия

 с
ос
то
ит

 в
 т
ом

, 
чт
о 
пр
и 

от
об
ра
ж
ен
ии

, 
ос
ущ

ес
тв
ля
ем
ом

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ие
й,

 у
до
вл
ет
во
ря
ю

-
щ
ей

 у
сл
ов
ию

 f
(z

0)
 

 0
, 
бе
ск
он
еч
но

 м
ал
ы
е 
ли
не
йн
ы
е 
эл
ем
ен
ты

 п
ре
об
ра
зу

-
ю
тс
я 
по
до
бн
ы
м

 о
бр
аз
ом

, 
пр
ич
ем

 
f(

z 0
)

 о
пр
ед
ел
яе
т 
ко
эф
ф
иц
ие
нт

 п
ре
об

-
ра
зо
ва
ни
я 
по
до
би
я.

 Э
то

 с
во
йс
тв
о 
да
нн
ог
о 
от
об
ра
ж
ен
ия

 н
ос
ит

 н
аз
ва
ни
е 

св
ой
ст
ва

 п
ос
т
оя
нс
т
ва

 р
ас
т
яж

ен
ия

. 
К
он
ф
ор
м
н
ы
м

 о
т
об
ра
ж
ен
и
ем

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 о
то
бр
аж

ен
ие

 о
кр
ес
тн
ос
ти

 
то
чк
и 

z 0
 н
а 
ок
ре
ст
но
ст
ь 
то
чк
и 

w
0,

 о
су
щ
ес
тв
ля
ем
ое

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 ф
ун
кц
и-

ей
 w

 =
 f

(z
) 
и 
об
ла
да
ю
щ
ее

 в
 т
оч
ке

 z
0 
св
ой
ст
во
м

 с
ох
ра
не
ни
я 
уг
ло
в 
и 
по
ст
о-

ян
ст
во
м

 р
ас
тя
ж
ен
ий

. 
П
ри

 к
он
ф
ор
м
но
м

 о
то
бр
аж

ен
ии

 о
кр
ес
тн
ос
ти

 т
оч
ки

 z
0 

на
 о
кр
ес
тн
ос
ть

 т
оч
ки

 w
0 

 б
ес
ко
не
чн
о 
м
ал
ы
е 
тр
еу
го
ль
ни
ки

 с
 в
ер
ш
ин
ой

 в
 

то
чк
е 

z 0
 п
ре
об
ра
зу
ю
тс
я 

 в
 п
од
об
ны

е 
им

 б
ес
ко
не
чн
о 
м
ал
ы
е 
тр
еу
го
ль
ни
ки

 с
 

ве
рш

ин
ой

 в
 т
оч
ке

 w
0.
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2.2. К
он
ф
ор
м
н
ы
е отобр

аж
ен
и
я, осущ

ествл
яем

ы
е эл

ем
ен
тар

н
ы
м
и

 
       ф

ун
к
ц
и
ям

и
 

 Л
и
н
ей
н
ая ф

ун
кц
и
я

b
az

w



, где а и b −

 постоянны
е ком

плексны
е 

числа (
0


a

), осущ
ествляет конф

орм
ное отображ

ение полной плоскости z 
на полную

 плоскость w
, так как при лю

бом
 z им

еем
 

0


 
a

w
.  

Ч
астны

е случаи:  
1) 

b
z

w



 осущ

ествляет преобразование параллельного переноса; 
2) 

z
e

w
i


, где а −

 действительное число, осущ
ествляет преобразо-

вание поворота вокруг начала координат на угол 
; 

3) 
rz

w


, где r −
 действительное полож

ительное число, осущ
ествля-

ет преобразование подобия с центром
 подобия в начале координат, r −

 ко-
эф
ф
ициент подобия.  
О
бщ

ий случай линейного отображ
ения 

b
az

w



, где 

i
re

a


, осу-
щ
ествляется  путем

 последовательного прим
енения: 

1) поворота около начала координат на угол 
;  

2) преобразования подобия с центром
 подобия в начале координат и 

коэф
ф
ициентом

 подобия, равны
м

 r;  
3) параллельного переноса с пом

ощ
ью

 вектора, соответствую
щ
его  

ком
плексном

у числу b.  
О
тм
етим

, 
что 

линейное 
преобразование 

оставляет 
неподвиж

ны
м
и 

две точки 
a

b
z

z






1

,
2

1
. П

ри 
1


a

 получаем
 




2
z

, т.е. в этом
 случае 

обе неподвиж
ны

е точки совпадаю
т.  

П
ри
м
ер 3. Н

айти линейную
 ф
унк-

цию
, отображ

аю
щ
ую

 треугольник с вер-
ш
инам

и в точках 0, 1, i в плоскости z на 
подобны

й треугольник с верш
инам

и 0, 2, 
i

1
 плоскости w

.  
Р
еш
ение. 

П
ервы

й 
способ. 

И
з  

рис. 2.2 видим
, что 

A
B

C
 переходит в 

подобны
й ем

у 
А

1 В
1 С

1  путем
 следую

щ
их 

операций:  
1) поворот около начала координат 

на угол 
4 5

, что соответствует преобра-

зованию
 

z
e

w
i
4 5

1 
; 

2) преобразование подобия с цен-
тром

 в начале координат и коэф
ф
ициен-

Р
и
с. 2.2 

137 
  V

2  есть такж
е скорость, которую

 приобретает тело при неупругом
 ударе о 

тело м
ассы

 
2

2
a


. В

 соответствии с этим
 

2
2

a


 назы
вается присоеди-

ненной м
ассой пластинки, ударяю

щ
ейся о ж

идкость.  
 

8. ЗА
Д
А
Ч
И

 
 

8.1. Задач
и

 дл
я доп

ол
н
и
тел

ьн
ого и

зуч
ен
и
я к

ур
са Т

Ф
К
П

 
 1. Н

айти общ
ий вид целы

х линейны
х ф

ункций, с пом
ощ

ью
 которы

х 
осущ

ествляю
тся преобразования:  

а) верхней полуплоскости на себя;  
б) верхней полуплоскости на ниж

ню
ю

 полуплоскость;  
в) верхней полуплоскости на правую

 полуплоскость.  
2.  Н

айти общ
ий вид дробно-линейны

х  преобразований, преобразу-
ю
щ
их верхню

ю
 полуплоскость сам

ое в себя. 
3.  О

тобразить на верхню
ю

 полуплоскость единичны
й круг с разре-

зом
, идущ

им
 от центра по действительной оси.  

4.  О
тобразить плоскость с прям

олинейны
м

 разрезом
 по вещ

ествен-
ной оси 0 <

 a <
 x <

 b на верхню
ю

  полуплоскость w
. 

5.  Н
айти целую

 линейную
 ф
ункцию

, отображ
аю

щ
ую

 треугольник с 
верш

инам
и в точках 0, 1, i на подобны

й ем
у трегольник с верш

инам
и 0, 2, 

1+
i. 

6.  Н
айти общ

ую
 ф
орм

у целого линейного преобразования, перево-
дящ

его:  
a) верхню

ю
 полуплоскость на себя;  

б) верхню
ю

 полуплоскость на ниж
ню

ю
 полуплоскость;  

в) верхню
ю

 полуплоскость на правую
 полуплоскость;  

г) правую
 полуплоскость на себя.  

П
оказать, что во всех случаях преобразование однозначно определя-

ется заданием
 одной пары

 соответственны
х внутренних точек или двух пар 

граничны
х.  

7.  
Н
айти общ

ую
 ф
орм

у целого линейного преобразования, перево-
дящ

его:  
а)  

полосу 0 <
 х <

 1 на себя;  
б)  

полосу -2 <
 у <

 1 на себя;  
в)  

полосу, ограниченную
 прям

ы
м
и у =

 х и у =
 х – 1, на себя.  

В
ы
яснить, какие пары

 точек м
огут при этих отображ

ениях соответ-
ствовать друг другу и в каком

 случае это соответствие будет однозначно 
определять отображ

ение. 
8.  

В
 задачах а) – д) вы

яснить, во что преобразую
тся указанны

е об-
ласти при заданны

х отображ
аю

щ
их ф

ункциях.  

14
0 

 

За
да
ни
е 

2.
 П
ре
дс
та
ви
ть

 в
 а
лг
еб
ра
ич
ес
ко
й 
ф
ор
м
е.

 
 1.

 
si
nሺ

గ ସ
൅
2݅
ሻ 

2.
 
co
sሺ
గ ଺
൅
2݅
ሻ 

3.
 

L
n 

6 

4.
 
sh
ሺ2
൅

గ
௜ ସ
ሻ 

5.
 
ch
ሺ2
൅

గ
௜ ଶ
ሻ 

6.
 

L
n(

1+
i)

 

7.
 
si
nሺ

గ ଷ
൅
݅ሻ

 

8.
 
co
sሺ
గ ସ
൅
݅ሻ

 

9.
 
Ln
ሺ √
3
൅
݅ሻ

 

10
. s
hሺ
1
൅

గ
௜ ଶ
ሻ 

11
.  c
hሺ
1
െ
ߨ
݅ሻ

 

12
. L
nሺ
1
൅
√
3݅
ሻ 

13
.  L
nሺ
െ
1
൅
݅ሻ

 

14
. c
os
ሺగ ସ
െ
2݅
ሻ 

15
. s
in
ሺగ ଶ
െ
5݅
ሻ 

16
.  s
hሺ
3
൅

గ
௜ ଺
ሻ 

17
. c
hሺ
1
൅

గ
௜ ଷ
ሻ 

18
.  L
nሺ
െ
1
െ
݅ሻ

 

19
. s
in
ሺగ ଺
െ
3݅
ሻ 

20
. c
os
ሺగ ଷ
൅
3݅
ሻ 

 
За
да
ни
е 

3.
 В
ы
чи
сл
ит
ь 

w
, 
на
йт
и 
ഥݓ

, R
ew

,I
m
w

, |
ݓ
| ,
ܣ
݃ݎ
ݓ

. 
И
зо
бр
аз
ит
ь 

w
 н
а 
ко
м
пл
ек
сн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

. 
 1.

 
ݓ
ൌ

ሺ ௜
య
ି
ଷሻ

మ

ଶ௜
ି
ଵ

ݓ ,
ൌ
ሺ 2
݅െ

2ሻ
ସ
ݓ ,

ൌ
√
3
െ
5݅

య
; 

2.
 

ݓ
ൌ

ሺ ଷ
ା
ଶ௜
ሻమ

ଶ௜
ି
ଵ

ݓ ,
ൌ
ሺ 3
െ
݅ሻ
ଷ
ݓ ,

ൌ
√
1
െ
2݅

ర
; 

3.
 

ݓ
ൌ

ሺ ି
ଵି

௜య
ሻ

௜ି
ଶ

ݓ ,
ൌ
ሺ 2
൅
3݅
ሻସ

ݓ ,
ൌ
√
3
െ
݅

ర
; 

4.
 

ݓ
ൌ

ଶା
௜

ሺ ௜
మ
ି
ଵሻ

మ
ݓ ,

ൌ
ሺ 1
൅
݅ሻ
ସ
ݓ ,

ൌ
√
݅െ

4
య

; 

5.
 

ݓ
ൌ

ሺ ௜
య
ି
ଷሻ

మ

ଶ௜
ି
ଵ

ݓ ,
ൌ
ሺ 2
݅െ

2ሻ
ସ
ݓ ,

ൌ
√
3
െ
5݅

య
; 

6.
 

ݓ
ൌ

௜య
ା
ଶ

ሺ ଶ
ି
௜ሻ
మ
,  
ݓ
ൌ
ሺ 3
൅
݅ሻ
ସ
ݓ ,

ൌ
√
2
൅
2݅

య
; 

7.
 

ݓ
ൌ

௜ି
ଶ௜
మ

ሺ ସ
ା
௜ሻ
మ
ݓ ,

ൌ
ሺ ݅
െ
1ሻ

ସ
ݓ ,

ൌ
√
1
െ
݅

ర
; 

8.
 

ݓ
ൌ

ሺ ଶ
ା
௜ሻ
మ

௜ି
ଵ

ݓ ,
ൌ
݅൅

1,
ݓ 

ൌ
√
݅െ

1
య

; 

17
 

 

Е
сл
и 
пу
ть

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
я 
яв
ля
ет
ся

 п
ол
уп
ря
м
ой

, 
вы

хо
дя
щ
ей

 и
з 
то
ч-

ки
 z

0,
 и
ли

 о
кр
уж

но
ст
ью

 с
 ц
ен
тр
ом

 в
 т
оч
ке

 z
0,

 т
о 
по
ле
зн
о 
де
ла
ть

 з
ам
ен
у 
пе

-
ре
м
ен
но
й 
ви
да

:



i e

z
z




0
. 

В
 п
ер
во
м

 с
лу
ча
е 
 

=
 c

on
st

, 
а 
 

– 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 п
ер
ем
ен
на
я 
ин
те

-
гр
ир
ов
ан
ия

, 
во

 в
то
ро
м

 с
лу
ча
е 
 

=
 c

on
st

, 
а 
 

– 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 п
ер
ем
ен
на
я 

ин
те
гр
ир
ов
ан
ия

. 
Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
яв
ля
ет
ся

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 в
 о
бл
ас
ти

 D
, 
ог
ра
ни
че
н-

но
й 
ку
со
чн
о-
гл
ад
ки
м

 з
ам
кн
ут
ы
м

 к
он
ту
ро
м

 С
, и

 н
а 
са
м
ом

 к
он
ту
ре

, т
о 
сп
ра

-
ве
дл
ив
а 
и
н
т
ег
ра
ль
н
ая

 ф
ор
м
ул
а 
К
ош

и
  











C

z
z

dz
z

f
z

f
0

0
, 

гд
е 
ко
нт
ур

 С
 о
бх
од
ит
ся

 т
ак

, ч
то

 о
бл
ас
ть

 D
 о
ст
ае
тс
я 
вс
е 
вр
ем
я 
сл
ев
а.

  
И
нт
ег
ра
ль
на
я 
ф
ор
м
ул
а 
К
ош

и 
по
зв
ол
яе
т 
вы

чи
сл
ят
ь 
не
ко
то
ры

е 
ин
те

-
гр
ал
ы

. Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

 f
(z

) 
ан
ал
ит
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 и

 н
а 
ее

 г
ра
ни
це

 С
, 
то

 д
ля

 
лю

бо
го

 н
ат
ур
ал
ьн
ог
о 

n 
им

ее
т 
м
ес
то

 ф
ор
м
ул
а 


 














C
n

n

z
z

dz
z

f

i

n
z

f
1

0
0

2

! 
, 

гд
е 

z 0


D
, z

С

. 
 

2.
 К
О
Н
Ф
О
Р
М
Н
Ы
Е

 О
Т
О
Б
Р
А
Ж
Е
Н
И
Я

 
  2.

1.
 О
бщ

и
е 
п
ол
ож

ен
и
я 

 О
т
об
ра
ж
ен
ие

 
)

(zf
w


, 
со
хр
ан
яю
щ
ее

 у
гл
ы

 м
еж

ду
 л
ин
ия
м
и,

 н
аз
ы
ва

-
ет
ся

 к
он
ф
ор
м
ны
м

. 
Е
сл
и 
пр
и 
эт
ом

 с
ох
ра
ня
ет
ся

 и
 н
ап
ра
вл
ен
ие

 о
тс
че
та

 у
г-

ло
в,

 т
о 
та
ко
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 к
он
ф
ор
м
ны

м
 о
то
бр
аж

ен
ие
м

 п
ер
во
го

 
ро
да

. 
К
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

, п
ри

 к
от
ор
ом

 у
гл
ы

 с
ох
ра
ня
ю
тс
я 
то
ль
ко

 п
о 

аб
со
лю

тн
ой

 в
ел
ич
ин
е,

 н
о 
из
м
ен
яе
тс
я 
на
пр
ав
ле
ни
е 
от
сч
ет
а 
на

 п
ро
ти
во
по

-
ло
ж
но
е,

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 к
он
ф
ор
м
ны

м
 о
то
бр
аж

ен
ие
м

 в
то
ро
го

 р
од
а.

  
О
то
бр
аж

ен
ие

 
)

(zf
w


 н
аз
ы
ва
ет
ся

 к
он
ф
ор
м
ны

м
 в

 о
бл
ас
ти

 D
, 
ес
ли

 
он
о 
ко
нф

ор
м
но

 в
 к
аж

до
й 
то
чк
е 
эт
ой

 о
бл
ас
ти

. Д
ля

 т
ог
о 
чт
об
ы

 о
то
бр
аж

ен
ие

 
)

(zf
w


 б
ы
ло

 к
он
ф
ор
м
ны

м
 в

 о
бл
ас
ти

 D
, н
ео
бх
од
им

о 
и 
до
ст
ат
оч
но

, ч
то
бы

 
в 

D
 ф
ун
кц
ия

 
)

(zf
w


 б
ы
ла

 а
на
ли
ти
чн
а 
и 
ее

 п
ро
из
во
дн
ая

 f(
z)

 б
ы
ла

 о
тл
ич
на

 
от

 н
ул
я.

  
I.

 Т
ео
ре
м
а 
Р
и
м
ан
а.

 
С
ущ

ес
тв
уе
т 
ан
ал
ит
ич
ес
ка
я 
ф
ун
кц
ия

 

 z

f
w


, 
от
об
ра
ж
аю

щ
ая

 в
за
им

но
 о
дн
оз
на
чн
о 
и 
ко
нф

ор
м
но

 о
дн
у 
од
но
св
яз
ну
ю

 п
ло
с-

ку
ю

 о
бл
ас
ть

 D
 н
а 
др
уг
ую

 G
, 
ес
ли

 т
ол
ьк
о 
ни

 о
дн
а 
из

 э
ти
х 
об
ла
ст
ей

 н
е 
со
в-
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  падает со всей плоскостью

 с одной вы
клю

ченной точкой или всей расш
и-

ренной плоскостью
. 

И
м
еется бесконечное м

нож
ество аналитических ф

ункций, осущ
еств-

ляю
щ
их отображ

ение области D
 на область G

. Е
динственность отображ

а-
ю
щ
ей ф

ункции 
)

(z
f

w


 будет обеспечена, если потребовать, чтобы
 вы

-
полнялось одно из условий:  

а) заданная точка z
0  области D

 переш
ла в заданную

 точку w
0  области 

G
, 

а 
линия, 

вы
ходящ

ая 
из 

z
0 , 

повернулась 
на 

данны
й 

угол 


  
(













z
f

z
f

w
arg

,
0

0
);  

б) точка z
0  области D

 и точка z
1  границы

  переш
ли соответственно в 

точку w
0  области G

 и в точку w
1  границы

 Г
 [





1

1
0

0
,

z
f

w
z

f
w




];  
в) три граничны

е точки 
3

2
1

,
,

z
z

z
 области D

 переш
ли в три граничны

е 
точки 

3
2

1
,

,
w

w
w

 области G
.  

В
 случаях б) и в) ф

ункция 

z

f
 предполагается непреры

вной в за-
м
кнутой области D

.  
II. П

ри
н
ц
и
п

 взаи
м
н
о одн

озн
ачн

ого соот
вет

ст
ви
я гран

и
ц

. П
усть 

область D
 ограничена гладким

 или кусочно-гладким
 контуром

 . П
усть 

ф
ункция 


z

f
w


, аналитическая в D
 и на , отображ

ает контур  на неко-
торы

й контур Г
, ограничиваю

щ
ий область G

, причем
, когда точка z обхо-

дит контур  так, что область D
 остается слева, соответствую

щ
ая точка w

 
обходит контур Г

 так, что область G
 такж

е остается слева. Т
огда область D

 
с 
пом

ощ
ью

 
ф
ункции 


z

f
w


 отобразится 
взаим

но 
однозначно 

и 
кон-

ф
орм

но на область G
.  

III. 
П
ри
н
ц
и
п

 
си
м
м
ет

ри
и

. 
П
усть 

область D
, содерж

ащ
ая в составе своей 

границы
 некоторы

й прям
олинейны

й от-
резок  (конечной или бесконечной дли-
ны

), отображ
ается ф

ункцией 

z

f
w


 на 

область G
 так, что  переходит в прям

о-
линейны

й отрезок Г
, входящ

ий в грани-
цу области (рис. 2.1). О

бозначим
 соот-

ветственно через l и L
 прям

ы
е, на кото-

ры
х леж

ат отрезки  и Г
. П

ринцип сим
-

м
етрии 

утверж
дает: 

если 
ф
ункция 


z

f
w


 аналитична в области D
, а так-

ж
е во всех внутренних точках гранично-

го отрезка , то эта ф
ункция аналитична 

такж
е в области D

*, сим
м
етричной с D

 

Р
и
с. 2.1 
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18.  Н
айти ф

ункцию
 w

(z), отображ
аю

щ
ую

 область |z| >
 l, Im

 z >
 0, на 

верхню
ю

 полуплоскость. 
19.  О

тобразить 
на 

верхню
ю

 
полуплоскость 

следую
щ
ие 

круговы
е 

луночки (двуугольники): 
а) 

1
,1





i

z
z

;    б)
1

,1





i
z

z
;  

20.  В
 задачах a) – в) отобразить указанны

е области на верхню
ю

 по-
луплоскость.  

а)   П
лоскость с разрезом

 по отрезку [–1,1].  
б) 

П
лоскость с разрезом

 по отрезку [–i,i].  
в) 

П
лоскость с разрезом

 по отрезку [z
1 ,z

2 ]. 
21. В

 задачах a) – в) найти области, получаем
ы
е при отображ

ении за-
данны

х областей указанны
м
и ф

ункциям
и.  

а) 
К
руг 

1


z
; 

1
2


z

z
w

.  

б) 
П
олукруг 

1


z
, Im

 z >
 0; 

1

12


z
w

.  

в) 
У
гол 

n
z





arg

0
; 

 
 




n
n

z
z

w
1

2 1
. 

 8.2. Задач
и

 дл
я р

асч
етн

о-гр
аф

и
ч
еск

и
х задан

и
й

 
 Задание 1. Н

айти все значения корня. 
 

1. √
െ
1

ర
; 

2.  √
݅

య
 

3. √
െ
1

య
 

4. ට
ଵା

௜√
ଷ

ଷଶ

ర
 

5.  √
16

ర
 

6.  √
െ
8݅

య
 

7.  ට
ଵ଼

య
 

8.  
ට
ି
ଵା

௜√
ଷ

ଶ

ర
 

9.  
√
1

ర
 

10. 
√
െ
1

య
 

11. 
√
8

య
 

12. 
ට
ି
ଵି

௜	√
ଷ

ଷଶ

ర
 

13. 
ට
െ

ଵଵ଺

ర
 

14. 
ට
௜଼

య
 

15. 
√
1

య
 

16. 
ට
ି
ଵି

௜	√
ଷ

ଶ

ర
 

17. 
√
െ
16

ర
 

18. 
√
8݅

య
 

19. 
√
െ
8

య
 

20.  
ඥ
െ
8
൅
݅	8	√

3
ర

 

13
8 

 

а)
 К
ва
др
ан
т 
х 

>
 0

, у
 >

 0
; 

i
z

i
z

w



. 

б)
 П
ол
ук
ру
г 

1


z
, I

m
 z

 >
 0

; 
izi

z
w




22
. 

в)
 У
го
л 

4
0






; 

1



z

z
w

 

г)
 П
ол
ос
а 

0 
<

 х
 <

 1
; 1

) 
z

z
w

1



; 2

) 
21




zz
w

. 

д)
 К
ол
ьц
о 

2
1




z
; 

1



z

z
w

. 

9.
 
Н
ай
ти

 д
ро
бн
о-
ли
не
йн
ы
е 
ф
ун
кц
ии

, 
пе
ре
во
дя
щ
ие

 т
оч
ки

 –
1,

 i
, 

1+
i 

со
от
ве
тс
тв
ен
но

 в
 т
оч
ки

: а
) 

0,
 2

i, 
1 

– 
i;

   
б)

 i,
 ∞

, 1
. 

10
.  Н

ай
ти

 д
ро
бн
о-
ли
не
йн
ую

 ф
ун
кц
ию

, 
пе
ре
во
дя
щ
ую

 т
оч
ки

 –
1,

 0
, 

1 
со
от
ве
тс
тв
ен
но

 в
 т
оч
ки

 1
, 

i, 
–1

, 
и 
вы

яс
ни
ть

, 
во

 ч
то

 п
ри

 э
то
м

 о
то
бр
аж

ен
ии

 
пе
ре
хо
ди
т 
ве
рх
ня
я 
по
лу
пл
ос
ко
ст
ь.

 
11

.  Н
ай
ти

 т
оч
ки

, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
с 
то
чк
ой

 2
 +

 i
 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
ок
ру
ж

-
но
ст
ей

: а
) 

1


z
;  

 б
) 

3



i

z
. 

12
.  О

то
бр
аз
ит
ь 
кр
уг

 
1


z

 н
а 
кр
уг

 
1


w

 т
ак

, ч
то
бы

:  

а)
 

0
21


 

 
w

, 
0

21
ar

g


 
  

w
;  

   
б)

 
0

2


 
 

i
w

, 
2

2
ar

g



 

  
i

w
;  

в)
 



0
0


w
, 




2
0

ar
g







w
;  

   
г)

 



a
a

w


, 






 a
w

ar
g

; 

13
.   
О
то
бр
аз
ит
ь 
кр
уг

 
1R

z


 н
а 
кр
уг

 
2

R
w


 т
ак

, 
чт
об
ы

 



b
a

w


, 







 a
w

ar
g




2
1
,

R
b

R
a




.  

14
.  О

то
бр
аз
ит
ь 
кр
уг

 
1


z

 н
а 
кр
уг

 
1

1



w

 т
ак

, 
чт
об
ы

 



2
1

0


w
и 


0

1


w
. 

15
.  
О
то
бр
аз
ит
ь 
ко
ль
цо

 
5

2



z

на
 
ко
ль
цо

 
10

4



w

та
к,

 
чт
об
ы

 




4
5




w
. 

16
.   
О
то
бр
аз
ит
ь 
ко
ль
цо

 
2

2
1





i

z
 н
а 
ко
ль
цо

 
4

2
3

2






i

w
та
к,

 

чт
об
ы

 



i
w

2
1

0





. 
17

.   
Н
ай
ти

 ф
ун
кц
ию

 w
(z

),
 о
то
бр
аж

аю
щ
ую

 п
ол
ук
ру
г 

1


z
, 

Im
 z

 >
 0

, 

на
 в
ер
хн
ю
ю

 п
ол
уп
ло
ск
ос
ть

 п
ри

 у
сл
ов
ия
х:

  
а)

 















1
,1

0
,0

1
w

w
w

; 
б)

 



1

1





w
, 







0
w

; 

в)
 

i
i

w


 
  2

, 
2

2
ar

g





 
  

i
w

. 
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 от
но
си
те
ль
но

 п
ря
м
ой

 l
, 
и 
об
ла
да
ет

 т
ем

 с
во
йс
тв
ом

, 
чт
о 
лю

бы
е 
дв
е 
то
чк
и 

z 1
 

и 
z 2

 (
из

 к
от
ор
ы
х 
од
на

 л
еж

ит
 в

 D
),

 с
им

м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но
си
те
ль
но

 l
, 

 о
то
бр
а-

ж
аю

тс
я 
в 
то
чк
и 

w
1 
и 

w
2,

 с
им

м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но
си
те
ль
но

 п
ря
м
ой

 L
.  

П
ри
м
ер

 1
. 
В

 о
бл
ас
ти

 D
, 
ог
ра
ни
че
нн
ой

 к
он
ту
ро
м

 
: 

0
2

2
2





x

y
x

 
за
да
на

 ф
ун
кц
ия

 
i

z
w




3
.  

В
 к
ак
ую

 о
бл
ас
ть

 п
ер
ей
де
т 

D
 п
ри

 о
то
бр
аж

ен
ии

, о
су
щ
ес
тв
ля
ем
ом

 э
то
й 

ф
ун
кц
ие
й?

  
Р
еш
ен
ие

. 
П
ус
ть

 
iv

u
w

iy
x

z






,

. 
Т
ог
да

 с
оо
тн
ош

ен
ие

 
i

z
w




3
 

пе
ре
пи
ш
ет
ся

 в
 в
ид
е 

i
iy

x
iv

u






)

(3
, 
та
к 
чт
о 

1
3

,
3





y

v
x

u
. 
О
тс
ю
да

 

3

1
,

3





v

y
u

x
. 

К
он
ту
р 
 
от
об
ра
ж
ае
тс
я 
в 
ко
нт
ур

 Г
: 

0
3

2
3

1

3

2
2


 

 


 
 




 
 

u
v

u
 и
ли

 







0
1

3
2

2






v

u
, т

.е
. о
кр
уж

но
ст
ь 
ра
ди
ус
а 

3 
с 
це
нт
ро
м

 в
 т
оч
ке

 М
(3

, 1
).

 
П
ол
ож

ит
ел
ьн
ое

 н
ап
ра
вл
ен
ие

 о
бх
од
а 
ко
нт
ур
а 
 
со
от
ве
тс
тв
уе
т 
по
ло

-
ж
ит
ел
ьн
ом

у 
на
пр
ав
ле
ни
ю

 о
бх
од
а 
ко
нт
ур
а 
Г

. 
В

 э
то
м

 м
ож

но
 у
бе
ди
ть
ся

, 
за

-
да
в 
ко
нт
ур
ы

 п
ар
ам
ет
ри
че
ск
им

и 
ур
ав
не
ни
ям
и:

  








2
0

,
si

n
,

co
s

1
:








y

x
;  







2
0

,
si

n
3

1
,

co
s

3
3

:











v
u

. 
С
ог
ла
сн
о 
пр
ин
ци
пу

 в
за
им

но
 о
дн
оз
на
чн
ог
о 
со
от
ве
тс
тв
ия

 г
ра
ни
ц,

 о
б-

ла
ст
ь 

D
 о
то
бр
аз
ит
ся

 в
 о
бл
ас
ть

 G
-в
ну
тр
ен
но
ст
ь 
ок
ру
ж
но
ст
и,

 о
гр
ан
ич
ен
но
й 

ко
нт
ур
ом

 Г
.  

Э
то

 м
ож

но
 п
ро
ве
ри
ть

 е
щ
е 
и 
та
к:

 в
зя
ть

 л
ю
бу
ю

 т
оч
ку

 
D

z
 и

 н
ай
ти

 
ее

 о
бр
аз

 п
ри

 о
то
бр
аж

ен
ии

 
i

z
w




3
. 
Н
ап
ри
м
ер

, 
то
чк
а 

1


z
 п
ер
ех
од
ит

 в
 

то
чк
у 

i
w




3
, к
от
ор
ая

 н
ах
од
ит
ся

 в
ну
тр
и 
ко
нт
ур
а 
Г

.  
П
ри
м
ер

 2
. 
Д
ан
ы

 т
оч
ки

 
i

z
3

2
1




 и
 

i
z

2
3

2



, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но

-

си
те
ль
но

 п
ря
м
ой

 
x

y


. 
П
ок
аз
ат
ь,

 ч
то

 ф
ун
кц
ия

 
z

e
w

i 2



 п
ер
ев
од
ит

 z
1 
и 

z 2
 

в 
то
чк
и 

i
w

2
3

1



 и

 
i

w
3

2
2




, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но
си
те
ль
но

 
пр
ям
ой

 
x

y



. Р
еш
ен
ие

. 
Ф
ун
кц
ия

 
z

e
w

i 2



 о
то
бр
аж
ае
т 
пр
ям
ую

x
y


 в
 
пр
ям
ую

 

x
y




. 
Ф
ун
кц
ия

 
z

e
w

i 2



 а
на
ли
ти
чн
а 
вс
ю
ду

. 
В

 с
ил
у 
пр
ин
ци
па

 с
им

м
ет

-
ри
и 
то
чк
и 

i
z

3
2

1



 и

 
i

z
2

3
2




, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но
си
те
ль
но

 
пр
ям
ой

 
x

y


, 
пе
ре
йд
ут

 в
 т
оч
ки

 
i

w
2

3
1




 и
 

i
w

3
2

2



, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но
си

-
те
ль
но

 п
ря
м
ой

 
x

y



.  
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n 


2
0




 ф
ункцией (2.2) отображ

ается взаим
но однозначно на всю

 плос-

кость w
 с разрезом

 по полож
ительной части действительной оси, причем

 

лучу 
 =

 0 соответствует верхний, а лучу 
n 


2


 −

 ниж
ний край разреза. 

Т
акое ж

е отображ
ение получим

 для каж
дого из углов, на которы

е плос-

кость z разбиваю
т лучи 

n k


2


 (k – целое число), причем
 при отображ

е-

нии 
угла 




n k

n k



2

1
2





, 

(k 
=

 
1, 

2, 
..., 

n) 
на 

плоскость 
с 
разрезом

 




n

k



1

2



 соответствует верхний, а лучу 

n k


2


 − ниж
ний край разреза.  

П
ри
м
ер 6. О

тобразить сектор 
4

arg
0





z

 на единичны
й круг 

1


w
 

так, чтобы
 точка 

8
1

i
e

z


 переш
ла в центр w

1  =
 0, а точка z

2  =
 0 −

 в точку 
w

2  =
 1. Р

еш
ение. С

ектор 
4

arg
0





z

 (рис. 2.5, а) с пом
ощ

ью
 ф
ункции t =

 z
4 

отобразим
 на верхню

ю
 полуплоскость Im

 t >
 0 (рис. 2.5, б). Т

очка 
8

1

i
e

z


 

перейдет в точку 
i

z
t




41
1

, а 
0

2


z
 перейдет в точку t2  =

 0. Затем
 отобра-

зим
 полуплоскость Im

 t >
 0 на круг 

1


w
 так, чтобы

 точка t1  =
 i переш

ла в 

центр круга (рис. 2.5, в). В
оспользовавш

ись ф
орм

улой 
0 0

z
z

z
z

e
w

i

 



 полу-

Р
и
с. 2.5 

а) 
б) 

в) 
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





1
A

f
, 







3
A

f
. О

тображ
ение верхней полуплоскости на область 

поля: 




  
  








2

2
2

2

2

a
arth

H
a

H

h
arctg

h
i

z
z










, 
   (7.8) 

где 
2

2
2

2

H

h
H

a



, причем

 отрезок (-1, 1) действительной оси плоскости 
 

переходит в прям
ую

 А
1 А

2 А
з , а остальная часть оси – в А

3 А
4 А

5 А
6 А

1  . П
рим

е-
нив дополнительное отображ

ение полуплоскости 
 на полосу 

V
w



Im

0
 

с нуж
ны

м
 соответствием

 границ:  




 


arth
V

V
w

2

1 1
ln


 


 

 
 

 
(7.9) 

и исклю
чив 

 из уравнений (7.8) и (7.9), получим
 ф
ункцию

, обратную
 ис-

ком
ом

у ком
плексном

у потенциалу.  
Н
айдем

 величину вектора м
агнитной индукции В

, которы
й в наш

ем
 

случае совпадает с Н
 

2
2

2

2
2

2

1

1

2

1

1

1
2

a
H V

a
H

V

d dz
d dw

dz

dw




 









 





 

B
 

(при вы
числении производны

х м
ы

 воспользовались вы
раж

ениям
и (7.8) и 

(7.9)).  Д
ля характеристики м

аш
ины

 важ
но знать степень пульсации м

аг-
нитного потока, т.е. отнош

ение м
иним

альной индукции на статоре к м
ак-

сим
альной. И

з ф
изических соображ

ений ясно, что м
иним

альная индукция 
B

m
in  достигается против паза ротора, т.е. в точке А

2 , а м
аксим

альная индук-
ция В

m
ах  – против середины

 вы
ступа, т.е. в точке А

1 . Т
ак как точка А

2 соот-
ветствует 

0



, а точке А

1  – точка 
1




, то иском
ое отнош

ение равно: 

2
2

2

m
ax

m
in

1

h
H

h

a

a

B B







. 

3) О
бт
екание наклонного пря-

м
олинейного от

резка (0, 


i
he

) бес-
конечно глубоким

 плоским
 потоком

 
с 

заданной 
величиной 

скорости 
в 

бесконечности v
∞  (рис. 7.5). Задача 

принадлеж
ит к типу краевой задачи 3 

и сводится к конф
орм

ном
у отображ

ению
 области потока на верхню

ю
 по-

луплоскость. О
братное отображ

ение: 




















1

1
1

w
w

h
w

z
z

, 
 

 
(7.10) 

Р
и
с. 7.5 
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Д
ля

 р
еш

ен
ия

 э
то
й 
за
да
чи

 в
ос
по
ль
зу
ем
ся

 к
он
ф
ор
м
ны

м
 о
то
бр
аж

ен
ие
м

 
вн
еш

но
ст
и 

от
ре
зк
а 

(-
а,

 
а)

 
на

 
вн
еш

но
ст
ь 
ед
ин
ич
но
го

 
кр
уг
а 
пл
ос
ко
ст
и 





i




:  

 
 







1

2a
z

. 

Г
ра
ни
чн
ое

 у
сл
ов
ие

 п
ри

 э
то
м

 п
ре
об
ра
зу
ет
ся

 с
ле
ду
ю
щ
им

 о
бр
аз
ом

: 




,
si

n
2

si
n

2
co

s
1

2
1

2
0

2
2

0
2

0









a

V
a

V
e

a
V

ddz

nu
u

i


















 

гд
е 





 и
 




ar
g


 (
зн
ак

 м
ин
ус

 о
бъ
яс
ня
ет
ся

 т
ем

, 
чт
о 
у 
на
с 
на

 н
иж

не
й 

по
лу
ок
ру
ж
но
ст
и,

 
гд
е 





2




, 
до
лж

но
 
бы

ть
 

0


 u
).

 
Н
а 
ос
но
ва
ни
и 

ус
ло
ви
й 
К
ош

и-
Р
им

ан
а 
в 
по
ля
рн
ы
х 
ко
ор
ди
на
та
х 
на

 о
кр
уж

но
ст
и 
 

=
 1

 п
ол
у-

ча
ем

 





si
n

0a
V

u
v








, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 
.

R
e

co
s

0
0




a
V

a
V

v



 Т
ак
им

 

об
ра
зо
м

, н
ах
од
им

 к
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
в 
пл
ос
ко
ст
и 
:

 
a

iV
w

0


. П
од

-

ст
ав
ля
я 
вы

ра
ж
ен
ие

 
 ч
ер
ез

 z
, 
на
хо
ди
м

 и
ск
ом

ы
й 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
в 

пл
ос
ко
ст
и 

z:
  







2
2

0
a

z
z

iV
z

f





. 
П
о 
ф
ор
м
ул
е 

(7
.4

) 
на
хо
ди
м

 и
м
пу
ль
си
вн
ое

 д
ав
ле
ни
е 
в 
пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 
то
чк
е 
х 
от
ре
зк
а 

(-
а,

 а
) 





2
2

0
R

e
x

a
V

z
f

P
i








; 

 
 

 (
7.

13
) 

в 
м
ом

ен
т 
по
сл
е 
уд
ар
а 
ск
ор
ос
ти

 ч
ас
ти
ц 
на

 с
во
бо
дн
ой

 п
ов
ер
хн
ос
ти

 (
a

x


) 

но
рм

ал
ьн
ы

 к
 э
то
й 
по
ве
рх
но
ст
и 
и 
ра
вн
ы

 п
о 
ве
ли
чи
не

  

.
1

2
2

0
a

x

x
V

yu
V








 

Ф
ор
м
ул
а 

(7
.1

3)
 п
оз
во
ля
ет

 р
еш

ит
ь 
сл
ед
ую

щ
ую

 з
ад
ач
у:

 т
ел
о 
м
ас
сы

 m
 

пр
и 
св
об
од
но
м

 п
ад
ен
ии

 у
да
ря
ет
ся

 о
 в
од
у 
вд
ол
ь 
пл
ос
ко
й 
по
ло
сы

 ш
ир
ин
ы

 
2а

; 
на
йт
и 
ск
ор
ос
ть

 V
2 
те
ла

 п
ос
ле

 у
да
ра

, 
ес
ли

 с
ко
ро
ст
ь 
до

 у
да
ра

 р
ав
на

 V
1.

 
П
о 
ф
ор
м
ул
е 

(7
.1

3)
 н
а 
те
ло

 в
 м
ом

ен
т 
уд
ар
а 
де
йс
тв
уе
т 
им

пу
ль
си
вн
ая

 с
ил
а 

 

2
2

2
2

2
21

a
V

dx
x

a
V

P
a a








 

. 

С
 д
ру
го
й 
ст
ор
он
ы

, 
по

 т
ео
ре
м
е 
о 
ко
ли
че
ст
ве

 д
ви
ж
ен
ия

 



2

1
V

V
m

P



 

и 
ср
ав
ни
ва
я 
эт
о 
вы

ра
ж
ен
ие

 с
 п
ре
ды

ду
щ
им

, н
ах
од
им

:  

2

2
1

2
a

m

m
V

V





. 

21
 

 то
м

 
2


r

, т
ак

 к
ак

2
1

1


A
BB

A
: 

1
2

2w
w


; 

3)
 п
ар
ал
ле
ль
ны

й 
пе
ре
но
с,

 с
м
ещ

аю
щ
ий

 т
оч
ку

 С
(0

,0
) 
в 
то
чк
у 
С

1(
1,

1)
 

(п
ол
уч
ае
м

 
i

b



1

):
 

i
w

w





1
2

.  

У
чи
ты
ва
я,

 
чт
о 

,
22

22
45

i
ei







 п
ол
уч
им

 
ок
он
ча
те
ль
но

 




 i
z

i
z

i
w








 

 





1
1

1
22

22
2

.  

В
то
ро
й 
сп
ос
об

. 
П
ус
ть

 и
ск
ом

ая
 ф
ун
кц
ия

 е
ст
ь 

b
az

w



, 
гд
е 
а 
и 

b 
– 

по
ка

 н
ео
пр
ед
ел
ен
ны

е 
ко
нс
та
нт
ы

. 
П
о 
ус
ло
ви
ю

 з
ад
ач
и 
то
чк
и 

z 1
 =

 0
 и

 z
2 

=
 1

 
до
лж

ны
 п
ер
ей
ти

 с
оо
тв
ет
ст
ве
нн
о 
в 
то
чк
и 

i
w




1
1

 и
 w

2 
=

 0
. 
П
ол
уч
ае
м

 с
и-

ст
ем
у 
ур
ав
не
ни
й 
дл
я 
оп
ре
де
ле
ни
я 
а 
и 

b:
 






b

a

b
i

01
. 
О
тс
ю
да

 
i

a





1
, 

i
b




1
, а

 з
на
чи
т,

 






 z

i
i

z
i

w












1

1
1

1
. 

 Ф
ун
кц
и
я 

z1
w


. 
Т
оч
ки

 М
 и

 М
' н
аз
ы
ва
ю
тс
я 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
м
и 
от
но
си

-

те
ль
но

 о
кр
уж

но
ст
и 
Г

, е
сл
и:

 
1)

 о
ни

 н
ах
од
ят
ся

 н
а 
од
но
м

 л
уч
е,

 в
ы
хо
дя
щ
ем

 и
з 
це
нт
ра

  о
кр
уж

но
ст
и;

  
2)

 п
ро
из
ве
де
ни
е 
их

 р
ас
ст
оя
ни
й 
от

 ц
ен
тр
а 
ок
ру
ж
но
ст
и 
ра
вн
о 
кв
ад
ра
ту

 
ра
ди
ус
а 
ок
ру
ж
но
ст
и:

 О
М
О
М

' =
 R

2  (
ри
с.

 2
.3

).
  

За
м
еч
ан
ие

. 
Т
оч
ки

 о
кр
уж

но
ст
и 
Г

 с
им

м
ет

-
ри
чн
ы

 с
ам
им

 с
еб
е 
от
но
си
те
ль
но

 э
то
й 
ок
ру
ж

-
но
ст
и.

  Д
ля

 ц
ен
тр
а 
О

 о
кр
уж

но
ст
и 
Г

 с
им

м
ет
ри
ч-

но
й 
то
чк
ой

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
Г

 я
вл
яе
тс
я 
бе
ск
он
еч

-
но

 у
да
ле
нн
ая

 т
оч
ка

.  
Е
сл
и 
це
нт
р 
ок
ру
ж
но
ст
и 
Г

 н
ах
од
ит
ся

 
в 

на
ча
ле

 к
оо
рд
ин
ат

 и
 о
дн
а 
из

 с
им

м
ет
ри
чн
ы
х 
от

-
но
си
те
ль
но

 Г
 т
оч
ек

 и
зо
бр
аж

ае
т 
ко
м
пл
ек
сн
ое

 
чи
сл
о 

z,
 т
о 
др
уг
ая

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 к
ом

пл
ек
сн
ом

у 

чи
сл
у 

zR
2

.  

П
ре
об
ра
зо
ва
ни
е 

z
w

1


 с
ос
то
ит

 и
з 
дв
ух

 с
им

м
ет
ри
чн
ы
х 
от
ра
ж
ен
ий

: 

от
но
си
те
ль
но

 е
ди
ни
чн
ой

 о
кр
уж

но
ст
и 
и 
от
но
си
те
ль
но

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 
ос
и 

(р
ис

. 2
.4

).
  

Р
и
с.

 2
.3
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П
реобразование 

z
w

1


 является 
кон-

ф
орм

ны
м

 
во 

всей 
расш

иренной 
плоскости, 

причем
 точке z = 0 соответствует точка 




w
, 

а  точке 


z
 −

 точка 
0


w

. (С
читаю

т, что 
угол м

еж
ду  линиям

и в бесконечно удаленной 
точке одной из плоскостей (z или w

) равен уг-
лу м

еж
ду образам

и этих линий в начале коор-
динат другой плоскости.) О

круж
ности (а так-

ж
е прям

ы
е) при отображ

ении 
z

w
1


 перехо-

дят в окруж
ности или  прям

ы
е. Н

еподвиж
ны

е 
точки 

1
1




z
 и 

1
2




z
. 

П
ри
м
ер 4. Н

айти образ  окруж
ности 

3


z
 при отображ

ении 
z

w
25


.  

Р
еш
ение. П

усть 
iv

u
w

iy
x

z






,

.  

Т
огда соотнош

ение 
z

w
25


 перепиш

ется в виде 2
2

2
2

25
25

25

y
x

y
i

y
x

x

iy
x

iv
u











, 

откуда 
2

2
2

2

25
,

25

y
x

y
v

y
x

x
u








 (а) в декартовы

х координатах запиш
ется 

3


z
 уравнение окруж

ности  в виде 
9

2
2




y
x

 (б). 

И
склю

чая из (а) и (б) х и у, получим
 

2
2

2

3 25
 

 



v

u
, т.е. окруж

ность 

радиуса 
3 25


R

 с центром
 в начале координат в плоскости w

.  

 Д
робн

о-ли
н
ей
н
ая ф

ун
кц
и
я 

d
cz

b
az

w
 


, где а, b, с, d – ком

плексны
е 

постоянны
е и 

0



bc

ad
 взаим

но однозначно и конф
орм

но отображ
ает 

расш
иренную

 плоскость z на  расш
иренную

 плоскость w
. П

реобразование, 
осущ

ествляем
ое 

дробно-линейной 
ф
ункцией, 

назы
вается 

дробно-
линейны

м
. К

аж
дое дробно-линейное преобразование м

ож
ет бы

ть получено 
с пом

ощ
ью

 последовательного прим
енения линейны

х преобразований и 

преобразования вида 
z

w
1


. 

Р
и
с. 2.4 

135 
  ch

2 =
 1
 +
 sh

2 
приведем

 
его 

к 
виду 

sh
2 −

 cos
2; 

если 
обозначить 







2
2

cos

cos
2sh

sh
arctg

, то будем
 им

еть 


cos
cos

cos
2

2

2
2


 

sh sh
, следовательно,  

sh
tg

cos

cos
1

cos
1

2


 


 


, 

и ф
орм

ула для тем
пературы

 приним
ает окончательны

й вид: 




a y
sh

a x

arctg
t

t
z

u
 






cos
2

2

2





. 

П
ользуясь интегралом

 Ш
варца для полуплоскости, м

ож
но бы

ло бы
 

найти и ком
плексны

й потенциал теплового потока. 
5) У

дар пласт
инки о воду. П

усть ж
идкость заполняет ниж

нее полу-
пространство, а твердое тело представляет собой плоскую

 пластинку в 
ф
орм

е полосы
 ш
ириной 2а, которая в м

ом
ент удара t =

 0 касается свобод-
ной поверхности и м

гновенно приоб-
ретает скорость V

0 , направленную
 вер-

вертикально вниз (рис. 7.7). П
усть (-а, 

а) будет след пластинки в плоскости, 
перпендикулярной 

ее 
ребрам

, 
и 

f(z)  =
 u(z) +

 iv(z) – ком
плексны

й по-
тенциал плоского поля, описы

ваю
щ
е-

го скорости ж
идкости после удара.  

К
раевы

е условия задачи ф
орм

у-
лирую

тся следую
щ
им

 образом
: на от-

резке (-а, а) им
еем

:  

0
V

y u



 

, 
 

 
 

 
(7.11) 

а на оставш
ейся части оси х, соответствую

щ
ей свободной поверхности,  

0


u
.  

 
 

 
 

(7.12) 
П
о принципу сим

м
етрии продолж

аем
 гарм

оническую
 ф
ункцию

 и в 
верхню

ю
 полуплоскость через лучи 

a





,
 и 


,a

(это возм
ож

но на ос-
новании условия (7.12)); на верхнем

 берегу вм
есто (7.11) получаем

 тогда 

условие 
0

V
y u


 
. Задача свелась, таким

 образом
, к задаче Н

ейм
ана: найти 

гарм
оническую

 во внеш
ности отрезка (-а, а) ф

ункцию
 u(z) по граничном

у 

условию
 

0
V

n u


 
 (

n u 
– производная по норм

али, направленной внутрь об-

ласти). 

Р
и
с. 7.7 

13
4 

 гд
е 







1
. О

че
ви
дн
о,

 z
(∞

) 
=

 ∞
, н
о 
пр
ои
зв
од
на
я 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
и 
ра
вн
а 

 





















1
1

11

11
1

1







 

 
 

 



 

 











h
h

ww

ww
h

dwdz

w
w

. 

За
м
ен
ив

 в
 ф
ор
м
ул
е 

(7
.1

0)
 w

 н
а 

,
v

w
 п
ол
уч
им

 ф
ун
кц
ию

, 
об
ра
тн
ую

 
ко
м
пл
ек
сн
ом

у 
по
те
нц
иа
лу

, и
бо

 е
е 
пр
ои
зв
од
на
я 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
и 
бу
де
т 
ра
в-

на
 

,
1

v
 к
ак

 и
 т
ре
бу
ет
ся

. 
Н
а 
ри
с.

 7
.5

 и
зо
бр
аж

ен
ы

 л
ин
ии

 т
ок
а.

 О
тм
ет
им

, 

чт
о,

 
ка
к 
ви
дн
о 
из

 
вы

ра
ж
ен
ия

 
дл
я 
пр
ои
зв
од
но
й 

dwdz
, 
ск
ор
ос
ть

 
по
то
ка

 

dzdw
V


 о
бр
ащ

ае
тс
я 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
ь 
в 
то
чк
е 
А

3,
 к
от
ор
ой

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

  

w
 =

 0
, и

 в
 н
ул
ь 
в 
то
чк
ах

 A
2 
и 
А

4,
 к
от
ор
ы
м

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
т 


1


w

 и
 w

 =
 1

.  
4)

 Р
ас
пр
ед
ел
ен
ие

 т
ем
пе
ра
т
ур

 в
 к
а-

на
ле

, 
дн
о 

ко
то
ро
го

 
по
дд
ер
ж
ив
ае
тс
я 

пр
и 

те
м
пе
ра
ту
ре

 t
,

 а
 с
те
нк
и 

– 
пр
и 
те
м
пе
ра
ту
ре

 
0

; 
м
еж

ду
 с
те
нк
ам
и 
и 
дн
ом

 и
м
ее
тс
я 
те
пл
о-

из
ол
яц
ия

. 
С
еч
ен
ие

 
ка
на
ла

 
пл
ос
ко
ст
ью

, 
пе
рп
ен
ди
ку
ля
рн
ой

 
к 
дн
у,

 
из
об
ра
ж
ен
о 
на

 
ри
с.

 7
.6

. 
За
да
ча

 с
во
ди
тс
я 
к 
об
об
щ
ен
но
й 
за

-
да
че

 Д
ир
их
ле

 д
ля

 п
ол
уп
ол
ос
ы

. 
О
то
бр
аз
им

 
сн
ач
ал
а 
эт
у 
по
лу
по
ло
су

 н
а 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
у-

пл
ос
ко
ст
ь 
с 
по
м
ощ

ью
 ф
ун
кц
ии

 
az


si

n


; 

дн
о 

B
C

 
пе
ре
хо
ди
т 

пр
и 

эт
ом

 
в 

от
ре
зо
к 


 1,1


, 
а 
ст
ен
ки

 –
 в

 л
уч
и 

(-
∞

, 
-1

),
 (

1,
 ∞

).
 

О
ст
ае
тс
я 
во
сп
ол
ьз
ов
ат
ьс
я 
ф
ор
м
ул
ой

 (
4.

29
):

  







11
ar

g
1

2
2

1























t

t
t

t
u

 

(n
 =

 2
, 

,0
2

0



u

u
 


 1

ar
g

,
2,1

1








t
u

) 
и 
за
м
ен
ит
ь 

ay
sh

ax
i

ay
ch

ax

az









co

s
si

n
si

n





. 

П
ол
уч
им

: 










2
2

2
2

co
s

1
si

n

co
s

2

co
s

1
si

n

co
s

1
si

n
ar

g
sh

ch

sh
ar

ct
g

ht

sh
i

ch

sh
i

ch
t

z
u

























 

(о
св
об
од
ил
ис
ь 
от

 м
ни
м
ос
ти

 в
 з
на
м
ен
ат
ел
е;

 а
рг
ум

ен
ты

 к
ру
го
вы

х 
и 
ги
пе
р-

бо
ли
че
ск
их

 ф
ун
кц
ий

 д
ля

 п
ро
ст
от
ы

 о
пу
ск
ае
м

).
 П
ос
ле

 з
ам
ен
ы

 в
 з
на
м
ен
ат
ел
е 

Р
и
с.

 7
.6
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1
. 
К
ру
го
во
е 
св
ой
ст
во

. 
Д
ро
бн
о-
ли
не
йн
ое

 
пр
ео
бр
аз
ов
ан
ие

 
ок
ру
ж

-
но
ст
ь 
от
об
ра
ж
ае
т 
в 
ок
ру
ж
но
ст
ь.

 (
П
ря
м
ая

 л
ин
ия

 с
чи
та
ет
ся

  
ок
ру
ж
но
ст
ью

 
бе
ск
он
еч
но
го

 р
ад
иу
са

.)
  

2
. 
С
во
йс
т
во

 с
им
м
ет
ри
и.

 Д
ве

 т
оч
ки

 z
1 
и 

z 2
, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но
си

-
те
ль
но

 о
кр
уж

но
ст
и 
С

, о
то
бр
аж

аю
тс
я 
в 
то
чк
и 

w
1 
и 

w
2,

  с
им

м
ет
ри
чн
ы
е 
от
но

-
си
те
ль
но

 о
кр
уж

но
ст
и 
Г

, н
а 
ко
то
ру
ю

 о
то
бр
аж

ае
тс
я 
ок
ру
ж
но
ст
ь 
С

.  
С
ущ

ес
тв
уе
т 
ед
ин
ст
ве
нн
ая

 
др
об
но

-л
ин
ей
на
я 
ф
ун
кц
ия

, 
ко
то
ра
я 
тр
и 

за
да
нн
ы
е 
то
чк
и 

3
2

1
,

,
z

z
z

 п
ло
ск
ос
ти

 
z 
пе
ре
во
ди
т 
в 
тр
и 
за
да
нн
ы
е 
то
чк
и 

3
2

1
,

,
w

w
w

 п
ло
ск
ос
ти

 w
. О

на
 и
м
ее
т 
ви
д:

 

1
3

2
3

21

1
3

2
3

21

z
z

z
z

z
z

z
z

w
w

w
w

w
w

w
w











 

 
 

 
(2

.1
) 

П
ри
м
ер

 5
.  
Н
ай
ти

 д
ро
бн
о-
ли
не
йн
ую

 ф
ун
кц
ию

, 
пе
ре
во
дя
щ
ую

 т
оч
ки

 
1

,
,1

3
2

1






z

i
z

z
 в

 т
оч
ки

 
1

,0
,1

3
2

1






w

w
w

. 
Р
еш
ен
ие

. В
ос
по
ль
зо
ва
вш

ис
ь 
ф
ор
м
ул
ой

 (
2.

1)
, б
уд
ем

 и
м
ет
ь 

 

1
11

1

1
1

0
1

01





 








i

i
zz

ww
, о
тк
уд
а 

z
i

z
i i

w



. 

За
м
еч
ан
ие

. 
Е
сл
и 
од
на

 и
з 
то
че
к 

z k
 и
ли

 w
k 

(k
 =

 1
, 

2,
 3

) 
яв
ля
ет
ся

 б
ес
ко

-
не
чн
о 
уд
ал
ен
но
й,

 т
о 
в 
ф
ор
м
ул
е 

(2
.1

) 
на
до

 з
ам
ен
ит
ь 
ед
ин
иц
ам
и 
вс
е 
ра
зн
о-

ст
и,

 с
од
ер
ж
ащ

ие
 э
ту

 т
оч
ку

.  
Н
ап
ри
м
ер

, е
сл
и 




1z
 и

 



2

w
, т
о 
по
лу
чи
м

  

1

1
1

1
2

3

2
1

3

1
z

z

z
z

w
w

w
w











 и
ли

 





2

2
3

1
3

1
z

z

z
z

w
w

w
w








. 

П
ри
ве
де
м

 д
ве

 ч
ас
т
о 
уп
от
ре
бл
яю
щ
ие
ся

 ф
ор
м
ул
ы

: 
 

1)
 Ф
ун
кц
ия

 
00 z

z

z
z

e
w

i





  о
то
бр
аж
ае
т 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
уп
ло
ск
ос
ть

 I
m

 z
 >

 0
 

на
 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 |w
| <

 1
 т
ак

, ч
то

 т
оч
ка

 z
 =

 z
0 
да
нн
ой

 п
ол
уп
ло
ск
ос
ти

 п
ер
е-

во
ди
тс
я 
в 
це
нт
р 

w
 =

 0
 к
ру
га

. З
де
сь

 
 −

 л
ю
бо
е 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ое

 ч
ис
ло

.  

2)
 Ф

ун
кц
ия

 
00

1
zzz

z
e

w
i





 о
то
бр
аж

ае
т 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

 
1


z

 н
а 
ед
и-

ни
чн
ы
й 
кр
уг

 | 
w

 | 
<

 1
 т
ак

, ч
то

 т
оч
ка

 z
 =

 z
0 
пе
рв
ог
о 
кр
уг
а 
пе
ре
хо
ди
т 
в 
це
нт
р 

w
 =

 0
 в
то
ро
го

. 
 С
т
еп
ен
н
ая

 ф
ун
кц
и
я 

n z
w


,  
 

 
 

 
(2

.2
) 

 
гд
е 

2


n
 −

 ц
ел
ое

 п
ол
ож

ит
ел
ьн
ое

 ч
ис
ло

.  
О
то
бр
аж

ен
ие

, 
ос
ущ

ес
тв
ля
ем
ое

 с
те
пе
нн
ой

 ф
ун
кц
ие
й,

 я
вл
яе
тс
я 
ко
н-

ф
ор
м
ны

м
 в
о 
вс
ей

 п
ло
ск
ос
ти

, к
ро
м
е 
то
чк
и 

z 
=

 0
: 
пр
и

0


z
 и
м
ее
м

 
1


n

nz
w

; 
пр
и 

z 
=

 0
, w

' =
 0

. П
ри

 z
 =

 0
 к
он
ф
ор
м
но
ст
ь 
на
ру
ш
ае
тс
я,

 т
ак

 к
ак

 п
ри

 о
то
бр
а-

ж
ен
ии

 
с 
по
м
ощ

ью
 
ф
ун
кц
ии

 
(2

.2
) 
уг
лы

 
ув
ел
ич
ив
аю

тс
я 
в 

n 
ра
з.

 
У
го
л 
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Т
ри
гон

ом
ет

ри
чески

е ф
ун
кц
и
и

cosz
w

sin
z,

w



. 

Д
ля лю

бого ком
плексного z: 

2
cos

,
2

sin
iz

iz
iz

iz
e

e
z

i e
e

z









. 

П
ри
м
ер 10. В

о что отображ
ается полуполоса 0 < х < , у > 0 (рис. 2.10) 

с пом
ощ

ью
 ф
ункции cos z? 

Р
еш
ение. И

м
еем

 



xshy

i
xchy

iy
x

z
sin

cos
cos

cos






. 

Е
сли точка z пробегает участок границы

 I от 



y

 до 
0


y

 (при 
х =

 0), то соответствую
щ
ая точка в плоскости w

 пробегает участок I' от 



u

 до 
1


u

 (при v =
 0). Е

сли точка z пробегает участок II от x =
 0 до 

х =
 , (при у =

 0), то w
 =

 cos x опиш
ет участок II' от u =

 1 до u =
 – 1 (при 

у =
 0). Н

аконец, если точка z пробегает участок III от у =
 0 до y =

 +
 

 (при 
х =

 ), то w
 =
 ch у пробегает участок III' от u =

 1 до u =
 

 (при v =
 0).  

И
так, если точка z обходит границу полуполосы

 0 <
 х <

, у >
 0 так, 

что полуполоса остается слева, то точка w
 пробегает справа налево всю

 
действительную

 ось, и поэтом
у из принципа взаим

но однозначного соот-
ветствия следует, что ф

ункция 
z

w
cos


 отображ

ает рассм
атриваем

ую
 по-

луполосу на ниж
ню

ю
 полуплоскость w

. А
налогично показы

вается, что по-
луполоса 0 <

 х <
 , y <

 0 ф
ункцией 

z
w

cos


 отображ
ается на верхню

ю
 по-

луплоскость w
.  

С
тороне полуполосы

 х =
 , у <

 0 соответствует отрезок 
1







u
 

действительной оси плоскости w
, стороне 0 <

 х <
 , y =

 0 (проходим
ой от  

к 0) – отрезок -1  <
 u <

 1 и стороне х =
 0, y <

 0 – отрезок 1 <
 u<

 +
 

. О
тре-

зок 
1







u
 действительной оси плоскости w

 пробегается дваж
ды

, а 
им

енно, на него отображ
ается сторона х =

 , у >
 0 первой полуполосы

 и 
сторона х =

 , y <
 0 второй полуполосы

. Ч
тобы

 отображ
ение 

z
w

cos


 бы
-

ло взаим
но однозначны

м
, надо в плоскости w

 сделать разрез вдоль дей-
ствительной оси от 




 до -1 (а такж
е от 1 до +

).  

Р
и
с. 2.10 

129 
  давлений 

i
P

 в ж
идкости в м

ом
ент, непосредственно следую

щ
ий за ударом

.  
П
ерейдем

 к м
атем

атической постановке задачи, причем
 для просто-

ты
 ограничим

ся случаем
, когда до удара ж

идкость покоится. К
ак известно, 

при отсутствии м
ассовы

х им
пульсивны

х сил движ
ение после удара потен-

циально, причем
 потенциал скоростей u(х,у) в м

ом
ент, непосредственно 

следую
щ
ий за ударом

, удовлетворяет условию
 

i
P

u



, 

 
 

 
 

 
(7.4) 

где  – плотность ж
идкости и 

i
P

 им
пульсивное давление в ней. О

бозна-
чим

 через D
 область, занятую

 ж
идкостью

, через С
 – ее границу. С

 состоит 
из дуги С

0  – стенки сосуда, дуг С
k , поверхностей тел B

k  и из дуг 
k

C
 – 

участков свободной поверхности ж
идкости м

еж
ду двум

я последователь-
ны

м
и дугам

и C
k , С

k+
1  (см

. рис. 7.1). Д
ля потенциала скоростей u(х,у) им

еем
 

следую
щ
ие граничны

е условия:  

а) В
доль стенки сосуда С

0 :  
0


 n u

, ибо из условия обтекания полу-

чаем
 v(х, у) =

 const, и тогда из условий К
ош

и-Р
им

ана, записанны
х для 

направлений s и n, будем
 им

еть: 
0


 




 
s v

n u
. 

б) В
доль дуг C

k  соприкосновения ж
идкости с телом

  




 n
V

, i

n u


 
, 

 
 

 
 

 (7.5)  

где n – единичны
й вектор внутренней норм

али к C
k . П

ри этом
 м
ы

 счита-
ем

, что не происходит отставания ж
идкости от стенок (кавитации); (7.5) 

следует из известной связи м
еж

ду grad u =
 V

(i) и производной по направле-
нию

. И
м
пульсивны

е скорости тел В
k  считаю

тся известны
м
и, так что в пра-

вой части ф
орм

улы
 (7.5) им

еем
 известную

 ф
ункцию

.  
в) В

доль дуг 
k

C
 (т. е. вдоль свободной поверхности)  




0
,


y

x
u

, 
 

 
 

 
(7.6)  

ибо давление на свободной поверхности конечно; следовательно, 


0


i
P

 
и тогда (7.6) следует из (7.4). 

Н
айдем

 u(х, у) в области D
, м

ы
 получим

 распределение скоростей 
u

grad
V


, а давления определим
 по ф

орм
уле (7.4). 

Э
та краевая задача является частны

м
 случаем

 см
еш

анной краевой 
задачи теории гарм

онических ф
ункций.  

5) О
бт
екание со сры

вом
 ст

руй. Т
ак назы

ваю
т обтекание, при кото-

ром
 одна из линий тока идет из бесконечности к некоторой точке В

 обте-
каем

ого тела, где она разделяется на две ветви, каж
дая из которы

х идет 
вдоль стенок тела до некоторы

х точек С
1  и С

2  и затем
 отры

вается от сте-
нок, снова уходя в бесконечность (рис. 7.2). П

ри этом
 предполагается, что 

свободны
е струи С

1 А
1  и С

2 А
2  отделяю

т зону движ
ения I от зоны

 покоя II 

13
2 

 ко
гд
а 
ко
си
ну
с 
по
ло
ж
ит
ел
ен

, 
т.
е.

 п
ри

 
2




v
V

 и
ли

 
2V

v


. 
В
до
ль

 т
ак
их

 л
и-

ни
й 
на
пр
яж

ен
но
ст
ь 
по
ля

 E
 м
ен
яе
тс
я 
м
он
от
он
но

, 
не

 и
м
ея

 н
и 
м
ак
си
м
ум

а,
 

ни
 
м
ин
им

ум
а.

 
Д
ля

2V
v




 м
ак
си
м
ум

 

1

1
2




u

V
e

hV
E


 д
ос
ти
га
ет
ся

 
пр
и 




u
, т

.е
. н
а 
ле
во
м

 к
ра
е 
ко
нд
ен
са
то
ра

. Е
сл
и 
по
ст
ро
ит
ь 
ко
нд
ен
са
то
р,

 п
ла

-

ст
ин
ы

 к
от
ор
ог
о 
им

ею
т 
ф
ор
м
у 
ли
ни
й 
ра
вн
ог
о 
по
те
нц
иа
ла

 
2V

v



 (
ж
ир
ны

е 

ли
ни
и 
на

 р
ис

. 7
.3

),
 т
о 
дл
я 
та
ко
го

 к
он
де
нс
ат
ор
а 
на
пр
яж

ен
но
ст
ь 
по
ля

 у
бы

ва
-

ет
 п
ри

 п
од
хо
де

 к
 к
ра
ям

, 
а 
не

 в
оз
ра
ст
ае
т 
не
ог
ра
ни
че
нн
о 
ка
к 
дл
я 
пл
ос
ко
го

 
ко
нд
ен
са
то
ра

. Э
то
т 
ко
нд
ен
са
то
р 
на
зы
ва
ет
ся

 к
он
де
нс
ат
ор
ом

 Р
ог
ов
ск
ог
о.

  
2)

 М
аг
ни
т
но
е 
по
ле

 в
 з
аз
ор
е 
эл
ек
т
ри
че
ск
ой

 м
аш
ин
ы

.  
Р
ас
см
от
ри
м

 м
аг
ни
тн
ое

 п
ол
е 
в 
за
зо
ре

 м
еж

ду
 р
от
ор
ом

 и
 с
та
то
ро
м

 м
а-

ш
ин
ы

 в
бл
из
и 
па
за

 р
от
ор
а.

 Р
ад
иу
сы

 и
 ш
ир
ин
у 
ст
ат
ор
а 
и 
ро
то
ра

 м
ы

 б
уд
ем

 
сч
ит
ат
ь 
ст
ол
ь 
бо
ль
ш
им

и,
 ч
то

 э
то

 п
ол
е 
м
ал
о 
от
ли
ча
ет
ся

 о
т 
пл
ос
ко
па
ра
л-

ле
ль
но
го

 (
на

 р
ис

. 
7.

4,
 а

 и
зо
бр
аж

ен
о 
се
че
ни
е 
м
аш

ин
ы

 п
ло
ск
ос
ть
ю

, 
пе
рп
ен

-
ди
ку
ля
рн
ой

 к
 о
си

 в
ра
щ
ен
ия

).
 Ч
е-

ре
з 

2Н
 
м
ы

 
об
оз
на
чи
м

 
ш
ир
ин
у 

па
за

 р
от
ор
а;

 т
ак

 к
ак

 п
ра
кт
ич
ес
ки

 
ли
ш
ь 

ве
сь
м
а 

не
бо
ль
ш
ая

 
ча
ст
ь 

си
ло
вы

х 
ли
ни
й,

 
пр
он
ик
ш
их

 
в 

па
з,

 д
ос
ти
га
ет

 е
го

 о
сн
ов
ан
ия

, 
то

 
гл
уб
ин
у 
эт
ог
о 
па
за

 м
ож

но
 с
чи

-
та
ть

 б
ес
ко
не
чн
о 
бо
ль
ш
ой

. 
Ч
ер
ез

 
h 

об
оз
на
чи
м

 
ве
ли
чи
ну

 
м
еж

ж
е-

ле
зн
ог
о 

пр
ос
тр
ан
ст
ва

, 
т.
е.

 
ра
с-

ст
оя
ни
е 
м
еж

ду
 с
та
то
ро
м

 и
 р
от
о-

ро
м

; 
пр
ен
еб
ре
га
я 
вл
ия
ни
ем

 д
ру

-
ги
х 
па
зо
в,

 м
ы

 б
уд
ем

 п
ре
дп
ол
а-

га
ть

, 
чт
о 
эт
о 
пр
ос
тр
ан
ст
во

 п
ре
д-

ст
ав
ля
ет

 
со
бо
й 

бе
ск
он
еч
ну
ю

 
в 

об
е 
ст
ор
он
ы

 п
ол
ос
у.

 П
ос
ле

 с
де

-
ла
нн
ы
х 
уп
ро
щ
ен
ий

 
об
ла
ст
ь 
ин

-
те
ре
су
ю
щ
ег
о 
на
с 
по
ля

 п
ри
ни
м
ае
т 

ви
д 
пя
ти
уг
ол
ьн
ик
а,

 и
зо
бр
аж
ен
но

-
го

 н
а 
ри
с.

 7
.4

, 
б.

 П
ре
дп
ол
аг
ае
м

, 
чт
о 
сл
ед

 г
ра
ни
цы

 р
от
ор
а 
А

1А
6А

5А
4А

з 
не
се
т 

по
те
нц
иа
л 

V
, а

 с
ле
д 
гр
ан
иц
ы

 с
та
то
ра

 А
1А

2А
3 

– 
по
те
нц
иа
л 

0.
 (
П
ре
дп
ол
аг
ае
т-

ся
, ч
то

 м
аг
ни
тн
ая

 п
ро
ни
ца
ем
ос
ть

 ж
ел
ез
а 
бе
ск
он
еч
но

 в
ел
ик
а.

) 
 

За
да
ча

 п
ри
на
дл
еж

ит
 к

 т
ип
у 
кр
ае
во
й 
за
да
чи

 2
 и

 с
во
ди
тс
я 
к 
ко
нф

ор
м

-
но
м
у 

от
об
ра
ж
ен
ию

 
w

 
=

 
f(

z)
 
об
ла
ст
и 

по
ля

 
на

 
по
ло
су

 
,

Im
0

V
w



 

Р
и
с.

 7
.4

 

а)
 

б)
 

  

25
 

 чи
м

 
i

t

i
t

e
w

i





. 
Т
ре
бо
ва
ни
е,

 ч
то
бы

 т
оч
ка

 t
2 

=
 0

 п
ер
еш

ла
 в

 т
оч
ку

 w
2 

=
 1

, 

да
ет

 
1


i e

. П
од
ст
ав
ля
я 
в 
вы

ра
ж
ен
ие

 д
ля

 w
 з
на
че
ни
е 

1


i e
 и

 t 
=

 z
4 , п

о-

лу
чи
м

 о
ко
нч
ат
ел
ьн
о 

i
z

i
z

w





44

. 

П
ри
м
ер

 7
. Н

ай
ти

 ф
ун
кц
ию

, о
то
бр
аж

аю
щ
ую

 в
ер
хн
ю
ю

 п
ол
ов
ин
у 
кр
у-

га
 |z

| <
 1

, I
m

 z
 >

 0
, н
а 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
уп
ло
ск
ос
ть

 I
m

 w
 >

 0
.  

Р
еш
ен
ие

. 
За
да
нн
ая

 о
бл
ас
ть

 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
дв
уу
го
ль
ни
к 
с 
ве
р-

ш
ин
ам
и 
в 
то
чк
ах

 
1

1



z

 и
 

1
2


z
 и

 у
гл
ом

 п
ри

 в
ер
ш
ин
е 

4



 (
ри
с.

 2
.6

, а
).

 

В
сп
ом

ог
ат
ел
ьн
ая

 ф
ун
кц
ия

 
zz

t



11

 о
су
щ
ес
тв
ля
ет

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об

-

ра
ж
ен
ие

 э
то
го

 д
ву
уг
ол
ьн
ик
а 
на

 п
ер
вы

й 
кв
ад
ра
нт

 п
ло
ск
ос
ти

 t
 (
ри
с.

 2
.6

, 
б)

. 

Ф
ун
кц
ия

 
2 t

w


 и
ли

 
2

11
 

 



zz

w
 д
ае
т 
ис
ко
м
ое

 о
то
бр
аж

ен
ие

 (
ри
с.

 2
.6

, в
).

  

П
ок
аз
ат

ел
ьн
ая

 ф
ун
кц
и
я 

z
e

w


. 
О
то
бр
аж

ен
ие

, 
ос
ущ

ес
тв
ля
ем
ое

 п
о-

ка
за
те
ль
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 
ко
нф

ор
м
но

 в
о 
вс
ей

 п
ло
ск
ос
ти

, т
ак

 к
ак

 
0




z e
w

 в
о 

вс
як
ой

 к
он
еч
но
й 
то
чк
е 
пл
ос
ко
ст
и 

z.
 Е
сл
и 
пл
ос
ко
ст
ь 

z 
ра
зб
ит
ь 
на

 п
ол
ос
ы

 


 


1
2

2





k
y

k
 (

k 
=

 0
, 

±1
, 

±2
, 

...
),

 т
о 
ка
ж
да
я 
из

 э
ти
х 
по
ло
с 
от
об
ра
зи
тс
я 

ф
ун
кц
ие
й 

z e
w


 в
за
им

но
  
од
но
зн
ач
но

 н
а 
вс
ю

 п
ло
ск
ос
ть

 w
 с

 р
аз
ре
зо
м

 
вд
ол
ь 
по
ло
ж
ит
ел
ьн
ой

 ч
ас
ти

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 
ос
и.

 П
ри

 э
то
м

 с
чи
та
ем

, 
чт
о 

ни
ж
не
й 
гр
ан
иц
е 

k
y

2


 п
ол
ос
ы

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 в
ер
хн
ий

 к
ра
й 
ра
зр
ез
а,

 а
 

ве
рх
не
й 
гр
ан
иц
е 


 1

2



k

y
 −

 н
иж

ни
й 
кр
ай

 р
аз
ре
за

. 
П
ри

 э
то
м

 т
оч
ки

 
0

0
0

iy
x

z



 и

 



k

y
i

x
z k

2
0

0





 (
k 

=
 ±

l, 
±2

, 
...

) 
пе

-
ре
хо
дя
т 
в 
од
ну

 и
 т
у 
ж
е 
то
чк
у 
пл
ос
ко
ст
и 

w
. Э

то
 о
зн
ач
ае
т,

 ч
то

 п
ок
аз
ат
ел
ьн
ая

 
ф
ун
кц
ия

 я
вл
яе
тс
я 
бе
ск
он
еч
но
ли
ст
но
й 
пе
ри
од
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ие
й 
ко
м
пл
ек
с-

но
й 
пе
ре
м
ен
но
й 

z 
с 
м
ни
м
ы
м

 п
ер
ио
до
м

 2
k

. 
О
бл
ас
ть
ю

 е
е 
од
но
ли
ст
но
ст
и 

Р
и
с.

 2
.6

 

а)
 

б)
 

в)
 



26 
  является лю

бая полоса 
2

0
0





y

y
y

, отображ
аю

щ
аяся на полную

 плос-
кость w

 с разрезом
 по лучу 

0
0

arg
y

w


 (рис. 2.7).  

О
тм
етим

, что показательная ф
ункция 

z
e

w


 не обращ
ается в нуль ни 

при каком
 значении z.  

П
ри
м
ер 8. В

о что преобразуется полуполоса 
2

Im
0




z
, R

ez <
 0 с 

пом
ощ

ью
 ф
ункции 

z
e

w


? 
Р
еш
ение. П

олож
им

 



i

iy
x

z
e

e
e

e
w

iy
x

z








,
. 

Т
огда 

,
,

y
e

x






,0







x
 

2
0




y
, 
так 

что 
1

0





, 




2
0




. О
чевидно, точки 




i
e

w


, удовлетворяю
щ
ие этим

 условиям
, 

заполняю
т круг 

1


w
 с разрезом

 по отрезку прям
ой, соединяю

щ
ей точки 

0


w
 и w

 =
 l. 

В
 сам

ом
 деле, обойдем

 контур у области D
 в полож

ительном
 направ-

лении, начиная с участка I (
0







x
, у =

 0).  
Д
алее II (х =

 0, 0 <
 у <

 2) и, наконец, III (y =
 2, а x изм

еняется от 0 
до -

). О
чевидно, этим

 участкам
 в плоскости w

 будут соответствовать 
участки I', II', III', где участок I' совпадает с верхним

 краем
 разреза, а III' – 

с ниж
ним

 краем
 (рис. 2.8).  

Л
огари

ф
м
и
ческая ф

ун
кц
и
я w

 =
 L

n
 z определяется как ф

ункция, об-
ратная показательной. Д

ля определенности будем
 рассм

атривать главное 
значение логариф

м
а z, т.е. то значение, которое соответствует главном

у 
значению

 аргум
ента 

z
i

z
z

arg
ln

ln



, 








x

. Э
та ф

ункция аналити-

ческая во всех конечны
х точках 

0


z
 и 

0
1


 
z

w
. Значит, отображ

ение с 

пом
ощ

ью
 ф
ункции 

z
w

ln


 конф
орм

но во всех таких точках. О
тм
етим

, что 
точки z =

 0 и z =
 

 являю
тся точкам

и разветвления ф
ункции w

 =
 L

n z, при-
чем

 L
n 0 =

 
 и L

n
 =

 
. 

Р
и
с. 2.7 

131 
  v =

 const или u =
 const, из соотнош

ений, которы
е даю

т разделение дей-
ствительны

х и м
ним

ы
х частей ф

орм
улы

 (7.7): 

  
  




  
  




v
V

v
V

e
h

y
u

V
v

V
e

h
x

u
V

u
V













sin
,

cos
 

(полагаем
 z =

 х +
 iy, w

 =
 u +

 iv). 
Н
апряж

енность поля равна 

w
V

e
h Vi

dz

dw i

dz

dw
i

E







 
 




 
 




1

1
. 

В
нутри конденсатора, т.е. при z, 

близких 
к 
точке 

А
, 

w
 близко 

к 



, 
следовательно, 

напряж
ен-

ность 
поля 

h Vi
E




близка 
к 

напряж
енности равном

ерного по-
ля. 

П
ри 

приближ
ении 

к 
краям

 
конденсатора 

V
i

w



, 
следова-

тельно, 
напряж

енность 
поля 

не-
ограниченно возрастает.  

П
роследим

 изм
енение вели-

чины
 напряж

енности поля 
dz

dw
E


 вдоль линий равного потенциала. Т
ак 

как величина производной аналитической ф
ункции не зависит от направ-

ления, по котором
у эта производная вы

числяется, то м
ож

ем
 вы

числять ее в 
направлении силовой линии u =

 const. Т
огда 

,
dv

dw


ds
dz


, где ds – 

диф
ф
еренциал дуги силовой линии, при u =

 const:  







dv
v

V
e

e
V h

dy
dx

ds
u

V
u

V
1

cos
2

2
2

2













 

и, следовательно, 

1
cos

2

1
2







v
V

e
e

h V

ds dv
E

u
V

u
V





. 

Д
ля нахож

дения м
аксим

ум
а E

 вдоль линии равного потенциала до-

статочно найти м
иним

ум
 подкоренного вы

раж
ения по u при ф

иксирован-

ном
 v. Н

еобходим
ое условие экстрем

ум
а 

0
cos




v
V

e
u

V




 (которое получа-

ется приравниванием
 нулю

 производной по u) заведом
о не вы

полняется, 

Р
и
с. 7.3 

13
0 

 

та
к,

 ч
то

 в
до
ль

 э
ти
х 
ст
ру
й 
пр
ои
сх
о-

ди
т 
ра
зр
ы
в 
ск
ор
ос
те
й

8
. 
В

 
зо
не

 
I 

дв
иж

ен
ие

 
сч
ит
ае
тс
я 

по
те
нц
иа
ль

-
ны

м
; 
в 
зо
не

 п
ок
оя

 I
I 
ск
ор
ос
ть

 в
ез
де

 
ра
вн
а 
ну
лю

, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 д
ав
ле

-
ни
е 
по
ст
оя
нн
о 

(с
м

. 
ф
ор
м
ул
у 
Б
ер

-
ну
лл
и-
Э
йл
ер
а)

 и
 с
тр
уи

 С
1А

1 
 и

 С
2А

2 
м
ож

но
 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ть

 
ка
к 
св
об
од

-
ны

е 
гр
ан
иц
ы

 ж
ид
ко
ст
и.

 М
ы

 п
ри
хо

-
ди
м

 к
 с
ле
ду
ю
щ
ей

 к
ра
ев
ой

 з
ад
ач
е:

  
а)

 н
а 
уч
ас
тк
е 
С

1В
С

2 
те
ла

 (
дл
ин
а 
ко
то
ро
го

 н
е 
из
ве
ст
на

) 
им

ее
тс
я 
об
те

-
ка
ни
е,

 т
.е

. v
 (
х,

 у
) 

=
 c

on
st

;  
б)

 н
а 
св
об
од
ны

х 
ст
ру
ях

 С
1А

1 
и 
С

2А
2 

(ф
ор
м
а 
ко
то
ры

х 
не

 и
зв
ес
тн
а)

 в
е-

ли
чи
на

 с
ко
ро
ст
и 
по
ст
оя
нн
а:

 



V

V
, 
эт
о 
сл
ед
уе
т 
на

 о
сн
ов
ан
ии

 ф
ор
м
ул
ы

 

Б
ер
ну
лл
и-
Э
йл
ер
а 
из

 п
ос
то
ян
ст
ва

 д
ав
ле
ни
я 
в 
зо
не

 п
ок
оя

.  
 П
р
и
м
ер
ы

. П
р
и
л
ож

ен
и
я 

 1)
 
Э
ле
кт
ро
ст
ат
ич
ес
ко
е 
по
ле

 у
 к
ра
ев

 п
ло
ск
ог
о 
ко
нд
ен
са
т
ор
а.

 
Е
сл
и 
пр
и 
из
уч
ен
ии

 п
ол
я 
вн
ут
ри

 п
ло
ск
ог
о 
ко
нд
ен
са
то
ра

 э
то

 п
ол
е 

пр
ак
ти
че
ск
и 
м
ож

но
 с
чи
та
ть

 р
ав
но
м
ер
ны

м
, 
то

 в
бл
из
и 
кр
ае
в 
ра
вн
ом

ер
но
ст
ь 

по
ля

 с
ущ

ес
тв
ен
но

 н
ар
уш

ае
тс
я 
и 
не
об
хо
ди
м

 с
пе
ци
ал
ьн
ы
й 
ра
сч
ет

. 
Р
ас
см
ат

-
ри
ва
я 
по
ле

 в
бл
из
и 
од
но
го

 к
ра
я 
ко
нд
ен
са
то
ра

, 
м
ы

 д
ля

 п
ро
ст
от
ы

 п
ре
не
бр
е-

ж
ем

 в
ли
ян
ие
м

 в
то
ро
го

 к
ра
я 
и 
бу
де
м

 п
ре
дс
та
вл
ят
ь 
ко
нд
ен
са
то
р 
в 
ви
де

 д
ву
х 

по
лу
пл
ос
ко
ст
ей

, 
ра
сп
ол
ож

ен
ны

х 
др
уг

 н
ад

 д
ру
го
м

. 
Р
ас
ст
оя
ни
е 
м
еж

ду
 п
ла

-
ст
ин
ам
и 
об
оз
на
чи
м

 2
h,

 и
х 
по
те
нц
иа
лы

 ±
 V

. 
За
да
ча

 с
во
ди
тс
я 
к 
ра
сч
ет
у 
пл
ос
ко
го

 п
ол
я 
вн
еш

но
ст
и 
дв
ух

 п
ар
ал
ле
ль

-
ны

х 
по
лу
пр
ям
ы
х 

(с
ле
до
в 
пл
ас
ти
н 
ко
нд
ен
са
то
ра

 в
 п
ло
ск
ос
ти

, 
пе
рп
ен
ди
ку

-
ля
рн
ой

 к
ра
ям

 п
ла
ст
ин

),
 т

.е
. 
к 
кр
ае
во
й 
за
да
че

 2
. 
К
ом
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

w
 =

 f(
z)

 р
еа
ли
зу
ет

 о
то
бр
аж

ен
ни
е 
об
ла
ст
и 
по
ля

 н
а 
по
ло
су

 
V

v
V





Im

 с
 

со
от
ве
тс
тв
ие
м

 т
оч
ек

 












C
f

A
f

,
. О

бр
ат
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

:  

 
 




w
V

e
h

z
w

V






, 
 

 
 

 (
7.

7)
  

м
ы

 п
ер
ем
ен
ил
и 
ро
ли

 z
 и

 w
, с
ов
ер
ш
ил
и 
по
до
бн
ое

 п
ре
об
ра
зо
ва
ни
е 
по
ло
сы

 и
 

от
бр
ос
ил
и 
не
су
щ
ес
тв
ен
но
е 
по
ст
оя
нн
ое

 с
ла
га
ем
ое

.  
Н
а 
ри
с.

 7
.3

 п
ре
дс
та
вл
ен
ы

 л
ин
ии

 р
ав
но
го

 п
от
ен
ци
ал
а 
и 
си
ло
вы

е 
ли

-
ни
и 
по
ля

; 
их

 п
ар
ам
ет
ри
че
ск
ие

 у
ра
вн
ен
ия

 п
ол
уч
аю

тс
я 
со
от
ве
тс
тв
ен
но

 п
ри

 

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
 

8
 Т
ак
ая

 с
хе
м
а 
в 
из
ве
ст
но
й 
м
ер
е 
от
ра
ж
ае
т 
ф
ак
ти
че
ск
и 
на
бл
ю
да
ем
ы
й 
ра
зр
ы
в 
ск
ор
ос
те
й 
за

 д
ви
ж
ущ

им
ис
я 
в 

ре
ал
ьн
ы
х 
ж
ид
ко
ст
ях

 т
ел
ам
и;

 о
дн
ак
о 
в 
ре
ал
ьн
ы
х 
ж
ид
ко
ст
ях

 з
он
а 

11
 я
вл
яе
тс
я 
не

 з
он
ой

 п
ок
оя

, а
 з
он
ой

 в
их

-
ре
во
го

 д
ви
ж
ен
ия

 и
 н
е 
пр
ос
ти
ра
ет
ся

 в
 б
ес
ко
не
чн
ос
ть

. 

Р
и
с.
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Л
ю
бо
е 
ко
не
чн
ое

 ч
ис
ло

 о
бх
од
ов

 (
в 
од
но
м

 и
 т
ом

 ж
е 
на
пр
ав
ле
ни
и)

 в
о-

кр
уг

 т
оч
ки

 z
 =

 0
 н
е 
пр
ив
ед
ет

 в
но
вь

 к
 п
ер
во
на
ча
ль
но
й 
ве
тв
и 
ф
ун
кц
ии

 L
n 

z.
 

Т
ак
ие

 т
оч
ки

 р
аз
ве
тв
ле
ни
я 
на
зы
ва
ю
тс
я 
ло
га
ри
ф
м
ич
ес
ки
м
и.

  
П
ри
м
ер

 9
. 
Н
ай
ти

 ф
ун
кц
ию

, 
от
об
ра
ж
аю

щ
ую

 п
ло
ск
ос
ть

 z
 с

 р
аз
ре
зо
м

 
вд
ол
ь 
от
ри
ца
те
ль
но
й 
ча
ст
и 
ве
щ
ес
тв
ен
но
й 
ос
и 
от

 т
оч
ки

 z
 =

 0
 д
о 
то
чк
и 

z 
= 

-
 

на
 п
ол
ос
у 








v

 в
 п
ло
ск
ос
ти

 w
. 

Р
еш
ен
ие

. 
П
ри

 р
ас
см
от
ре
ни
и 
по
ка
за
те
ль
но
й 
ф
ун
кц
ии

 
z e

w


 б
ы
ло

 у
ка

-
за
но

, ч
то

 л
ю
ба
я 
по
ло
са

 
2

0
0





y

y
y

 о
то
бр
аж
ае
тс
я 
эт
ой

 ф
ун
кц
ие
й 
на

 п
ол

-
ну
ю

 п
ло
ск
ос
ть

 w
 с

 р
аз
ре
зо
м

 п
о 
лу
чу

 a
rg

 w
0 

= 
y 0

. Р
ас
см
от
ри
м

 о
бр
ат
но
е 
от
об

-
ра
ж
ен
ие

, 
а 
им

ен
но

, 
от
об
ра
ж
ен
ие

 п
ол
ос
ы

 
2

0
0





v

v
v

, 
гд
е 




0v
 п
ло
с-

ко
ст
и 

w
 н
а 
вс
ю

 п
ло
ск
ос
ть

 z
 с

 р
аз
ре
зо
м

 п
о 
лу
чу

 a
rg

 z
0 

=
 v

0 
=

 -
 

(р
ис

. 2
.9

). 
О
че

-
ви
дн
о,

 т
ак
ое

 о
то
бр
аж
ен
ие

 д
ае
т 
ф
ун
кц
ия

 z
 =

 e
w
; с
ле
до
ва
те
ль
но

, и
ск
ом
ое

 о
то
б-

ра
ж
ен
ие

 б
уд
ет

 
z

i
z

z
w

ar
g

ln
ln





. 
К
ог
да

 т
оч
ка

 z
 п
ро
бе
га
ет

 п
о 
ни
ж
не
м
у 

бе
ре
гу

 I
 р
аз
ре
за

 о
т 

x 
= 

-
 д
о 
х 

= 
0,

 т
о 
в 
пл
ос
ко
ст
и 

w
 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
ая

 т
оч
ка

 
оп
иш

ет
 л
ин
ию

 I'
 о
т 




u
 д
о 




u
 (




v
).

 Д
ал
ее

, к
ог
да

 т
оч
ка

 z
 п
ро
бе
га
ет

 
по

 в
ер
хн
ем
у 
бе
ре
гу

 р
аз
ре
за

 I
I 
от

 х
 =

 0
 д
о 
х 

= 
-

, 
то

 в
 п
ло
ск
ос
ти

 w
 с
оо
тв
ет

-
ст
ву
ю
щ
ая

 т
оч
ка

 о
пи
ш
ет

 л
ин
ию

 I
I' 
от

 



u

 д
о 




u
 (




v
),

 т
ак

 ч
то

 о
б-

ла
ст
ь 

D
 и

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
ая

 е
й 
об
ла
ст
ь 

G
 о
ст
аю

тс
я 
пр
и 
об
хо
де

 к
он
ту
ро
в 

сп
ра
ва

.  

Р
и
с.
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  даёт отображ

ение круга 
1


z

 на лучевую
 область, получаем

ую
 удалением

 

из плоскости w
 лучей 

ka
w

w
a

w
w







,
arg

,
,0

arg


 (рис. 2.15). 

3) Ф
ункция 













n
n

z
n

n
f

f
z

z
z

f
w

4
0

,0
0

,
1

4
/










 

даёт отображ
ение единичною

 кpyгa 
1


z

 на область, получаем
ую

 удале-

нием
 из плоскости n лучей: 

1
,...,

1,
0

,1
,

2
arg







n
k

w
n k

w


 (рис. 2.16, 

n =
 4). 4) Ф

ункция 

 
 




z
z

w
1

2 1
 

 
 

 
 

(2.4) 

даёт конф
орм

ное отображ
ение единичного круга и его внеш

ности 
1


z

 на 

внеш
ность отрезка (–1, +

1) оси u (рис. 2.17). 
П
росты

м
 подсчётом

 легко убедиться, что при отображ
ении (2.4) лю

-
бая окруж

ность 
1

,



r

r
z

 переходит в эллипс с ф
окусам

и в точках –1, +
1, 

при
0


r

 или 



r

 эксцентриситет этого эллипса стрем
ится к нулю

. 
 

Р
и
с. 2.16 

Р
и
с. 2.15 
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q
1 =

 – q, q
2 =

 +
q, q

3  =
 –q, q

4  =
+

q, 

сосредоточенны
х 

в 
точках 

,
,

6
2

1

i
ae

z
ai

z






ai

z



4

, 
6

5

i
ae

z



 (см

.  
рис. 6.21). П

ростая вы
кладка показы

вает совпадение с (6.41) ком
плексного 

потенциала, полученного этим
 способом

. М
етод изображ

ений м
ож

ет бы
ть 

с успехом
 использован и при реш

ении ряда других задач как электростати-
ческих, так и гидром

еханических. В
 гидром

еханике на основании этого 
м
етода при рассм

отрении поля точечного вихря интенсивности Г
 в полу-

плоскости зам
еняю

т стенку, ограничиваю
щ
ую

 полуплоскость, вихрем
 ин-

тенсивности 
– 
Г

, 
располож

енны
м

 
сим

м
етрично 

данном
у 
относительно 

этой стенки. П
ри реш

ении аналогичной задачи для поля точечного источ-
ника интенсивности Q

 стенку м
ож

но зам
енять сим

м
етричны

м
 точечны

м
 

источником
 той ж

е интенсивности Q
 (а не -Q

, как для вихря и заряда).  
 7. 

К
Р
А
Е
В
Ы
Е

 ЗА
Д
А
Ч
И

 Т
Е
О
Р
И
И

 Ф
У
Н
К
Ц
И
Й

  
                И

 И
Х

 П
Р
И
Л
О
Ж
Е
Н
И
Я

 
 В

 преды
дущ

их разделах м
ы

 видели, что для изучения плоского поля 
достаточно знать его ком

плексны
й потенциал. П

рикладны
е задачи обы

чно 
сводятся к определению

 ком
плексного потенциала по заданны

м
 условиям

 
на границах поля (они диктую

тся сам
им

и ф
изическим

и условиям
и данной 

задачи) или, как говорят, к реш
ению

 заданной краевой, или граничной, за-
дачи. П

ри этом
 если задача ф

изически правильно поставлена, то заданны
е 

условия долж
ны

 полностью
 определять поле, т.е. ком

плексны
й потенциал 

поля долж
ен определяться с точностью

 до постоянного слагаем
ого. М

ы
 

приведем
 здесь простейш

ие постановки краевы
х задач теории плоского 

поля, причем
 для определенности будем

 пользоваться гидродинам
ической 

терм
инологией. В

 прим
ерах реш

ения этих задач будем
 рассм

атривать и 
другие интерпретации. Н

ачнем
 с трех задач на обтекание: 

1) П
от
ок во внеш

ност
и зам

кнут
ой кривой. М

ы
 предполагаем

, что 
область поля D

 содерж
ит внутри бесконечно удаленную

 точку и ограниче-
на одним

 контуром
 С

 – границей тела, погруж
енного в ж

идкость (D
 – 

внеш
ность контура С

). П
усть тело поступательно движ

ется с постоянной 
скоростью

 – V
 , или, что то ж

е сам
ое, тело покоится и на него набегает по-

ток со скоростью
 V

 . Т
огда производная ком

плексного потенциала – ф
унк-

ция, ком
плексно сопряж

енная скорости потока, – долж
на бы

ть правильной 
в бесконечности, однозначной в области D

 аналитической ф
ункцией. Е

е 
лорановское разлож

ение в окрестности бесконечно удаленной точки им
е-

ет, следовательно, вид  




...
2 2

1














z c

z c
V

z
f

dz

dw
, 

 
 

(7.1)  

12
8 

 

В
 э
ти
х 
пр
ед
по
ло
ж
ен
ия
х 
пр
и 
за
да
нн
ом

 р
ас
хо
де

 N
 с
ущ

ес
тв
уе
т 
ед
ин

-
ст
ве
нн
ы
й 
бе
зв
их
ре
во
й 
по
то
к 
в 
об
ла
ст
и 

D
, о
бт
ек
аю

щ
ий

 С
0 
и 

C
1.

  
И
ск
ом

ы
й 

ко
м
пл
ек
сн
ы
й 

по
те
нц
иа
л 

w
 

=
 

f(
z)

 
ре
ал
из
уе
т 

вз
аи
м
но

-
од
но
зн
ач
но
е 
ко
нф

ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 о
бл
ас
ти

 D
 н
а 
по
ло
су

 
N

v



0

 с
 

со
от
ве
тс
тв
ие
м

 б
ес
ко
не
чн
о 
уд
ал
ен
ны

х 
то
че
к:

 









f

. 
3)

 П
от
ок

 в
 к
ри
во
ли
не
йн
ой

 п
ол
уп
ло
ск
ос
т
и.

 
П
ус
ть

 д
ан
а 
ли
ни
я 
С

 б
ез

 т
оч
ек

 с
ам
оп
ер
ес
еч
ен
ия

, 
со
де
рж

ащ
ая

 б
ес
ко

-
не
чн
о 
уд
ал
ен
ну
ю

 т
оч
ку

 и
 з
ам
кн
ут
ая

 н
а 
сф
ер
е 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
пе
ре
м
ен
но
го

; 
D

 п
ус
ть

 о
бо
зн
ач
ае
т 
од
ну

 и
з 
дв
ух

 о
бл
ас
те
й,

 о
гр
ан
ич
ен
ны

х 
ли
ни
ей

 С
. 
В

 о
б-

ла
ст
и 

D
 т
ре
бу
ет
ся

 п
ос
тр
ои
ть

 п
от
ок

, о
бт
ек
аю

щ
ий

 к
ри
ву
ю

 С
 и

 о
бл
ад
аю

щ
ий

 
за
да
нн
ой

 п
о 
ве
ли
чи
не

 с
ко
ро
ст
ью

 в
 б
ес
ко
не
чн
ос
ти

 


V
. 

Е
сл
и 
до
по
лн
ит
ел
ьн
о 
пр
ед
по
ло
ж
ит
ь,

 ч
то

 С
 в
о 
вс
ех

 т
оч
ка
х 
об
ла
да
ет

 
не
пр
ер
ы
вн
о 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ру
ем
ой

 к
ри
ви
зн
ой

, в
кл
ю
ча
я 
и 
бе
ск
он
еч
но

 у
да
ле
н-

ну
ю

 т
оч
ку

, и
 р
ас
см
ат
ри
ва
ть

 л
иш

ь 
по
то
ки

 с
 о
гр
ан
ич
ен
ны

м
и 
ск
ор
ос
тя
м
и,

 т
о 

ре
ш
ен
ие

 б
уд
ет

 е
ди
нс
тв
ен
ны

м
. 

И
ск
ом

ы
й 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

w
 =

 f
(z

) 
ре
ал
из
уе
т 
ко
нф

ор
м
но
е 

от
об
ра
ж
ен
ие

 
об
ла
ст
и 

D
 
на

 
ве
рх
ню

ю
 
по
лу
пл
ос
ко
ст
ь 

пр
и 

ус
ло
ви
ях

 















V
f

f
,

. 

В
 к
ач
ес
тв
е 
пр
им

ер
а 
ук
аж

ем
 в
ид
ои
зм
ен
ен
ия

, 
ко
то
ры

е 
на
дл
еж

ит
 с
де

-
ла
ть

 в
 з
ад
ач
ах

 1
 –

 3
 п
ри

 р
ас
см
от
ре
ни
и 
эл
ек
тр
ос
та
ти
че
ск
их

 п
ол
ей

. 
В
сю

ду
 

те
рм

ин
 «
об
те
ка
ем
ы
й 
ко
нт
ур

» 
за
м
ен
яе
тс
я 
те
рм

ин
ом

 «
пр
ов
од
ни
к»

 (
то
чн
ее

, 
сл
ед

 п
ро
во
дя
щ
ег
о 
ци
ли
нд
ра

, 
пе
рп
ен
ди
ку
ля
рн
ог
о 
пл
ос
ко
ст
и 

z)
, 

«с
ко
ро
ст
ь»

 
за
м
ен
яе
тс
я 

«н
ап
ря
ж
ен
но
ст
ью

 п
ол
я»

, 
«ф

ун
кц
ия

 т
ок
а»

 –
 «
по
те
нц
иа
ло
м

»,
 

«п
от
ен
ци
ал
ьн
ая

 ф
ун
кц
ия

» 
– 

«с
ил
ов
ой

 ф
ун
кц
ие
й»

, 
«р
ас
хо
д»

 –
 «
ра
зн
ос
ть
ю

 
по
те
нц
иа
ло
в»

 и
 т

.д
. 
В

 з
ад
ач
е 

1 
за
да
ни
е 
ци
рк
ул
яц
ии

 з
ам
ен
яе
тс
я 
за
да
ни
ем

 

су
м
м
ар
но
го

 з
ар
яд
а 




2
41

1






ic

dz
z

f
e

C


, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 в
 ф
ор
м
ул
е 

(7
.1

) 

ei
c

2
1





 и

 ч
ле
н 
с 
ло
га
ри
ф
м
ом

 в
 ф
ор
м
ул
е 

(7
.2

) 
им

ее
т 
ви
д 

z
L

n
ei

1
2

.  

4)
 У
да
рн
ы
е 
за
да
чи

. 
Зн
ач
ит
ел
ьн
ая

 ч
ас
ть

 т
ак
их

 з
ад
ач

 о
хв
ат
ы
ва
ет
ся

 
сл
ед
ую

щ
ей

 с
хе
м
ой

. 
В

 с
ос
уд
е 
А

 н
ах
о-

ди
тс
я 

по
ко
ящ

ая
ся

 
ил
и 

дв
иж

ущ
ая
ся

 
ж
ид
ко
ст
ь,

 в
 к
от
ор
ой

 п
ла
ва
ю
т 
тв
ер
ды

е 
те
ла

 B
k 

(k
 =

 1
, 

2,
 .

.. 
, 

n)
 (
ри
с.

 7
.1

).
 В

 
м
ом

ен
т 
вр
ем
ен
и 

t 
=

 0
 н
а 
те
ла

 п
од
ей

-
ст
во
ва
ли

 и
м
пу
ль
си
вн
ы
е 
си
лы

 т
ак

, 
чт
о 

те
ло

 
В

k 
по
лу
чи
ло

 
м
гн
ов
ен
но

 
пр
ир
а-

щ
ен
ие

 с
ко
ро
ст
и 

i k
V

 (
уд
ар

).
 Т
ре
бу
ет
ся

 
на
йт
и 
по
ле

 и
м
пу
ль
си
вн
ы
х 
ск
ор
ос
те
й 

i
V

 и
 
ра
сп
ре
де
ле
ни
е 

им
пу
ль
си
вн
ы
х 

Р
и
с.

 7
.1

 

29
 

 

И
та
к,

 ф
ун
кц
ия

 
z

w
co

s


 о
то
бр
аж

ае
т 
по
ло
су

 0
 <

 х
 <

 
 н
а 
вс
ю

 п
ло
с-

ко
ст
ь 

w
 с

 р
аз
ре
за
м
и 
по

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 
ос
и 
от

 



 д
о 

-1
 и

 о
т 

1 
до

 +


.  
 Ф
ун
кц
и
я 
Ж
ук
ов
ск
ог
о 

 
 




z1
z

21
w

 
 

 
 

 
(2

.3
) 

 

яв
ля
ет
ся

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 в
о 
вс
ей

 п
ло
ск
ос
ти

, к
ро
м
е 
то
чк
и 

z 
=

 0
, г
де

 о
на

 и
м
е-

ет
 

по
лю

с 
пе
рв
ог
о 

по
ря
дк
а.

 
П
ро
из
во
дн
ая

 
ф
ун
кц
ии

 
Ж
ук
ов
ск
ог
о 

0
1

1
21

2


 
 



z

w
 п
ри

 
1


z

, 
а 
зн
ач
ит

, 
от
об
ра
ж
ен
ие

, 
ос
ущ

ес
тв
ля
ем
ое

 

эт
ой

 
ф
ун
кц
ие
й,

 
ве
зд
е 

ко
нф

ор
м
но

, 
кр
ом

е 
то
че
к 

z 
=

 ±
 1

. 
Ф
ун
кц
ия

 

 
 




z
z

w
1

21
 о
то
бр
аж

ае
т 
ко
нф

ор
м
но

 о
бл
ас
ть

 |
z|

 <
 1

 н
а 
вс
ю

 п
ло
ск
ос
ть

 w
, 

ра
зр
ез
ан
ну
ю

 п
о 
от
ре
зк
у 

[-
1,

 1
] 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 о
си

. 
Г
ра
ни
ца

 о
бл
ас
ти

 –
  

ок
ру
ж
но
ст
ь 

|z
| 

=
 l

 –
 о
то
бр
аж
ае
тс
я 
на

 э
то
т 
от
ре
зо
к,

 п
ри
че
м

 в
ер
хн
яя

 п
ол
у-

ок
ру
ж
но
ст
ь 
от
об
ра
ж
ае
тс
я 
на

 н
иж

ни
й,

 а
 н
иж

ня
я 

– 
на

 в
ер
хн
ий

 к
ра
й 
ра
зр
ез
а.

  
А
на
ло
ги
чн
о 
об
ла
ст
ь 

1


z
 о
то
бр
аж
ае
тс
я 
на

 в
то
ро
й 
эк
зе
м
пл
яр

 п
ло
ск
о-

ст
и 

w
, 
ра
зр
ез
ан
но
й 
по

 о
тр
ез
ку

 [
-1

, 
1]

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 
ос
и,

 п
ри
че
м

 в
ер
хн
яя

 
по
лу
ок
ру
ж
но
ст
ь 

|z
| 

=
 1

, 
Im

z 
>

 0
 о
то
бр
аж
ае
тс
я 
на

 в
ер
хн
ий

 б
ер
ег

, 
а 
ни
ж
ня
я 

по
лу
ок
ру
ж
но
ст
ь 

|z
| =

 1
, I

m
z 

<
 0

 –
 н
а 
ни
ж
ни
й 
бе
ре
г 
ра
зр
ез
а 

(р
ис

. 2
.1

1)
. 

В
ся
ка
я 
ок
ру
ж
но
ст
ь 
ра
ди
ус
а 

R
1

 о
то
бр
аж

ае
тс
я 
ф
ун
кц
ие
й 

(2
.3

) 
в 
эл

-

ли
пс

 с
 п
ол
уо
ся
м
и 

 
 




R
R

a
1

21
, 

R
R

b
1

21



 и

 ф
ок
ус
ам
и 
в 
то
чк
ах

 (
-1

, 0
) 
и 

(1
, 0

).
  

Р
и
с.

 2
.1

1 
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Л
учи arg z =

 
 (кром

е 
 =

 0, 
2 


, ) отображ

аю
тся на соответствую

-

щ
ие 

ветви 
гиперболы

 
1

cos
cos

2 2

2 2







v
u

, 
лучи 

arg z 
=

 
0, 

2
arg





z

, 




z
arg

 отображ
аю

тся на дваж
ды

 пробегаем
ы
е бесконечны

е отрезки дей-
ствительной или м

ним
ой осей. 

П
ри
м
ер 11. П

ользуясь ф
ункцией Ж

уковского, найти образ области 

0 <
 | z| <

 l, 
4

arg
0





z

. 

Р
еш
ение. П

одставим
i

re
z


 в ф
ункцию

 Ж
уковского 

 
 




z
z

w
1

2 1
 и 

вы
делим

 действительную
 и м

ним
ую

 части; получим
 

.
sin

1
2 1

,
cos

1
2 1




 
 




 
 




r
r

v
r

r
u

 

О
бходя 

контур 
сектора 

в 
полож

ительном
 
направлении 

О
А
В
О

  
(рис. 2.12), получим

 отрезок О
А

, которы
й перейдет в бесконечны

й отрезок 
действительной оси, пробегаем

ы
й от 




u
 до 

1


u
 (рис. 2.13), дуга А

В
 

окруж
ности |z| =

 1 перейдет в отрезок действительной оси А
'В

', а отрезок 
В
О

 перейдет в кривую
  

 
 




 
 




r
r

v
r

r
u

1

4 2
,

1

4 2
, 

2 1
2

2



v

u
 (гипербола). 

 

С
огласно принципу взаим

но-однозначного соответствия границ по-
лучим

, что заданны
й сектор переводится ф

ункцией Ж
уковского в область 

0
,

2 2
,

2 1
2

2






v

u
v

u
. 

Р
и
с. 2.12  

 
 

 
 

Р
и
с. 2.13 
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  где n(а) – число а-точек f(z) в области D

 и кривая С
 проходится против ча-

совой стрелки. Н
о n(а) – целочисленная и непреры

вная ф
ункция точки а, 

следовательно, она постоянна и 



0
1




a
n

 для всех значений а, которы
е 

не приним
аю

тся ф
ункцией f(z) на контуре С

. Т
аким

 образом
, f(z) в области 

D
 приним

ает и притом
 только один раз лю

бое значение, которое она не 
приним

ает на контуре С
, а этот контур, как видно из граничного условия 

(7.3), она переводит в отрезок, параллельны
й оси u. У

тверж
дение доказано.  

Задача распространяется на случай обтекания систем
ы

 контуров (по-
липланы

). В
 этом

 случае, кром
е скорости в бесконечности, следует задать 

значения циркуляций при обходе каж
дого контура.  

2) П
от
ок в криволинейной полосе. П

усть даны
 две линии С

0  и C
1 , 

им
ею

щ
ие общ

им
и лиш

ь свои концы
, располож

енны
е в точке 




z
, и 

пусть D
 – область, заклю

ченная м
еж

ду этим
и кривы

м
и. В

 области D
 тре-

буется построить безвихревой поток, обтекаю
щ
ий С

0  и С
1  и им

ею
щ
ий за-

данны
й расход N

, т.е. поток скорости V
 через произвольную

 кривую
 , со-

единяю
щ
ую

 линии С
0  и C

1 . 
П
усть 


z

f
w


 ком
плексны

й потенциал иском
ого поля. У

словие об-
текания С

0  и С
1  сводится к том

у, что на этих кривы
х ф

ункция 

z

f
v

Im


 
долж

на приним
ать некоторы

е постоянны
е значения, наприм

ер:  




  


.
С 

на
  

,
С 

на
 

,
1

1

0
0

v v
y

x
v

 

П
о ф

орм
уле потока через линию

 С
 расход  




0
1

,
v

v
ds

N






n

V
, 

следовательно, разность и 
0

1
v

v


 известна. Т
ак как f(z) определяется лиш

ь 
с 

точностью
 
до 

постоянного 
слагаем

ого, 
то 

всегда 
м
ож

но 
принять 

N
v

v



1

0
,0

. 
Б
ез дополнительны

х ограничений на поведение f(z) в бесконечности 
задача 

неопределенна. 
Д
ействительно, 

рассм
отрим

, 
наприм

ер, 
полосу 

N
y



0

, где N
 – заданны

й расход; тогда всем
 поставленны

м
 условиям

 

удовлетворяет ф
ункция 




N
z

n
n

e
z

z
f








,

, ибо при лю
бом

 целом
 n и дей-

ствительном
  ее м

ним
ая часть 

N ny
e

y
N

x
n





sin


 приним

ает на границах 

полосы
 постоянны

е значения 
N

v
v




1
0

,0
. П

оэтом
у м

ы
 предполож

им
 до-

полнительно, что: 1) кривы
е С

0  и С
1  обладаю

т гладкой кривизной, 2) при 



z

 остается ограниченной ш
ирина полосы

 D
, а такж

е кривизны
 кри-

вы
х С

0  и С
1  и производны

е этих кривизн, 3) рассм
атриваю

тся лиш
ь тече-

ния с ограниченной в бесконечности скоростью
. 

12
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И
з 
ф
ор
м
ул
ы

 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 

по
те
нц
иа
ла

 
по
ля

 
сл
ед
уе
т 
то
гд
а,

 
чт
о 

iN
i

c








2
1

, г
де

 Г
 и

 N
 –

 ц
ир
ку
ля
ци
я 
и 
по
то
к 
вд
ол
ь 
лю

бо
го

 з
ам
кн
ут
о-

го
 к
он
ту
ра

, 
ох
ва
ты
ва
ю
щ
ег
о 
С

. 
Н
о 
та
к 
ка
к 
по
то
к 
об
те
ка
ет

 С
 и

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 

не
т 
ис
то
чн
ик
ов

, 
то

 N
 =

 0
 и

, 
ин
те
гр
ир
уя

 (
7.

1)
, 
м
ы

 п
ол
уч
ае
м

 c
ле
ду
ю
щ
ее

 р
аз

-
ло
ж
ен
ие

 к
ом
пл
ек
сн
ог
о 
по
те
нц
иа
ла

 в
 о
кр
ес
тн
ос
ти

 б
ес
ко
не
чн
о 
уд
ал
ен
но
й 

то
чк
и:

  


...

ln
2

2














zc
z

i
c

z
V

z
f

w


, 
 

 
(7

.2
) 

 

гд
е 
с 

– 
пр
ои
зв
ол
ьн
ая

 п
ос
то
ян
на
я.

 В
ел
ич
ин
а 
ци
рк
ул
яц
ии

 Г
 д
ол
ж
на

 б
ы
ть

 з
а-

да
на

 –
 в

 э
то
м

 с
ос
то
ит

 п
ер
во
е 
гр
ан
ич
но
е 
ус
ло
ви
е 
за
да
чи

 п
ол
но
го

 о
бт
ек
ан
ия

. 
В
то
ро
е 
гр
ан
ич
но
е 
ус
ло
ви
е 
от
но
си
тс
я 
к 
ко
нт
ур
у 
С

; 
в 
си
лу

 у
сл
ов
ия

 о
бт
ек
а-

ни
я 
в 
лю

бо
й 
то
чк
е 
ко
нт
ур
а 
С

 с
ко
ро
ст
ь 
по
то
ка

 д
ол
ж
на

 б
ы
ть

 н
ап
ра
вл
ен
а 
по

 
ка
са
те
ль
но
й 
к 
С

. 
И
ны

м
и 
сл
ов
ам
и,

 к
он
ту
р 
С

 д
ол
ж
ен

 б
ы
ть

 о
дн
ой

 и
з 
ли
ни
й 

то
ка

, т
.е

. н
а 
ко
нт
ур
е 
С

 д
ол
ж
но

 в
ы
по
лн
ят
ьс
я 
ус
ло
ви
е 

 
v 

(х
, у

) 
=

 c
on

st
.  

 
 

 
 

(7
.3

) 
 

Д
ок
аж

ем
 е
ди
нс
тв
ен
но
ст
ь 
ре
ш
ен
ия

 з
ад
ач
и 
пр
и 
за
да
нн
ой

 с
ко
ро
ст
и 
в 

бе
ск
он
еч
но
ст
и 

V

 и

 з
ад
ан
но
й 
ци
рк
ул
яц
ии

 Г
. 
П
ус
ть

 f
l(z

) 
и 

f 2
(z

) 
– 
ко
м
пл
ек
с-

ны
е 

по
те
нц
иа
лы

, 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ие

 
дв
ум

 
ре
ш
ен
ия
м

 
за
да
чи

, 
и 








 z

f
z

f
z

f
2

1



. Ф

ун
кц
ия

 f
(z

),
 о
че
ви
дн
о,

 о
дн
оз
на
чн
а 
и 
ан
ал
ит
ич
на

 в
сю

-
ду

 в
 D

, в
кл
ю
ча
я 
бе
ск
он
еч
но

 у
да
ле
нн
ую

 т
оч
ку

. Е
е 
м
ни
м
ая

 ч
ас
ть

 v
(z

) 
по
ст
о-

ян
на

 н
а 
С

 и
 г
ар
м
он
ич
на

 в
сю

ду
 в

 D
 (
вк
лю

ча
я 
бе
ск
он
еч
но

 у
да
ле
нн
ую

 т
оч
ку

).
 

П
о 

те
ор
ем
е 

ед
ин
ст
ве
нн
ос
ти

 
ре
ш
ен
ия

 
за
да
чи

 
Д
ир
их
ле

 
до
лж

но
 
бы

ть
  

v(
z)

 
 c

on
st

 и
, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 f
(z

) 
=

 c
on

st
. 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
на
ш
и 
ко
м
пл
ек
с-

ны
е 
по
те
нц
иа
лы

 о
тл
ич
аю

тс
я 
ли
ш
ь 
по
ст
оя
нн
ы
м

 с
ла
га
ем
ы
м

, 
чт
о 
не

 в
ли
яе
т 

на
 р
ас
пр
ед
ел
ен
ие

 с
ко
ро
ст
ей

.  
О
тм
ет
им

, 
чт
о 
в 
сл
уч
ае

 б
ес
ци
рк
ул
яц
ио
нн
ог
о 
об
те
ка
ни
я,

 к
ог
да

 Г
 =

 0
, 

ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 


 z

f
w


 р
еа
ли
зу
ет

 в
за
им

но
-о
дн
оз
на
чн
ое

 о
то
бр
а-

ж
ен
ие

 о
бл
ас
ти

 D
 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
не
ко
то
ро
го

 о
тр
ез
ка

, п
ар
ал
ле
ль
но
го

 о
си

 u
. В

 
са
м
ом

 д
ел
е,

 и
з 
ра
зл
ож

ен
ия

 f(
z)

 в
 о
кр
ес
тн
ос
ти

 б
ес
ко
не
чн
ос
ти

  


...

2











zc
c

z
V

z
f

w
 

ви
дн
о,

 
чт
о 
гл
ав
ны

й 
чл
ен

 
ра
зл
ож

ен
ия

 
им

ее
т 
ви
д 

z
V


, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 
ф
ун
кц
ия

 w
 =

 f
(z

) 
ре
ал
из
уе
т 
вз
аи
м
но

-о
дн
оз
на
чн
ое

 о
то
бр
аж

ен
ие

 о
кр
ес
тн
о-

ст
ей

 б
ес
ко
не
чн
о 
уд
ал
ен
ны

х 
то
че
к 
пл
ос
ко
ст
ей

 z
 и

 w
 (
эт
о 
сл
ед
уе
т 
та
кж

е 
из

 
то
го

, 
чт
о 
су
щ
ес
тв
уе
т 




0






V

f
).

 Т
ак

 к
ак

 f
(z

) 
им

ее
т 
в 
об
ла
ст
и 

D
 о
ди
н 

по
лю

с 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а 

(в
 б
ес
ко
не
чн
ос
ти

),
 т
о 
по

 п
ри
нц
ип
у 
ар
гу
м
ен
та

 д
ля

 
до
ст
ат
оч
но

 б
ол
ьш

их
 а

 и
м
ее
м

:  








0
21

1








 C
a

z
f

dz
z

f

i
a

n


, 
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2.
3.

 П
р
и
м
ер
ы

 к
он
ф
ор
м
н
ы
х 
от
об
р
аж

ен
и
й

 
 П
ри

 ф
ак
ти
че
ск
ом

 п
ос
тр
ое
ни
и 
ф
ун
кц
ии

, 
ре
ал
из
ую

щ
ей

 к
он
ф
ор
м
но
е 

от
об
ра
ж
ен
ие

 д
ан
но
й 
об
ла
ст
и 

D
 н
а 
кр
уг

 и
ли

 н
а 
по
лу
пл
ос
ко
ст
ь,

 н
аи
бо
ле
е 

ча
ст
о 
пр
им

ен
яю

тс
я 
сл
ед
ую

щ
ие

 т
ри

 п
ри
ём
а:

 1
) 
пр
и 
по
м
ощ

и 
од
но
й 
из

 э
ле

-
м
ен
та
рн
ы
х 
ф
ун
кц
ий

, о
дн
ол
ис
тн
ы
х 
в 

D
, 


 z

f



, п
ре
об
ра
зу
ю
т 
об
ла
ст
ь 

D
 в

 
но
ву
ю

 о
бл
ас
ть

 D
1,

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 







w

 к
от
ор
ой

 н
а 
кр
уг

 у
ж
е 

из
ве
ст
но

; 
ис
ко
во
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 
ос
ущ

ес
тв
ля
ет
ся

 
пр
и 

по
м
ощ

и 
ф
ун
кц
ии

 






z
f

w



; 

2)
 п
о 
св
ой
ст
ва
м

 г
ра
ни
цы

 д
ан
но
й 
об
ла
ст
и 

D
 в
ы
яс
ня
ю
тс
я 
св
ой

-
ст
ва

, 
ко
то
ры

м
и 
до
лж

на
 о
бл
ад
ат
ь 
ис
ко
м
ая

 ф
ун
кц
ия

; 
в 
не
ко
то
ры

х 
сл
уч
ая
х 

(о
то
бр
аж

ен
ие

 п
ло
ск
ос
ти

 н
а 
м
но
го
уг
ол
ьн
ик

) 
вы

яв
ле
нн
ы
е 
св
ой
ст
ва

 п
оз
во

-
ля
ю
т 
ср
аз
у 
на
пи
са
ть

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 д
ля

 и
ск
ом

ой
 ф
ун
кц
ии

; 
3)

 и
з 
те
х 
ил
и 
ин
ы
х 

ко
св
ен
ны

х 
со
об
ра
ж
ен
ий

 с
тр
ои
тс
я 
пр
ав
ил
ьн
ая

 в
 D

 ф
ун
кц
ия

, 
пе
ре
во
дя
щ
ая

 
гp

aн
иц
у 

D
 в

 о
кр
уж

но
ст
ь 
ил
и 
в 
пр
ям
ую

; 
пр
ин
ци
п 
со
от
ве
тс
тв
ия

 г
ра
ни
ц 
по
з-

во
ля
ет

 у
тв
ер
ж
да
ть

, ч
то

 п
ос
тр
ое
нн
ая

 ф
ун
кц
ия

 е
ст
ь 
ис
ко
м
ая

. 
П
ри
ве
дё
м

 р
аз
ли
чн
ы
е 
ил
лю

ст
ра
ци
и 
эт
их

 п
ри
ём
ов

. 
 

О
т
об
ра
ж
ен
и
я 
лу
че
вы

х 
об
ла
ст

ей
 

 
1)

 Ф
ун
кц
ия

 













1
0

,0
0

,
1

2











f
f

z
ez

z
f

w
i

 

от
об
ра
ж
ае
т 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

 
1


z

 н
а 
об
ла
ст
ь,

 п
ол
уч
ае
м
ую

 у
да
ле
ни
ем

 и
з 

w
-п
ло
ск
ос
ти

 л
уч
а 

41
,

ar
g




w
w


 (
ри
с.

 2
.1

4,
 

 =
 0

).
 

2)
 Ф
ун
кц
ия

 








0
0

,0
0

,
1

11
2

14

2















f

f
z

kk
z

z

k

ka
z

f
w

 

Р
и
с.
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36 
  даёт конф

орм
ное отображ

ение на полуплоскость у >
 0 области 


a

D
,

, по-
лучаем

ой удалением
 из полуплоскости 

0


v
 отрезка 

i
a

a


,
 (рис. 2.20). 

 

Ф
ункция  




2
4 2

a
z

cth
z

z
f

w









 

даёт отображ
ение на полосу 0 <

 у <
 1 области 


a

D
,

1


, получаем
ой удале-

нием
 из полосы

 0 <
 v <

 1 отрезка 
i

a
a


,

 (рис. 2.21). 

 П
ри 

этих 
отображ

ениях 
устанавливается 

следую
щ
ее 

соответствие 
м
еж

ду точкам
и оси х и оси u:  

Р
и
с. 2.19

Р
и
с. 2.21 

Р
и
с. 2.20 
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








1
,

,


 






l

l
l


 

внеш
ности С

* на внеш
ность неко-

торого круга 
R




.  

Т
огда 

суперпозиция 



l
и 

(6.38) 







z

g
z

l






осущ

ествля-
ет 

отображ
ение 

внеш
ности 

С
 
на 

внеш
ность 

R



 с 

норм
ировкой 













1
,


 


 


 







l
g

g
.  

П
оэтом

у иском
ы
м

 ком
плексны

м
 по-

тенциалом
 служ

ит ф
ункция (6.37). В

 
острой 

кром
ке 

кры
ла 

А
, 
где 

z =
 2 

(рис. 6.19), производная (6.38) 




  
  








2

2
2

4
1

2 1

z
z

z

z

dz

d
 

(эф
ф
ект острия), а так как 




 
l

d d



конечна всю

ду на С
*, то и 













2
2

z
z

dz

d
l

dz

d





. 

О
днако, как показал известны

й русский учены
й С

. А
. Ч

аплы
гин, при 

обтекании проф
иля с острой кром

кой А
 под влиянием

 вязкости и вихреоб-
разования точка схода потока см

ещ
ается в точку А

. В
 силу этого условия в 

точке окруж
ности 

R



, соответствую

щ
ей А

, производная 
d dw

 обращ
а-

ется в нуль и результирую
щ
ая величина скорости 

dz

d

d dw

dz

dw






 оказы

ва-

ется конечной.  
Э
то условие назы

вается условием
 Ч
аплы

гина. С
огласно условию

 Ч
а-

плы
гина при обтекании контура с одной острой кром

кой однозначно опре-
деляется полож

ение точки схода потока, а следовательно, по (6.36) и вели-
чина циркуляции Г

 в ф
орм

уле (6.37). С
корость в бесконечности V

∞  остает-
ся ком

плексны
м

 парам
етром

 (изм
енение, наприм

ер, направления вектора 
V
  означает изм

енение угла атаки).  
  

 

Р
и
с. 6.19 

12
4 

 В
 п
ро
ст
ра
нс
тв
е 
ем
у 
со
от
ве
тс
тв
уе
т 
по
ле

 в
 у
гл
е 
м
еж

ду
 п
ло
ск
ос
тя
м
и,

 о
бр
аз
о-

ва
нн
ое

 р
ав
но
м
ер
но

 з
ар
яж

ен
но
й 
пр
ям
ой

, 
па
ра
лл
ел
ьн
ой

 л
ин
ии

 п
ер
ес
еч
ен
ия

 
пл
ос
ко
ст
ей

.  
О
то
бр
аз
им

 у
го
л 

D
 н
а 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
уп
ло
ск
ос
ть

 с
 п
ом

ощ
ью

 ф
ун
кц
ии

  
3 z




, 

за
ря
д 

q 
пе
ре
йд
ет

 п
ри

 э
то
м

 в
 т
оч
ку

 
i

a
3

1



. 
За
да
ча

 с
ве
ла
сь

 к
 о
пр
ед
ел
ен
ию

 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
по
те
нц
иа
ла

 п
ол
я 
то
че
чн
ог
о 
за
ря
да

 в
 п
ол
уп
ло
ск
ос
ти

. 
Д
ля

 е
е 

ре
ш
ен
ия

 м
ы

 з
ам
ет
им

, 
чт
о 
вл
ия
ни
е 
пр
ов
од
ящ

ей
 п
ря
м
ой

 I
m

 
 =

 0
 м
ож

ет
 б
ы
ть

 
за
м
ен
ен
о 

вл
ия
ни
ем

 
за
ря
да

 
ве
ли
чи
ны

 
q


, 
со
ср
ед
от
оч
ен
но
го

 
в 

то
чк
е 

i
a3

2





. 
В

 с
ам
ом

 д
ел
е,

 д
ля

 п
ол
я 
дв
ух

 н
аш

их
 т
оч
еч
ны

х 
за
ря
до
в 
пр
ям
ая

 
яв
ля
ет
ся

 о
дн
ой

 и
з 
эк
ви
по
те
нц
иа
ль
ны

х 
ли
ни
й 
и,

 с
ле
до
ва
те
ль
но

, 
в 
ве
рх
не
й 

по
лу
пл
ос
ко
ст
и 
по
ле

 д
ву
х 
то
че
чн
ы
х 
за
ря
до
в 
со
вп
ад
ае
т 
с 
по
ле
м

 о
дн
ог
о 
то

-
че
чн
ог
о 
за
ря
да

 и
 з
ар
яд
ов

, 
ин
ду
ци
ро
ва
нн
ы
х 
им

 н
а 
пр
ям
ой

 I
m

 
 =

 0
. 
Т
ак
им

 
об
ра
зо
м

, 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
вс
по
м
ог
ат
ел
ьн
ог
о 
по
ля

 о
пр
ед
ел
яе
тс
я 
по

 
ф
ор
м
ул
е 

i
a

i
a

qi
L

n
w

33

2





. 

И
ск
ом

ы
й 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
по
лу
чи
м

, 
за
м
ен
яя

 
в 
по
сл
ед
не
й 

ф
ор
м
ул
е 

3 z



: 

i
a

z

i
a

z
qi

L
n

w
3

3

3
3

2



. 

 
 

 
(6

.4
1)

 

С
ем
ей
ст
во

 э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ьн
ы
х 
ли
ни
й 
по
ля

 о
пр
ед
ел
яе
тс
я 
ур
ав
не
ни
ем

 

co
ns

t
c

i
a

z

i
a

z





3
3

3
3

. 

В
во
дя

 п
ол
яр
ны

е 
ко
ор
ди
на
ты

 
i

re
z


, з
ап
иш

ем
 э
то

 у
ра
вн
ен
ие

 в
 в
ид
е 

 



6

3
3

6
2

6
3

3
6

3
si

n
2

3
si

n
2

a
r

a
r

c
a

r
a

r











, 

от
ку
да

 



3

si
n

4
11

3
3

6
6

22

r
a

a
r

cc





, и
 о
ко
нч
ат
ел
ьн
о:

 

 
 




36
3

3
si

n
ra

r
C


, 

гд
е 
С

 –
 п
ро
из
во
ль
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

. В
 ч
ас
тн
ос
ти

, п
ри

 С
 =

 0
 э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ь-

на
я 
ли
ни
я 
со
ст
ои
т 
из

 л
уч
ей

 
 =

 0
 и

 
 =

 
/3

, о
гр
ан
ич
ив
аю

щ
их

 п
ол
е.

  
М
ет
од

, 
ко
то
ры

м
 п
ол
ьз
ов
ал
ис
ь 
пр
и 
ре
ш
ен
ии

 п
ос
ле
дн
ей

 з
ад
ач
и 

(з
ам
е-

на
 п
ря
м
ол
ин
ей
но
го

 п
ро
во
дн
ик
а 
то
че
чн
ы
м

 з
ар
яд
ом

, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
м

 д
ан
но

-
м
у 
за
ря
ду

),
 н
аз
ы
ва
ет
ся

 м
ет
од
ом

 и
зо
бр
аж

ен
ий

. В
м
ес
то

 т
ог
о 
чт
об
ы

 и
сп
ол
ь-

зо
ва
ть

 в
сп
ом

ог
ат
ел
ьн
ое

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 
3 z




, 
м
ог
ли

 б
ы

 с
ра
зу

 
пр
им

ен
ит
ь 
эт
от

 м
ет
од

, з
ам
ен
яя

 с
то
ро
ны

 у
гл
а 
си
ст
ем
ой

 з
ар
яд
ов
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5)
 И

сп
ол
ьз
уя

 о
то
бр
аж

ен
ие

 (
2.

4)
, 
не
тр
уд
но

 п
ос
тр
ои
ть

 к
он
ф
ор
м
но
е 

от
об
ра
ж
ен
ие

 е
ди
ни
чн
ог
о 
кр
уг
а 

1


z
 н
а 
об
ла
ст
ь 

D
(

, 
)

, 
по
лу
ча
ем
ую

 и
з 

кр
уг
а 

1


w
 у
да
ле
ни
ем

 п
ря
м
ол
ин
ей
но
го

 о
тр
ез
ка

 д
ли
ны

 
, 
вы

хо
дя
щ
ег
о 
из

 

то
чк
и 

i
e

 и
 п
ри
на
дл
еж

ащ
ег
о 
ра
ди
ус
у 
на
ш
ег
о 
кр
уг
а.

 
И
ск
ом

ая
 з
ав
ис
им

ос
ть

 w
 о
т 

z 
 










0
,

;0
,0

;
;0

,
,

;











h
f

h
f

h
z

f
w

 
оп
ре
де
ли
тс
я 
сл
ед
ую

щ
им

 у
ра
вн
ен
ие
м

: 




we
w

e
h

z

e
ze

h
i

i
i

i













  
 




2
1

, 
 

 
(2

.5
) 

гд
е 
по
ло
ж
ен
о 

 


 


1

41
2

h
. 

О
пи
ш
ем

 п
ол
уч
ен
ие

 ф
ор
м
ул
ы

 (
2.

5)
, н
ап
ри
м
ер

, д
ля

 с
лу
ча
я 

0



.  

Ф
ун
кц
ия

 




h
z

z
h

2
1

1
  

 






 

ре
ал
из
уе
т 
ко
нф

ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 
кр
уг
а

1


z
 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
от
ре
зк
а 


 h4

2,2



 в

 п
ло
ск
ос
ти

 
; с

 д
ру
го
й 
ст
ор
он
ы

, ф
ун
кц
ия

 

w
w

1





 

да
ёт

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 к
ру
га

 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
от
ре
зк
а

 2,2


, н
о 
та

 ж
е 

ф
ун
кц
ия

 п
ре
об
ра
зу
ет

 о
бл
ас
ть

 D
(

, 0
) 

– 
кр
уг

 с
 у
да
лё
нн
ы
м

 и
з 
не
го

 о
тр
ез
ко
м

 


1,

1



 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
от
ре
зк
а 

 
 







 1
2,2

2

. 

Р
и
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О
тсю

да следует, что соотнош
ение (2.5) (при 

0



) есть иском

ое.  
О
чевидно, 




z
z

f


,
0;

; найдём
 главную

 линейную
 часть приращ

е-
ния 




,
;h

z
f

 конф
орм

ного отображ
ения при переходе от h =

 0 к некото-
ром

у бесконечно м
алом

у значению
 h.  

Н
ачнём

 с простейш
его случая 

0



, тогда (2.5) приним

ает вид: 




w
w

h
z

z
h

1
2

1
1




 
 




. 
 

 
 

(2.6) 

П
олож

им
 




z
w

 и подставим
 в (2.6), получим

 














1
2

1
1

2
2

















z

z
z

hz
z

z
h

. 
Зам

ечая, что 
 и h бесконечно м

алы
е одинаковы

х порядков, и отбра-
сы
вая м

алы
е вы

сш
их порядков, переписы

ваем
 последнее соотнош

ение в 
виде 







2
2

2
2

2
2

1
1

z
hz

z
hz

z











. 
О
тсю

да окончательно 

  
  











z

z
h

z
z

w
1

2
2


 

 
 

    (2.7) 

О
т (2.7) нетрудно подойти к общ

ем
у случаю

 
0




. Д
ля этой цели, 

очевидно, достаточно в (2.7) вм
есто z и w

 подставить  
i

ze
 и 

i
w

e
 

z
e he

he
hz

z
z

w
i

i
i






















2

2
2

. 
 

 
(2.8)  

Д
иф

ф
еренцируя соотнош

ение (2.8) по z, получим
 главную

 линейную
 

часть производной  


 2

2
2

1
z

e

he
h

dz

dw
i

i















. 
 

 
 

(2.9) 

Н
аряду с ф

орм
улам

и (2.8) и (2.9) для некоторы
х прилож

ений полезно 
им

еть зависим
ость м

еж
ду аргум

ентам
и точек окруж

ностей 
1


z

 и 
1


w

 

при 
h 

бесконечно 
м
алом

. 
О
граничим

ся 
случаем

 
;0




 тогда, 
полагая 
















,
,

i
i

e
w

e
z

, из (2.7) получим
 




h
h








cos

1
cos

 или по-
сле отбрасы

вания бесконечно м
алы

х вы
сш

их порядков  

2 



ctg

h



.  

 
 

 
(2.10) 

Ф
орм

улы
 (2.7) −

 (2.10), вы
веденны

е для бесконечно м
алы

х h, им
еет 

см
ы
сл прим

енять лиш
ь для точек z, находящ

ихся на конечном
 расстоянии 

i
e

z


 от граничного отрезка D
(, ) (рис. 2.18). 
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Р
егулярная ф

ункция с такой м
ним

ой частью
, это 

1 1
ln

 


 
 t

w
. 

П
одставляя 

 =
 – cos z, получим

 иском
ы
й ком

плексны
й потенциал 




 
 


 





2

ln
2

1
cos

1
cos

ln
z

ctg
i

t

z z
t

z
w




. 

И
м
еем

  




x
chy

x
i

y
sh

t
z

cos

sin
ln

2

 





. 

О
тсю

да получаем
 вы

раж
ение для тем

пературы
 







y
sh

x
arctg

t

x
y

ch

x
i

y
sh

t
z

y
x

v
sin

2

cos

sin
arg

2
Im

,





 





 
 

(6.39) 

и для ф
ункции тока тепла 







x
y

ch

x
i

y
sh

t
z

y
x

u
cos

sin
ln

2
R

e
,

 






. 

 
 

(6.40) 

Ф
орм

улы
 (6.39) и (6.40) позволяю

т написать уравнения сем
ейств 

изотерм
ических линий и линий тока тепла: 

.
cos

,
sin

const
y

ch

x
const

y
sh

x



 

О
писанны

й м
етод прим

еним
 и для реш

ения задач из прим
еров 1 и 2 

подраздела 6.4, если известно отображ
ение области D

 на полуплоскость, то 
вм
есто того, чтобы

 находить конф
орм

ное отображ
ение полуплоскости на 

полосу, удовлетворяю
щ
ее условиям

 задачи, м
ож

но находить регулярную
 в 

этой полуплоскости ф
ункцию

 по ее свойствам
. 

Э
тот м

етод прим
еним

 такж
е для построения поля в лю

бой односвяз-
ной области, на границе которой зада-
ны

 кусочно-постоянны
е значения дей-

ствительной 
или 

м
ним

ой 
части 

ком
-

плексного потенциала. В
 частности, с 

его пом
ощ

ью
 хорош

о реш
аю

тся элек-
тротатические 

задачи, 
в 

которы
х 

на 
границе С

 (односвязной) области D
 за-

дано 
некоторое 

число 
изолирую

щ
их 

точек, 
отделяю

щ
их 

участки 
С

 
с 
раз-

личны
м
и потенциалам

и.  
П
рим

ер 
2. 

Э
лектростатическое 

поле внутри угла D
 0 < arg z <

 π/3, об-
разованное зарядом

 величины
 q, сосре-

доточенны
м

 в точке z
0  =

 ae
π/6 (рис. 6.21). 

Р
и
с. 6.21 
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6.
7.

 Д
р
уг
и
е 
м
ет
од
ы

 
 

П
ри
ве
де
м

 е
щ
е 
не
ск
ол
ьк
о 
пр
им

ер
ов

 
пр
ик
ла
дн
ы
х 
за
да
ч,

 р
еш

ае
м
ы
х 

ин
ы
м
и 
м
ет
од
ам
и,

 ч
ем

 п
ре
дл
ож

ен
ны

е 
в 
пр
ед
ы
ду
щ
их

 п
ун
кт
ах

.  
П
ри
м
ер

 1
. 
Р
ас
пр
ед
ел
ен
ие

 т
ем
пе
ра
ту
р 

в 
пр
ос
тр
ан
ст
ве

, 
ог
ра
ни
че
нн
ом

 д
ву
м
я 
ве
рт
и-

ка
ль
ны

м
и 
ст
ен
ка
м
и,

 н
а 
ко
то
ры

х 
по
дд
ер
ж
и-

ва
ет
ся

 
те
м
пе
ра
ту
ра

 
0

, 
и 
го
ри
зо
нт
ал
ьн
ы
м

 
дн
ом

, 
на
гр
ет
ы
м

 д
о 
те
м
пе
ра
ту
ры

 t
° 

(м
еж

ду
 

ст
ен
ка
м
и 
и 
дн
ом

 и
м
ее
тс
я 
те
пл
ои
зо
ля
ци
я)

. 
За
да
ча

 с
во
ди
тс
я 
к 
оп
ре
де
ле
ни
ю

 к
ом

пл
ек
с-

но
го

 п
от
ен
ци
ал
а 


 z

w



в 
по
лу
по
ло
се

 D
, 

из
об
ра
ж
ен
но
й 

на
 
ри
с.

 
6.

20
 

(р
ас
ст
оя
ни
е 

м
еж

ду
 
ст
ен
ка
м
и 

пр
ин
им

ае
м

 
ра
вн
ы
м

 
)

. 
Р
ас
см
ат
ри
ва
ем
ая

 з
ад
ач
а 
пр
ин
ад
ле
ж
ит

 з
ад
а-

че
 3

, 
од
на
ко

 н
ал
ич
ие

 и
зо
ли
ру
ю
щ
их

 т
оч
ек

 В
 

и 
D

 н
ес
ко
ль
ко

 м
ен
яе
т 
де
ло

. 
Б
уд
ем

 с
чи
та
ть

 
ф
из
ич
ес
ки

 о
че
ви
дн
ы
м

, 
чт
о 
ре
ш
ен
ие

 з
ад
ач
и 

ед
ин
ст
ве
нн
о.

 К
ак

 и
 в

 з
ад
ач
е 

3,
 п
ре
ж
де

 в
се
го

 п
ре
об
ра
зу
ем

 о
бл
ас
ть

 D
 в

 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
уп
ло
ск
ос
ть

; э
то

 о
су
щ
ес
тв
ля
ет

 ф
ун
кц
ия

 

z
z

co
s

2
si

n



 

 






. 

И
зо
ли
ру
ю
щ
ие

 т
оч
ки

 0
 и

 
 п
ер
еш

ли
 п
ри

 э
то
м

 в
 т
оч
ки

 -
1 
и 

1.
  

П
ос
та
ра
ем
ся

 т
еп
ер
ь 
по
до
бр
ат
ь 
ре
гу
ля
рн
ую

 в
 в
ер
хн
ей

 п
ол
уп
ло
ск
ос
ти

 
ф
ун
кц
ию

 w
 =

 g
 (


),
 м
ни
м
ая

 ч
ас
ть

 к
от
ор
ой

 н
а 
от
ре
зк
е 

(–
1,

 1
),

 с
оо
тв
ет
ст
ву

-
ю
щ
ем

 д
ну

 A
D

, 
пр
ин
им

ае
т 
зн
ач
ен
ие

 t
, 
а 
на

 л
уч
ах

 (
–∞

, 
–1

) 
и 

(1
,

),
 с
оо
тв
ет

-
ст
ву
ю
щ
их

 с
те
нк
ам

 А
В

 и
 D

E
, –

 з
на
че
ни
е 

0.
 П
од
об
ра
в 
та
ку
ю

 ф
ун
кц
ию

 з
ам
е-

ти
м

, 
чт
о 
су
пе
рп
оз
иц
ия

 w
 =

 g
 (

–c
os

 z
) 
сл
уж

ит
 и
ск
ом

ы
м

 к
ом

пл
ек
сн
ы
м

 п
о-

те
нц
иа
ло
м

. 
М
ни
м
ую

 ч
ас
ть

 g
(

) 
ес
те
ст
ве
нн
о 
ис
ка
ть

 с
ре
ди

 л
ин
ей
ны

х 
ко
м
би
на
ци
й 

ф
ун
кц
ий

 a
rg

(
 +

 1
) 
и 

ar
g(


 –
 1

) 
: 










3
2

1
1

ar
g

1
ar

g
Im

c
c

c
g













. 
Д
ля

 о
пр
ед
ел
ен
ия

 т
ре
х 
по
ст
оя
нн
ы
х 
с 1

, 
с 2

 и
 с

3 
им

ее
м

 с
ле
ду
ю
щ
ие

 т
ри

 
ус
ло
ви
я:

 
1)

 
пр
и 




0
Im

,1
3

2
1














c

c
c

g
x





; 

2)
 
пр
и 




t
c

c
g

x









3

2
Im

,1
1




; 
3)

 
пр
и 




0
Im

,
1

3








c
g

x


. 
О
тс
ю
да

 













11
ar

g
1

ar
g

1
ar

g
Im



















t
t

g
. 

Р
и
с.

 6
.2

0 
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 6)
 П
ри
м
ен
яя

 к
 о
то
бр
аж

ен
ию

 (
2.

5)
 п
ри
нц
ип

 с
им

м
ет
ри
и 
Ш
ва
рц
а,

 м
ы

 
по
лу
чи
м

, 
чт
о 
та

 ж
е 
ф
ор
м
ул
а 
да
ёт

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 в
не
ш
но
ст
и 

ед
ин
ич
но
го

 к
ру
га

 
1


z

 н
а 
об
ла
ст
ь 





,

D
, 
по
лу
ча
ем
ую

 у
да
ле
ни
ем

 и
з 
об

-

ла
ст
и 

1


w
 к
ус
ка

 р
ад
иу
са

 



w

ar
g

, 
вы

хо
дя
щ
ег
о 
из

 т
оч
ки

 
i e

 и
 д
ли
ны

 










1
1

1

1
. 
Д
ля

 э
то
го

 о
то
бр
аж

ен
ия

 т
ак
ж
е 
им

ею
т 
м
ес
то

 ф
ор
м
ул
ы

 [
(2

.5
) 

−
 (

2.
10

)]
. 

7)
 
О
то
бр
аж

ен
ие

 
кр
уг
а 

1


z
 н
а 
по
ло
су

 
0 

<
 v

 <
 1

. 
Е
го

 
ре
ал
из
уе
т 

ф
ун
кц
ия

  


zz

i
z

f
w





11

ln
1 

,  
i

e

i
e

z
ww






. 
 

 
(2

.1
1)

 

О
тм
ет
им

, 
чт
о 
пр
и 
эт
ом

 о
то
бр
аж

ен
ии

 п
уч
ок

 о
кр
уж

но
ст
ей

, 
пр
ох
од
я-

щ
их

 ч
ер
ез

 т
оч
ки

 -
1,

 +
1,

 п
ер
ех
од
ит

 в
 п
уч
ок

 п
ря
м
ы
х,

 п
ар
ал
ле
ль
ны

х 
ос
и 

u 
(р
ис

. 
2.

19
).

 О
тм
ет
им

 е
щ
ё 
вы

ра
ж
ен
ие

 д
ля

 п
ро
из
во
дн
ой

 

 z

f
 р
ас
см
ат
ри
ва
е-

м
ог
о 
от
об
ра
ж
ен
ия

 



2
1

1
2

z
z

f






. 

8)
 О
то
бр
аж

ая
 к
он
ф
ор
м
но

 к
ру
ги

 
1


z

, 
|w

| <
 1

 н
а 
ве
рх
ни
е 
по
лу
пл
ос

-

ко
ст
и 
и 
на

 е
ди
ни
чн
ы
е 
по
ло
сы

 [
от
об
ра
ж
ен
ие

 (
2.

11
)]

, 
по
лу
чи
м

 и
з 
ре
зу
ль
та

-
то
в 
п.

 5
° 
сл
ед
ую

щ
ее

: 




a
z

z
z

f
w







1

22 
 

Р
и
с.

 2
.1

8 
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Зам
етим

, что в силу принципа сим
м
етрии Ш

варца ф
орм

улы
 [(2.16) 

—
 (2.18)] справедливы

 такж
е для отображ

ения внеш
ности области D

 ( 
, ) 

на внеш
ность круга 

1


w
. 

11) П
риведём

 ещ
ё несколько ф

ор-
м
ул, относящ

ихся к отображ
ениям

 кру-
говы

х луночек. П
усть луночка D

(k
0 ,k,H

) 
ограничена дугам

и окруж
ностей С

0  и С
 

кривизн, соответственно, k
0  и k, причём

 
H

 означает длину принадлеж
ащ

его D
 от-

резка общ
ей норм

али С
0 и С

 (рис. 2.27).  
П
редполож

им
, что угловы

е точки 
луночки располож

ены
 в точках z =

 ±1 и 
что окруж

ности С
0  и С

 пересекаю
т м

ни-
м
ую

 ось, соответственно, в точках 
2

1 ,



i

i
. Т

огда в силу свойства отобра-
ж
ения (2.11), оно даёт конф

орм
ное отображ

ение луночки, ограниченной 
С

0 , С
 на полосу h

1 <
 v <

h
2 , где  

    

 

.
2

,
2

2
2

1
1







arctg
h

arctg
h

                                 
(2.19) 

Т
аким

 образом
, путём

 отображ
ения (2.11) и дополнительного преоб-

разования подобия плоскостей z и w
 м
ы

 м
ож

ем
 достроить конф

орм
ное 

отображ
ение лю

бой луночки D
(k

0 ,k,H
) на полосу 0 <

 v <
h.  

П
усть 

угловы
е 

точки 
луночки 

D
(k

0 ,k,H
) 
располож

ены
 
в 

точках 
z =

 ± l; а 
2

1 ,iH
iH

 суть точки пересечения дуг С
0  и С

 с м
ним

ой осью
. П

ри 
этих обозначениях ф

ункция 


  
  


 





2 1

ln
1

1
2

z
l

z
li

h
h

h
z

f
w


  

  
     (2.20) 

будет давать конф
орм

ное отображ
ение луночки D

 на полосу 0 <
 v <

 h, при-
чём

 

,
,

2
1

1
1

l H

l H






 

а h
1  и h

2  определяю
тся по ф

орм
уле (2.19). Г

еом
етрические парам

етры
 k

0 , k, 
H

 и H
1 , H

2 , l связаны
 м
еж

ду собой следую
щ
им

и соотнош
ениям

и: 

1
2

H
H

H



,




,
1

2
21 1

0
l

k





 



l

k





22 2

1

2 
. 

Д
иф

ф
еренцируя (2.20), получим

 




2
2

1
2

1
2

z
l

h
h

hl
z

f








. 
 

 
 

(2.21) 

Р
и
с. 2.27 
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  ную

 контуром
 A

B
C

, в прям
ой угол: линия В

С
 переходит в прям

ую
 

2 p
v


, 

а линия А
В

 – в прям
ую

 u =
 0. П

оэтом
у ф

ункция 

2

2

2
2

2
p

pz
i

p
z

p
i

p
z

w






  

  





 

осущ
ествляет 

отображ
ение 

области 
D

 
на верхню

ю
 полуплоскость. Л

егко ви-
деть, что скорость в бесконечности по-
тока, определяем

ого последней ф
орм

у-
лой, равна единице, поэтом

у ком
плекс-

ны
м

 
потенциалом

 
течения 

со 
скоро-

стью
 v


  в бесконечно удаленной точке 

служ
ит 


 2

2
p

pz
i

p
z

v
w








. (6.30) 

О
тм
етим

, что производная (6.30) 
в верш

ине параболы
 

0
2

1

0

2
0


  

  










z
z

p
pz p

i
v

dz

dw
. 

Т
аким

 образом
, скорость построенного течения в этой точке обращ

а-
ется в нуль (такие точки назы

ваю
тся критическим

и). П
оследний результат 

ф
изически очевиден.  

 
6.6. Задач

а п
ол
н
ого обтек

ан
и
я. У

сл
ови

е Ч
ап
л
ы
ги
н
а 

 
П
ри
м
ер 1. Р

ассм
отрение задачи 4 начнем

 с частного случая, когда С
 

представляет собой окруж
ность 

R
z


, 

и будем
 вести его опять в гидродина-

м
ических 

терм
инах. 

Н
айдем

 
сначала 

поток идеальной ж
идкости, обтекаю

щ
ий 

окруж
ность 

R
z


 и обладаю
щ
ий в бес-

конечности 
скоростью

 
1




V
, 
направ-

ленной вдоль полож
ительной действи-

тельной оси (рис. 6.17). 
Н
алож

им
 
дополнительное 

усло-
вие, чтобы

 поток бы
л сим

м
етричен от-

носительно действительной оси; тогда 
отрезки (- 

, -R
) и (R

, 
) этой оси при-

надлеж
ат 

линии 
тока. 

П
о 

принципу 

Р
и
с. 6.16 

Р
и
с. 6.17 

12
0 

 (ч
ер
та

 –
 з
на
к 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
со
пр
яж

ен
ия

).
 П
ус
ть

 п
ри

 э
то
м

 т
оч
ка

 z
0 
пе
ре
хо

-

ди
т 
в 
то
чк
у 

0
0




i e
R


; 
м
ы

 п
от
ре
бу
ем

, ч
то
бы

 б
ы
ло

 
2

0





, и
 п
ос
тр
ои
м

 п
о 

ф
ор
м
ул
е 

(6
.3

1)
 п
от
ок

 с
о 
ск
ор
ос
ть
ю

 1
 в

 ∞
 и

 с
 т
оч
ко
й 
сх
од
а 
 0

: 











L

n
i

R
w

2

2

1









 

 
 

(6
.3

4)
 

(ц
ир
ку
ля
ци
ю

 Г
 в

 ф
ор
м
ул
е 

(6
.3

4)
 с
ог
ла
сн
о 

(6
.3

2)
 н
ах
од
им

 и
з 
со
от
но
ш
ен
ия

 

0
si

n
4







).
 С
уп
ер
по
зи
ци
я 







z
f

w
1




 д
ае
т 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
по

-
то
ка

, о
бт
ек
аю

щ
ег
о 
С

 с
 т
оч
ко
й 
сх
од
а 

z 0
, п
ри
че
м

 с
ко
ро
ст
ь 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
и 




















V

f
dzdw

z

1
. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, э
та

 с
уп
ер
по
зи
ци
я 
и 
да
ет

 р
еш

ен
ие

 з
ад
ач
и 
по
лн
ог
о 
об

-
те
ка
ни
я 
ко
нт
ур
а 
С

.  
П
ри
м
ер

 2
. 
П
ол
но
е 
об
те
ка
ни
е 
ок
ру
ж
но
ст
и 

0
R

z


 с
 з
ад
ан
но
й 
ск
ор
о-

ст
ью

 V

 в

 б
ес
ко
не
чн
ос
ти

. 
Ф
ун
кц
ие
й 

(6
.3

3)
 з
де
сь

 с
лу
ж
ит

 
z

V





 р
ад
иу
с 

R
 

в 
ф
ор
м
ул
е 

(6
.3

4)
, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 
0

R
V


, 
и 
по
сл
ед
ня
я 
ф
ор
м
ул
а 
пр
ин
им

ае
т 

ви
д:

 

z
L

n
i

zR
V

z
V

z
L

n
i

z
V

V
R

z
V

w



2

2

2 0

2
2 0





















. 
 

(6
.3

5)
 

(о
пу
ск
ае
м

 п
ос
то
ян
но
е 
сл
аг
ае
м
ое

 



V

L
n

i 2
).

 

У
ра
вн
ен
ия

 (
6.

32
),

 с
вя
зы
ва
ю
щ
ие

 ц
ир
ку
ля
ци
ю

 и
 к
ри
ти
че
ск
ие

 т
оч
ки

 
по
то
ка

, з
ам
ен
ят
ся

 з
де
сь

 у
ра
вн
ен
ие
м

 














0
si

n
4

R
v

, 
 

 
 

(6
.3

6)
 

гд
е 





V
v

, 



V

ar
g


 и

 
0 

– 
ар
гу
м
ен
т 
то
чк
и 
сх
од
а 
по
то
ка

.  

За
м
еч
ан
ие

. 
В
м
ес
то

 (
6.

33
) 
м
ож

но
 р
ас
см
ат
ри
ва
ть

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра

-
ж
ен
ие

 

z

g



 в
не
ш
но
ст
и 
С
на

 в
не
ш
но
ст
ь 
кр
уг
а 

 с
 н
ор
м
ир
ов
ко
й 







1
,








g

g
 и

 з
ат
ем

 с
тр
ои
ть

 п
от
ок

 с
о 
ск
ор
ос
ть
ю

 V

 в

 ∞
 п
о 
ф
ор
м
ул
е 

(6
.3

5)
. Т
ог
да

 р
еш

ен
ие

 з
ад
ач
и 
по
лн
ог
о 
об
те
ка
ни
я 
бу
де
т 
да
ва
ть

 ф
ун
кц
ия

  








z

g
L

n
i

z
g

R
V

z
g

V
w

2

2









. 

 
 

(6
.3

7)
 

П
ри
м
ер

 3
. П

ол
но
е 
об
те
ка
ни
е 
пр
оф

ил
я 
Ж
ук
ов
ск
ог
о 
С

.  
Ф
ун
кц
ия

  





4

21
2






z

z
z




 
 

 
 

(6
.3

8)
 

ос
ущ

ес
тв
ля
ет

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 в
не
ш
но
ст
и 
С

 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
не
ко

-
то
ро
го

 к
ру
га

 С
*.

 П
ос
тр
ои
м

 е
щ
е 
ли
не
йн
ое

 о
то
бр
аж

ен
ие

 

R




37
 

 

,
1

22

a
x

x
u







 

2
42

a
x

ct
h

x
u








. 

 О
т
об
ра
ж
ен
и
я 
кр
уг
ов
ы
х 
лу
н
оч
ек

 
 9)

 К
ру
го
во
й 
лу
но
чк
ой

 м
ы

 б
уд
ем

 н
аз
ы
ва
ть

 о
бл
ас
ть

, 
ог
ра
ни
че
нн
ую

 
ду
га
м
и 
ок
ру
ж
но
ст
ей

 С
0 
и 
С

1 
(р
ис

. 
2.

22
).

 К
ом

би
ни
ру
я 
эл
ем
ен
та
рн
ы
е 
ф
ун
к-

ци
и,

 
не
тр
уд
но

 
по
лу
чи
ть

 
от
об
ра
ж
ен
ие

 
вн
еш

но
ст
и 

кр
уг
ов
ой

 
лу
но
чк
и 

на
 
вн
еш

-
но
ст
ь 

кр
уг
а,

 
иг
ра
ю
щ
ее

 
ва
ж
ну
ю

 
ро
ль

 
в 

те
ор
ии

 
кр
ы
ла

 
аэ
ро
пл
ан
а.

 
П
ус
ть

 
a

a,


 −
 

уг
ло
вы

е 
то
чк
и 
лу
но
чк
и,

 
 −

 е
ё 
уг
ол

, 
 
−

 
уг
ол

 м
еж

ду
 д
уг
ой

 С
1 
и 
ос
ью

 х
; 
пр
ео
бр
аз
о-

ва
ни
е 

a
z

a
z





пе
ре
во
ди
т 
вн
еш

но
ст
ь 
лу

-

но
чк
и 
в 
уг
ло
ву
ю

 о
бл
ас
ть

 
 с

 у
гл
ом

 





2
. 
И
сп
ол
ьз
уя

 с
те
пе
нн
ую

 ф
ун
к-

ци
ю

, а
 з
ат
ем

 л
ин
ей
ну
ю

, п
ос
ле
до
ва
те
ль
но

 о
то
бр
аз
им

 
 н
а 
по
лу
пл
ос
ко
ст
ь,

 а
 

за
те
м

 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
кр
уг
а.

 П
ро
де
лы

ва
я 
оп
ис
ан
ны

е 
пр
ео
бр
аз
ов
ан
ия

, м
ы

 п
о-

лу
чи
м

 и
ск
ом

ое
 о
то
бр
аж

ен
ие

 в
 в
ид
е 

 



























































2
2

2

2
2

2

a
z

i
a

z
e

a
z

i
a

z
e

z
f

w
ii

. 
 

   
 (

2.
12

) 

П
ол
аг
ая

 в
 ф
ор
м
ул
е 

(2
.1

2)
 

0



, 
м
ы

 п
ол
уч
им

 о
то
бр
аж

ен
ие

 в
не
ш
но

-
ст
и 
ду
ги

 
 о
кр
уж

но
ст
и 
на

 в
не
ш
но
ст
ь 
ед
ин
ич
но
го

 к
ру
га

  




z
a

z
a

e

z
a

z
a

e
z

f
w

ii















22 

. 
 

   
   

   
   

(2
.1

3)
 

П
ри

 о
то
бр
аж

ен
ии

 (
2.

13
) 
уг
ло
вы

е 
то
чк
и 

a
a,


 л
ун
оч
ки

 п
ер
ех
од
ят

 в
 

то
чк
и 

1,1
. 
П
ро
ве
дё
м

 ч
ер
ез

 т
оч
ку

 w
 =

 1
 о
кр
уж

но
сь

 С
, 
ка
са
ю
щ
ую

ся
 е
ди

-
ни
чн
ой

 и
 л
еж

ащ
ую

 в
не

 е
ди
ни
чн
ог
о 
кр
уг
а.

 П
ри

 о
то
бр
аж

ен
ии

 (
2.

13
) 
ок
ру
ж

-
но
ст
и 
С

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 н
ек
от
ор
ая

 л
ин
ия

 Г
, 
ох
ва
ты
ва
ю
щ
ая

 д
уг
у 
 
и 
им

ею
-

щ
ая

 т
оч
ку

 в
оз
вр
ат
а 
в 
то
чк
е 
а 

(р
ис

. 2
.2

3)
. Ф

ун
кц
ия

 (
2.

13
) 
да
ёт

 о
то
бр
аж

ен
ие

 
вн
еш

но
ст
и 
Г

 н
а 
вн
еш

но
ст
ь 
кр
уг
а 
С

. 
Н
а 
эт
ом

 з
ам
еч
ан
ии

 о
сн
ов
ы
ва
ет
ся

 и
з-

ве
ст
ны

й 
м
ет
од

 п
ол
уч
ен
ия

 к
ла
сс
ов

 п
ро
ф
ил
ей

 к
ры

ль
ев

 а
эр
оп
ла
на

 (
пр
оф

ил
и 

Ж
ук
ов
ск
ог
о)

.  
 

 

Р
и
с.

 2
.2

2
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10) О
становим

ся на получении ряда приближ
ённы

х ф
орм

ул отобра-
ж
ений круговы

х луночек, которы
е получат важ

ное прилож
ение в даль-

нейш
ем

 развитии теории. Н
ачнём

 с отображ
ения полуплоскости у >

 0 с 
вы

клю
ченной 

круговой 
луночкой 

на полуплоскость v >
 0; м

ы
 пред-

полож
им

 
м
алы

м
и 

хорду 
а 

дуги 
окруж

ности 
и 
угол 

, 
образован-

ны
й этой дугой с осью

 х (рис. 2.24).  
Т
очно так ж

е, как в 9°, не-
трудно получить точную

 ф
орм

улу 
для иском

ого отображ
ения w

 =
 f(z) 

с норм
ировкой 







1
,


 





f

f
: 




.

1
1

const

z a a

z
f

w


 
 














 

 
 

 
(2.14) 

Р
азлагая в ряд Т

ейлора по степеням
 а и 

 элем
ентарны

е ф
ункции, входя-

щ
ие в состав ф

орм
улы

 (2.14), и зам
ечая, что 





6 2
a

 с точностью
 до м

а-

лы
х вы

сш
их порядков вы

раж
ает площ

адь вы
клю

ченной луночки, получим
 

приближ
ённую

 ф
орм

улу  








1
,

,


 











f
f

const
z

z
z

f
w

 
. 

П
рибегая к параллельном

у сдвигу, получим
 несколько более общ

ий 
результат: ф

ункция  


const

b
z

z
z

f
w








1

 
  

     
           (2.15) 

Р
и
с. 2.23 

Р
и
с. 2.24 

119 
  квадратного 

уравнения 
2

R
z

z
кр

кр






). 

М
ы

 
ограничим

ся 
рассм

отрением
 

первого случая. П
олагая на окруж

ности z =
 R

e
i, получим

: 

R
e

R i
e

dz

dw
i

i









2
sin

2
2

1
2














, 

откуда для аргум
ентов критических точек им

еем
: 

R
R








4

arcsin
,

4
arcsin

2
1








.                       (6.32) 

В
 точке 

2
i

e
R

 линия тока, подходящ
ая к 

ней, разветвляется на две: одна обходит верх-
ню

ю
, а другая – ниж

ню
ю

 дугу окруж
ности. В

 
точке 

1
i

e
R

 обе 
линии 

снова 
соединяю

тся 
(рис. 6.18, а). П

ервая из этих точек назы
вается 

точкой разветвления, а вторая – точкой схода 
потока. 

Д
ля 

сим
м
етричного 

потока 
(Г

 =
 0) 

критические точки совпадаю
т с R

. П
оток вих-

ря стрем
ится сблизить эти точки – при воз-

растании 
Г

 
обе 

точки 
подним

аю
тся 

и 
при 

R
4




 сливаю
тся в одну точку (рис. 6.18, б). 

Д
альнейш

ее увеличение Г
 приводит к образо-

ванию
 зам

кнуты
х линий тока (рис. 6.18, в). 

П
остроение потока с заданной скоростью

 в 
бесконечности 

V
∞  
и 

с 
заданной 

величиной 
циркуляции 

Г
, 
обтекаю

щ
его 

некоторы
й 

за-
м
кнуты

й контур, назы
вается задачей полного 

обтекания. 
Ф
орм

ула 
(6.31) 

реш
ает 

задачу 
полного 

обтекания 
окруж

ности 
R

z


 для 

случая, когда V
∞  =

 1.  
Зам

етим
, что вм

есто величины
 цирку-

ляции Г
 м

ож
но задаваться (при достаточно 

м
алы

х Г
) точкой схода потока, ибо они связа-

ны
 м
еж

ду собой ф
орм

улой (6.32).  
П
усть 

теперь 
задан 

произвольны
й 

за-
м
кнуты

й контур С
, состоящ

ий из конечны
х 

точек, на нем
 некоторая точка z

0  (точка схода 
потока) и ком

плексное число V
∞  (скорость в ∞

). Д
ля реш

ения задачи пол-
ного обтекания м

ы
 найдем

 конф
орм

ное отображ
ение 


z

f



 

 
 

                     (6.33) 

внеш
ности С

 на внеш
ность некоторого круга 

R



с норм

ировкой 










 





V
f

f
,

 

Р
и
с. 6.18 

б) 

в) 

а) 

11
8 

 от
ве
рд
ен
ия

 м
ы

 м
ож

ем
 п
ер
ей
ти

 к
 р
ас
см
от
ре
ни
ю

 п
от
ок
а,

 о
бт
ек
аю

щ
ег
о 
эт
и 

от
ре
зк
и 
и 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
уо
кр
уж

но
ст
ь 

R
z


, т
.е

. к
 з
ад
ач
е 

3.
  

К
ом

пл
ек
сн
ы
м

 п
от
ен
ци
ал
ом

 п
ол
я 
яв
ля
ет
ся

 ф
ун
кц
ия

 

z

w



, 
ос
у-

щ
ес
тв
ля
ю
щ
ая

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
ей

 о
бл
ас
ти

 н
а 
по

-
лу
пл
ос
ко
ст
ь 
с 
но
рм

ир
ов
ко
й 


(
) 

=
 

, 
Ф

'(
) 

=
 1

. 
Э
то
й 
ф
ун
кц
ие
й 
бу
де
т,

 
оч
ев
ид
но

, 




zR
z

z
w

2







, 

иб
о 
он
а 
пр
ео
бр
аз
уе
т 
по
лу
ок
ру
ж
но
ст
ь 

R
z


 в
 о
тр
ез
ок

 –
 2

R
 <

 u
 <

 2
R

 и
 о
т-

ре
зк
и 

,
R

x












x

R
, в

 о
тр
ез
ки

 
R

u
2







, 





u
R2

. Н
ар
яд
у 

с 
по
ст
ро
ен
ны

м
 с
им

м
ет
ри
чн
ы
м

 п
от
ок
ом

 о
бт
ек
ан
ие

 
R

z


 д
ае
т 
по
то
к 
ви
хр
я,

 

ра
сп
ол
ож

ен
но
го

 в
 т
оч
ке

 z
 =

 0
, к
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
ко
то
ро
го

 




z
L

n
i

z
w

2
1







, 

гд
е 
Г

 –
 п
ро
из
во
ль
на
я 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 п
ос
то
ян
на
я.

 Т
ак

 к
ак

 с
ко
ро
ст
ь 
по
то
ка

 
ви
хр
я 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
и 
ра
вн
а 
ну
лю

, т
о 
по
то
к 
с 
ко
м
пл
ек
сн
ы
м

 п
от
ен
ци
ал
ом

 







z
L

n
i

zR
z

z
z

w
2

2

1












  

 
(6

.3
1)

 

об
те
ка
ет

 
R

z


 и
 о
бл
ад
ае
т 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
и 
за
да
нн
ой

 с
ко
ро
ст
ью

 1
. 
В
ел
и-

чи
на

 с
ко
ро
ст
и 
те
че
ни
я 

(6
.3

1)
  

iz
zR

dzdw

2
1

22






, 

сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 к
ри
ти
че
ск
ие

 т
оч
ки

 т
еч
ен
ия

 н
ах
од
ят
ся

 и
з 
ур
ав
не
ни
я 

 

0
2

2
2







R
z

i
z


, 

от
ку
да

  
2

2
2

16
41

4








R
i

z k
p





. 

Е
сл
и 

R4



, т
о 

R
R

z к
р










2
2

2
2

16
41




; 

пр
и 

R4



 и
м
ее
м

 

2
2

2
16

41
R

z к
р











. 

О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 
в 
пе
рв
ом

 с
лу
ча
е 
кр
ит
ич
ес
ки
е 
то
чк
и 
ле
ж
ат

 н
а 

ок
ру
ж
но
ст
и 

|z
| =

 R
, 
а 
во

 в
то
ро
м

 н
е 
ле
ж
ат

, п
ри
че
м

 о
дн
а 
из

 к
ри
ти
че
ск
их

 т
о-

че
к 

z'
кp

 л
еж

ит
 в
не

 о
кр
уж

но
ст
и,

 а
 д
ру
га
я 

z"
кp

 –
 в
ну
тр
и 

(п
о 
св
ой
ст
ву

 к
ор
не
й 
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 да
ёт

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 н
а 
по
лу
пл
ос
ко
ст
ь 

0


v
 о
бл
ас
ти

 D
1(
,

b)
, п
о-

лу
ча
ем
ой

 у
да
ле
ни
ем

 и
з 
по
лу
пл
ос
ко
ст
и 
у 

>
 0

 п
ло
щ
ад
ки

 
, 
ог
ра
ни
че
нн
ой

 
от
ре
зк
ом

 b
, 

b 
+

 а
 и

 д
уг
ой

 о
кр
уж

но
ст
и 
м
ал
ой

 к
ри
ви
зн
ы

. 
П
ри

 э
то
м

 м
еж

ду
 

то
чк
ам
и 
ос
и 
х 
и 

u 
ус
та
на
вл
ив
ае
тс
я 
со
от
ве
тс
тв
ие

  .
1

co
ns

t
b

x
x

u








 

О
то
бр
аж

ая
 к
аж

ду
ю

 и
з 
пл
ос
ко
ст
ей

 н
а 
по
ло
сы

, 
м
ы

 п
ол
уч
им

 и
з 
до
ка

-
за
нн
ог
о 
сл
ед
ую

щ
ие

 р
ез
ул
ьт
ат
ы

. Ф
ун
кц
ия

  


.

2
co

ns
t

b
z

ct
h

z
z

f
w










 






1
,








f

f
 

да
ёт

 о
то
бр
аж

ен
ие

 н
а 
по
ло
су

 0
 <

 v
 <

 1
 о
бл
ас
ти

 D
2 

(
, b

),
 п
ол
уч
ае
м
ой

 и
з 
по

-
ло
сы

 0
 <

 у
 <

 1
 у
да
ле
ни
ем

 п
ло
щ
ад
ки

 
 (
ри
с.

 2
.2

5)
. М

еж
ду

 т
оч
ка
м
и 
пр
ям
ы
х 

у 
=

 0
, v

 =
 0

 э
то

 о
то
бр
аж

ен
ие

 у
ст
ан
ав
ли
ва
ет

 
со
от
ве
тс
тв
ие

  

2

b
x

ct
h

x
u







, 

а 
м
еж

ду
 т
оч
ка
м
и 
пр
ям
ы
х 
у 

=
 1

 и
 v

 =
 1

 

2

b
x

th
x

u






. 

О
тм
ет
им

, 
на
ко
не
ц,

 р
ез
ул
ьт
ат

, 
по
лу

-
ча
ем
ы
й 
из

 
(2

.1
5)

, 
с 
по
м
ощ

ью
 
вс
по
м
ог
а-

те
ль
ны

х 
др
об
но

-л
ин
ей
ны

х 
пр
ео
бр
ав
ов
ан
ий

: ф
ун
кц
ия

  



















ii

zeze
z

z
f

w
11

2
1

 
 

 
(2

.1
6)

 

ре
ал
из
уе
т 
ко
нф

ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 н
а 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

 к
ру
го
во
й 
лу
но
чк
и 

D
(

, 
),

 о
бр
аз
ов
ан
но
й 
ед
ин
ич
но
й 
ок
ру
ж
но
ст
ью

 и
 о
кр
уж

но
ст
ью

 м
ал
ой

 к
ри

-
ви
зн
ы

 т
ак

, ч
то

 у
гл
ов
ы
е 
то
чк
и 
лу
но
чк
и 
бл
из
ки

 к
 т
оч
ке

 е
i

 (
ри
с.

 2
.2

6)
. О

то
б-

ра
ж
ен
ие

 (
2.

16
) 
ус
та
на
вл
ив
ае
т 
сл
ед
ую

щ
ее

 с
оо
тв
ет
ст
ви
е 
то
че
к 
ок
ру
ж
но
ст
ей

 
,1


z

 и
 

1


w
:  

2
2













ct
g

. 
 

  (
2.

17
) 

П
ро
из
во
дн
ая

 о
то
бр
аж
ен
ия

 (
2.

16
) 
на

 г
ра
ни
це

  




2
si

n

1

4
1

2













i e
f

, 
   

  (
2.

18
) 

а 
пр
ои
зв
од
на
я 
в 
на
ча
ле

 к
оо
рд
ин
ат

  




 2
1

0



 f

. 

Р
и
с.
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.2
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Р
и
с.
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.2
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



 2

1
2

,
1 cos
2

ln
2

Im
arg

m
k

d ds
m

i
ds d

d dz
ds d
















. 

Т
аким

 образом
,  







,
cos

1
1

2 1
2

0


k
m

m
T

k
k







 







  
  








cos

1
1

1

2
0

2
m

k k

m
T

. 

О
тправляясь от полученны

х вы
раж

ений для m
 и T

, нетрудно полу-
чить иском

ую
 ф
орм

улу (2.22). С
огласно (2.23), им

еем
  

...
3 1

12
6

3
1

...
2

3 1

6 1
1

2
2

2

0
2


  

  









 

 














k
n

k
n

k
n

n k
k

m
T

m h

dz

d

d dw

dz

dw

что и требовалось доказать.  
 

3. 
П
Р
И
Б
Л
И
Ж
Е
Н
Н
Ы
Е

 М
Е
Т
О
Д
Ы

 К
О
Н
Ф
О
Р
М
Н
Ы
Х

  
                О

Т
О
Б
Р
А
Ж
Е
Н
И
Й

 
 О
писанны

е вы
ш
е м

етоды
 позволяю

т в больш
инстве случаев, встре-

чаю
щ
ихся на практике, полностью

 реш
ать задачи об отображ

ении. О
днако 

часто приходится рассм
атривать области с настолько слож

ны
м
и граница-

м
и, что отображ

аю
щ
ую

 ф
ункцию

 нельзя получить в явном
 виде, хотя ее 

сущ
ествование обеспечивается теорем

ой Р
им

ана. Д
ля этих случаев разра-

ботан ряд приближ
енны

х м
етодов, важ

нейш
ие из которы

х коротко изло-
ж
ены

 ниж
е.  

П
риближ

енны
е м

етоды
 делятся на группы

. О
дна группа м

етодов без 
особой подготовительной работы

 и больш
их вы

числений дает хотя и не 
очень точное, но для м

ногих целей пригодное приближ
ение. Л

ю
бая ж

е по-
пы

тка увеличения точности связана с настолько больш
ой вы

числительной 
работой, что м

етод теряет свои преим
ущ

ества. Т
акие м

етоды
 назы

ваю
тся 

собственно приближ
енны

м
и м

етодам
и.  

Д
ругую

 группу составляю
т м

етоды
, для которы

х зачастую
 требую

тся 
больш

ие предварительны
е вы

числения. Н
о коль скоро м

етод приведен в 
действие, то не представляет больш

ого труда достигнуть лю
бой заданной 

точности. П
оскольку все м

етоды
 второй группы

 в той или иной м
ере осно-

вы
ваю

тся на теории интегральны
х уравнений, их назы

ваю
т м

етодам
и ин-

тегральны
х уравнений. Э

ти м
етоды

 особенно подходят для работы
 на вы

-
числительны

х м
аш

инах.  
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 П
ри
м
ер 4. П

оле двухпроводной линии является частны
м

 случаем
 

поля преды
дущ

ей задачи (рис. 6.12). А
бсциссы

 х точек z
1  и z

2 , сим
м
етричны

х 
одноврем

енно относительно обеих окруж
ностей, определяю

тся из уравнения  





2

r
x

a
x

a





. 

О
ткуда 

2
2

2,
1

r
a

x





. 

Ф
орм

ула (6.25) приним
ает вид 

2
2

2
2

r
a

z

r
a

z
L

n
ki

w








.  

 
 

 
(6.27) 

Запиш
ем

 условие того, что разность потенциалов м
еж

ду C
1  и С

2  рав-
на V

0 . Д
ля этого вы

числим
 разность м

ним
ы
х частей (6.27) в точках 

r
a


 и 
r

a



: 

r

r
a

a
k

r
a

r
a

r
a

r
a

k
V

2
2

2
2

2
2

0
ln

ln
















. 

Р
и
с. 6.11 

Р
и
с. 6.12 

11
6 

 

2p
z

w



. 

(6
.2

9)
 

П
ол
аг
ая

 w
 =

 u
 +

 iv
 и

 z
 =

 х
 +

 iy
, 

на
йд
ем

: 

.
2

,
2

2
2

y
uv

p
x

v
u







 

П
од
ст
ав
ля
я 

vy
u

2


 и
з 
вт
ор
ог
о 

ур
ав
не
ни
я 
в 
пе
рв
ое

, п
ол
уч
им

: 

2
4

2
22

p
x

v
vy





. 

И
з 
по
сл
ед
не
го

 у
ра
вн
ен
ия

 в
ид
но

, ч
то

 

пр
ям
ая

 
2p

v


 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 д
ан
но
й 
па
ра
бо
ле

. 
Ф
ун
кц
ия

 (
6.

29
) 
от
об
ра
ж
а-

ет
 о
бл
ас
ть

 D
 н
а 
по
лу
пл
ос
ко
ст
ь 

2
Im

p
w


, м
од
ул
ь 
ее

 п
ро
из
во
дн
ой

 в
 т
оч
ке

 

z 
=

 0
 р
ав
ен

 

p
p

z
dzdw

z

z
21

2
2

1

0

0










, 

сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 к
ом

пл
ек
сн
ы
м

 п
от
ен
ци
ал
ом

 т
еч
ен
ия

 с
лу
ж
ит

 ф
ун
кц
ия

 
2

0
2

p
pz

v
w




. 

В
ел
ич
ин
а 
ск
ор
ос
ти

 п
ос
тр
ое
нн
ог
о 
те
че
ни
я 
в 
то
чк
е 

z 
=

 x
 +

 i
 y

 п
ар
аб
о-

лы
 р
ав
на

 




p
xpv

y
p

p
px

pv

dzdw








2

4
2

0

4
2

2
2

2

0
. 

П
ри

 у
да
ле
ни
и 
то
чк
и 
по

 п
ар
аб
ол
е 
у2  =

 2
рх

 в
 б
ес
ко
не
чн
ос
ть

 о
на

 с
тр
ем
ит
ся

 к
 

0,
 с
ко
ро
ст
ь 
в 
ве
рш

ин
е 
па
ра
бо
лы

 м
ак
си
м
ал
ьн
а.

 Л
ин
ии

 т
ок
а 
пр
ед
ст
ав
ля
ю
т 

со
бо
й 
па
ра
бо
лы

, с
оф

ок
ус
ны

е 
с 
С

.  
П
ри
м
ер

 3
. 
О
бт
ек
ан
ие

 т
ой

 ж
е 
па
ра
бо
лы

; 
пр
ед
по
ла
га
ет
ся

, 
чт
о 
по
то
к 

на
бе
га
ет

 н
а 
не

e 
сл
ев
а,

 п
ри
че
м

 э
то
т 
по
то
к 
си
м
м
ет
ри
че
н 
от
но
си
те
ль
но

 д
ей

-
ст
ви
те
ль
но
й 
ос
и 

(р
ис

. 
6.

16
).

 И
з 
эт
их

 п
ре
дп
ол
ож

ен
ий

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 
от
ри
ца

-
те
ль
на
я 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 о
сь

 я
вл
яе
тс
я 
ли
ни
ей

 т
ок
а,

 и
 с
ог
ла
сн
о 
пр
ин
ци
пу

 
от
ве
рд
ен
ия

 м
ы

 м
ож

ем
 п
ер
ей
ти

 к
 р
ас
см
от
ре
ни
ю

 п
от
ок
а,

 о
бт
ек
аю

щ
ег
о 
ко
н-

ту
р 

A
B

C
 (
см

. 
ри
с.

 6
.1

6)
. 
Ф
ун
кц
ия

 (
6.

29
) 
от
об
ра
ж
ае
т 
об
ла
ст
ь  

D
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гр
ан
ич
ен

-

Р
и
с.
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И
з 
ф
ор
м
ул
ы

 (
2.

21
) 
м
ож

но
 п
ол
уч
ит
ь 
од
ну

 п
ри
бл
иж

ён
ну
ю

 ф
ор
м
ул
у,

 
ва
ж
ну
ю

 д
ля

 п
ри
ло
ж
ен
ий

. 
П
ус
ть

 z
0 
−

 т
оч
ка

 д
уг
и 
С

, 
n 
−

 д
ли
на

 о
тр
ез
ка

 н
ор

-
м
ал
и 
к 
С

 в
 т
оч
ке

 z
0,

 р
ас
по
ло
ж
ен
но
го

 в
 л
ун
оч
ке

 D
, 
и 
 
−

 у
го
л 
м
еж

ду
 к
ас
а-

те
ль
ны

м
и 
к 
С

 и
 С

0,
 п
ро
ве
дё
нн
ы
м
и 
из

 к
он
цо
в 
от
ре
зк
а 

n 
(р
ис

. 2
.2

8)
.  

Д
оп
ус
ти
м

 т
еп
ер
ь,

 ч
то

 h
 и

 в
м
ес
те

 с
 н
ей

 в
ел
ич
ин
ы

 k
-k

0 
и 

n 
су
ть

 б
ес

-
ко
не
чн
о 
м
ал
ы
е 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
ам
ал
ос
ти

, 
а 
кр
ив
из
ны

 k
0 
и 

k 
ог
ра
ни
че
ны

. 
П
ри

 э
ти
х 
ус
ло
ви
ях

 и
м
ее
т 
м
ес
то

 ф
ор
м
ул
а 

 







  
 










2
2

2

0
0

31

12
6

3
1

k
n

k
n

k
n

nh
z

f
, 

 
(2

.2
2)

  

гд
е 
 
м
ож

но
 п
ре
дс
та
ви
ть

 в
 в
ид
е 
од
но
ро
дн
ог
о 
м
но
го
чл
ен
а 
тр
ет
ье
й 
ст
еп
ен
и 

от
но
си
те
ль
но

 n
, 


, 
0k

k


 с
 о
гр
ан
ич
ен
ны

м
и 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ам
и.

  

В
 ф
ор
м
ул
е 

(2
.2

2)
 к
ри
ви
зн
у 

k 0
(k

) 
на
до

 
бр
ат
ь 

со
 
зн
ак
ом

 
пл
ю
с,

 
ес
ли

 
С

0(
С

) 
об
ра
щ
ен
а 
к 

D
 в
ог
ну
то
ст
ью

, 
и 

со
 з
на
ко
м

 м
ин
ус

, 
ес
ли

 С
0(
С

) 
об
ра
щ
е-

на
 к

 D
 в
ы
пу
кл
ос
ть
ю

 (
на

 р
ис

. 2
.2

8 
k 0

 −
 

по
ло
ж
ит
ел
ьн
а,

 k
 −

 о
тр
иц
ат
ел
ьн
а)

.  
Д
ля

 в
ы
во
да

 (
2.

21
) 
из

 (
2.

22
) 
в 

по
сл
ед
не
й 

ф
ор
м
ул
е 

на
до

 
вы

ра
зи
ть

 
па
ра
м
ет
ры

 l
, h

2,
 h

1 
и 

z 0
 ч
ер
ез

 n
, 

, k
0 
и 

k 
и 
за
те
м

 р
аз
ло
ж
ит
ь 
ф
ун
кц
ию

 



0z

f
 

по
 с
те
пе
ня
м

 п
ар
ам
ет
ро
в 

n,
 

, 
k

k 0
 д
о 
чл
ен
ов

 в
то
ро
го

 и
зм
ер
ен
ия

 в
кл
ю
чи

-
те
ль
но

. О
дн
ак
о 
ф
ак
ти
че
ск
ая

 р
еа
ли
за
ци
я 
эт
ог
о 
пу
ти

 п
ри
во
ди
т 
к 
чр
ез
вы

ча
й-

но
 г
ро
м
оз
дк
им

 в
ы
кл
ад
ка
м

. 
Зн
ач
ит
ел
ьн
о 
пр
ощ

е 
по
лу
чи
ть

 (
2.

22
),

 о
тп
ра
вл
я-

яс
ь 
от

 ч
ас
тн
ог
о 
сл
уч
ая

, 
ко
гд
а 
С

 с
ов
па
да
ет

 с
 о
сь
ю

 х
, 
а 

l 
ра
вн
о 
ед
ин
иц
е.

 В
 

эт
ом

 с
лу
ча
е 
ф
ор
м
ул
а 

(2
.2

1)
 н
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 д
ас
т 
пр
и 

x
z


0
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
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ая

 м
ер
а 
ду
ги

 С
0,

  ...
61

ar
cs

in
2 0

0
0

0






k

k
k


 

О
бо
зн
ач
ая

 ч
ер
ез

 m
 д
ли
ну

 о
тр
ез
ка

 
но
рм

ал
и 
к 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 о
си

 в
 т
оч
ке

 x
, 

за
кл
ю
чё
нн
ог
о 
в 
лу
но
чк
е 

(р
ис

. 
2.

29
),

 б
у-

де
м

, о
че
ви
дн
о,

 и
м
ет
ь 

 

,
si

n 0k
x




0
0

co
s

co
s






m

k
, 

Р
и
с.
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.2

8 

Р
и
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.2
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  но тогда 





  

  
 




0 2

0
0

0

sin cos
cos

2

k
k

m h
x

f







. 

Р
азлагая по степени k

0  и   числитель и знам
енатель последней дро-

би, получим
  










...
12 1

4 1
...

12 1
cos

cos
2

2
4

40
2

20
4

40
2

20
0

0






























k

k
m

k

...
6 1

3 1

6 1

...
3 1

...
6 1

sin

2
20

4
40

2
20

0

4
2

0
30

0
0 2

0
0











    

    





 
 





  

  













k
k

k

k
k

k
k

k
k

 

В
 этих разлож

ениях м
ы

 сохраняем
 члены

 четвёртого порядка, ибо главны
е 

члены
 суть м

алы
е второго порядка, а нас интересует отнош

ение разлож
е-

ний до второго порядка м
алости вклю

чительно.  
О
тсю

да с точностью
 до м

алы
х второго порядка вклю

чительно полу-
чим

:  




  
  








...

4 1

12 1
1

2
20


k

m h
x

f
, 

или, подставляя 
...

2
2

0
20







m
k

k
, окончательно получим

  




...
3 1

6 1
1

2
0


  

  









m

k
m k

x
f

A
 

 
 

(2.23) 

Н
аш

 вы
вод м

ы
 провели в предполож

ении, что длина хорды
, стяги-

ваю
щ
ей дугу С

0 , равна 2, но в силу безразм
ерного характера элем

ентов по-
лученной ф

орм
улы

 она будет справедлива для дуг С
0  с лю

бой хордой.  
П
окаж

ем
 теперь, каким

 образом
 при пом

ощ
и дробно-линейного пре-

образования из ф
орм

улы
 (2.23) м

ож
но получить иском

ую
 ф
орм

улу (2.22).  
Р
ассм

отрим
 в плоскости  луночку 

, ограниченную
 действительной 

осью
 и дугой  окруж

ности кривизны
 T

. П
усть 


im
,

0
 есть отрезок м

ни-

м
ой оси, заклю

чённы
й в 

, и 





2
 угол, образованны

й  с м
ним

ой осью
 

(рис. 2.30).  
О
тобразим

 
конф

орм
но 

ниж
ню

ю
 
полуплоскость 

0
Im




 на 
внеш

-

ность круга радиуса k 1
 


 2

2
,




 





 


i

i

d dz
k

i i
kz

. 
 

 
(2.24) 

115 
 

П
еречисленны

м
 
условиям

 
удовлетворяет 

ф
ункция 

w
 

=
 
Ф

(z), 
осу-

щ
ествляю

щ
ая взаим

но-однозначное конф
орм

ное отображ
ение области D

 
на верхню

ю
 полуплоскость с норм

ировкой Ф
(

) =
 

. Е
сли для кривой С

 
точка z =

 
 не является угловой, то м

ы
 дополнительно задаем

ся величиной 
скорости в бесконечности |Ф

'(
)| =

 v
 . М

ож
но показать, что такое отобра-

ж
ение всегда сущ

ествует и определяется с точностью
 до постоянного сла-

гаем
ого. Е

сли z =
 

 является угловой точкой С
, то величина |Ф

'(z)| обращ
а-

ется в ней в 0 или 
 (эф

ф
ект острия или тупого угла) и ее следует задавать 

в другой, правильной точке С
.  

П
ри
м
ер 1. О

бтекание плотины
 вы

соты
 Н

 бесконечно глубоким
 пото-

ком
 ж
идкости с заданной скоростью

 v


 (рис. 6.14).  

М
ы

 знаем
 ф
ункцию

, осущ
ествляю

щ
ую

 отображ
ение области D

 на 
полуплоскость: 

2
2

H
z

w



. 

П
роизводная этой ф

ункции  

2
2

H
z

z

dz

dw




, 

откуда                             
1

lim
2

2









H

z

z

dz

dw
z

z

. 

С
ледовательно, иском

ы
м

 ком
плексны

м
 потенциалом

 будет 
2

2
H

z
v

w





.  
 

 
 

(6.28) 

С
корость течения (6.28) обращ

ается в 
 в точке С

, где z =
 iH

 (эф
ф
ект 

острия), и в 0 в точках В
 и D

, где z =
 0 (эф

ф
ект тупого угла). Р

езультат этот 
ф
изически вполне нагляден.  

П
ри
м
ер 2. О

бтекание параболы
 у

2 =
 2рх потоком

, величина скорости 
которого в точке z =

 0 равна v
0  (рис. 6.15).  

Н
айдем

 отображ
ение области D

 на верхню
ю

 полуплоскость. Д
ля это-

го вспом
ним

, что ф
ункция 

z
w


 отображ
ает на полуплоскости внеш

но-
сти парабол с ф

окусом
 в точке z =

 0. Ф
окус наш

ей параболы
 находится в 

точке z =
 p/2, поэтом

у м
ы

 рассм
отрим

 ф
ункцию

 

Р
и
с. 6.14 11
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Э
та

 ф
ор
м
ул
а 
по
зв
ол
яе
т 
оп
ре
де
ли
ть

 k
 п
о 
за
да
нн
ой

 V
0:

 

ra
V

r

r
a

a

V
k

2
ln

2
ln

2

0

2
2

0






, 

ес
ли

 r
 м
ал
о 
в 
ср
ав
не
ни
и 
с 
а.

  
П
ри
м
ер

 5
. 
Р
ас
пр
ед
ел
ен
ие

 т
ем
пе
ра
ту
ры

 м
еж

ду
 д
ву
м
я 
эк
сц
ен
тр
ич
ны

-
м
и 
ци
ли
нд
ри
че
ск
им

и 
тр
уб
ам
и,

 н
аг
ре
ты
м
и 
до

 т
ем
пе
ра
ту
р 

t 1
 и

 t 2
 (
ри
с.

 6
.1

3)
.  

За
да
ча

 с
во
ди
тс
я 
к 
по
ст
ро
ен
ию

 т
еп
ло
во
го

 п
от
ок
а 
в 
ко
ль
це

 м
еж

ду
 

ок
ру
ж
но
ст
ям
и 

C
1 
и 
С

2.
 Д
ля

 р
еш

ен
ия

 е
е,

 к
ак

 и
 в

 п
ре
ды

ду
щ
их

 п
ри
м
ер
ах

, м
ы

 
по
ст
ро
им

 т
оч
ки

 z
1 
и 

z 2
, 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
е 
од
но
вр
ем
ен
но

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
об
еи
х 

ок
ру
ж
но
ст
ей

 С
1 
и 
С

2.
 Э

то
 п
ос
тр
ое
ни
е 

ук
аз
ан
о 
на

 р
ис

. 
6.

13
 (
из

 к
он
цо
в 
ди
ам
ет

-
ра

 
С

1 
во
сс
та
на
вл
ив
аю

тс
я 
пе
рп
ен
ди
ку

-
ля
ры

 к
 л
ин
ии

 ц
ен
тр
ов

; 
их

 к
он
цы

 а
 и

 b
 

со
ед
ин
яю

тс
я 
пр
ям
ой

 д
о 
пе
ре
се
че
ни
я 
с 

ли
ни
ей

 ц
ен
тр
ов

 в
 z

2;
 п
ря
м
ая

, 
со
ед
ин
я-

ю
щ
ая

 к
он
цы

 b
 и

 с
, 
в 
пе
ре
се
че
ни
и 
с 
ли

-
ни
ей

 ц
ен
тр
ов

 д
ас
т 

z 1
).

 
П
ос
ле

 
эт
ог
о 

др
об
но

-л
ин
ей
ны

м
 

пр
ео
бр
аз
ов
ан
ие
м

 

21 z
z

z
z





 

св
од
им

 з
ад
ач
у 
к 
оп
ре
де
ле
ни
ю

 т
ем
пе
ра
ту
ры

 в
 к
ол
ьц
е 
м
еж

ду
 к
он
це
нт
ри
че

-
ск
им

и 
ок
ру
ж
но
ст
ям
и 
С
 1 
и 
С
 2;

 е
е 
ре
ш
ен
ие

 д
ае
т 
м
ни
м
ая

 ч
ас
ть

 к
ом

пл
ек
сн
о-

го
 п
от
ен
ци
ал
а 
те
пл
ов
ог
о 
по
то
ка

 



l
k

v









ln

Im
, 

пр
ич
ем

, 
ра
сп
ор
яж

ая
сь

 п
ос
то
ян
ны

м
и 

k 
и 

l, 
м
ож

но
 д
об
ит
ьс
я 
за
да
нн
ы
х 
зн
а-

че
ни
й 
те
м
пе
ра
ту
ры

 н
а 
ок
ру
ж
но
ст
ях

 С
1 
и 
С

2.
 П
од
ст
ав
ля
я 

21 z
z

z
z


вм
ес
то

 
, 

по
лу
чи
м

 р
ас
пр
ед
ел
ен
ие

 т
ем
пе
ра
ту
р 
в 
пл
ос
ко
ст
и 

z.
  

 6.
5.

 З
ад
ач
а 
об
те
к
ан
и
я 
бе
ск
он
еч
н
ой

 к
р
и
во
й

 
 П
ри

 р
ас
см
от
ре
ни
и 
за
да
чи

 3
 б
уд
ем

 п
ри
де
рж

ив
ат
ьс
я 
ги
др
од
ин
ам
ич
е-

ск
ой

 т
ер
м
ин
ол
ог
ии

. 
О
бл
ас
ть

 D
 з
де
сь

 с
но
ва

 о
ка
зы
ва
ет
ся

 о
дн
ос
вя
зн
ой

, 
сл
е-

до
ва
те
ль
но

, 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
по
ля

 w
 =

 Ф
(z

) 
яв
ля
ет
ся

 о
дн
оз
на
чн
ой

 
ф
ун
кц
ие
й.

 
М
ни
м
ая

 ч
ас
ть

 Ф
(z

) 
до
лж

на
 с
ох
ра
ня
ть

 п
ос
то
ян
но
е 
зн
ач
ен
ие

 н
а 
ли
ни
и 

то
ка

 С
; 
кр
ом

е 
то
го

, 
м
ож

но
 п
ок
аз
ат
ь,

 ч
то

 т
оч
ке

 z
 =

 
 с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 б
ес
ко

-
не
чн
о 
уд
ал
ен
на
я 
то
чк
а 
С

.  
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 П
ри

 э
то
м

 о
то
бр
аж

ен
ии

 л
ун
оч
ка

 
 п
ер
ей
дё
т 
в 
кр
уг
ов
ую

 л
ун
оч
ку

 D
, 

ог
ра
ни
че
нн
ую

 д
уг
ой

 С
 о
кр
уж

но
ст
и 

k
z

1


 и
 д
уг
ой

 C
0 
ок
ру
ж
но
ст
и 
не
ко
то

-

ро
й 
кр
ив
из
ны

 k
0.

 Т
оч
ка

 
 =

 0
 п
ер
ех
од
ит

 в
 т
оч
ку

 
k

z
1


, о
тр
ез
ок

 m
 п
ер
ех
од
ит

 

в 
от
ре
зо
к 

n 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 о
си

:  mm

mm
kn








12

1
11

,
 

 






...

41

21
1

2
2

2
k

n
nk

nk
m

, 

ду
га

 С
0 
об
ра
зу
ет

 с
 о
сь
ю

 х
 у
го
л 





2
. 

Н
ай
дё
м

 т
еп
ер
ь 
св
яз
ь 
м
еж

ду
 к
ри
ви
зн
ой

 k
0 
и 
др
уг
им

и 
па
ра
м
ет
ра
м
и.

 
Д
ля

 э
то
й 
це
ли

 о
бо
зн
ач
им

 ч
ер
ез

 d
 
эл
ем
ен
т 
ду
ги

 С
0,

 а
 ч
ер
ез

 









, 










2
0

 −
 у
го
л 
ка
са
те
ль
но
й 
к 
С

0 
с 
ос
ью

 х
. 
П
ус
ть

 п
ри

 о
то
бр
аж

ен
ии

 

(2
.2

4)
 э
ле
м
ен
т 

d
  с
оо
тв
ет
ст
ву
ет

 э
ле
м
ен
ту

 d
s.

 И
м
ее
м

 
 dd

k


0
. 

С
 д
ру
го
й 
ст
ор
он
ы

, 
бе
ск
он
еч
но

 м
ал
ое

 п
ри
ра
щ
ен
ие

 у
гл
а 

d
 м
ож

но
 

пр
ед
ст
ав
ит
ь 
сл
ед
ую

щ
им

 о
бр
аз
ом

: 

  

  
 

 


 
 








im

ds
e

im
ddz

ddz
T

ds
d

i










ar
g

ar
g

. 

С
ле
до
ва
те
ль
но

, 





dds

ddz

dsd

dds
T

k





ar
g

0
, 

но
 с
ог
ла
сн
о 

(2
.2

4)
 в

 т
оч
ке

 
 =

 im
 и
м
ее
м

  

Р
и
с.
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.3
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  приним

ает наим
еньш

ее значение. 
Р
еш

ение этой задачи дается ф
ункцией  








0

*

z
w

z
w

z
f

 


 
 

 
 

 
(3.4) 

и определяется однозначно с точностью
 до м

нож
ителя, равного по м

одулю
 

единице. П
осле этого отображ

аю
щ
ая ф

ункция w
(z) определяется интегри-

рованием
. Значение м

иним
ум

а равно 





0

*
1

2

z
w

f
I





. 

Э
ту вариационную

 задачу обы
чно реш

аю
т м

етодом
 Р
итца. П

олож
им

 




z

z
f

2



, т.е. 







z

z
z

f





 

и прим
ем

 в качестве n-гo приближ
ения вы

раж
ение 
















n

n
z

z
z

1
0




 





, 
 

 
 

(3.5) 

где 

z




 −
 соответствую

щ
им

 образом
 подобранны

е линейно независим
ы
е 

ф
ункции. Д

ля того чтобы
 условие 




1
0


z
f

 вы
полнялось при лю

бы
х 

 , 
долж

но бы
ть 




1
0

0


z


 и 



0

0


z



 при 

0



. О

пределим
 скалярное про-

изведение ф
орм

улой  









 C

dz
z

z












,

. 

Т
огда 

среди 
всех 

ф
ункций 

(3.5) 
наим

еньш
ее 

значение 
интегралу 





n

n
n

I





,
1


 придает ф

ункция 

z

n *


, которая удовлетворяет условиям
  




.
,...,

2,
1

,0
, *

n
n










 

О
тсю

да получаем
 систем

у линейны
х уравнений относительно 

 . 
Р
еш

ение 

z

n *


 записы
вается в следую

щ
ем

 виде: 





 














































n
n

n
n

n

n

n
n

n
n

n

n

n

n

z z z

z






























































,
....

,
,

..
..........

..........
..........

..........

,
....

,
,

,
....

,
,

,
....

,
,

..
..........

..........
..........

..........
..........

,
....

,
,

,
....

,
,

2
1

2
2

2
1

2

1
2

1
1

1

2
1

1
2

1
1

1
1

0
2

0
1

0
0

*


. 

Н
аиболее подробно изучен случай, когда 


z

n


 есть м
ногочлен сте-

пени 
n. 

Т
огда 





 




0
z

z
z




 и 
последовательность 


z

n *


 сходится 
к 
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  значна). П

отенциальная ф
ункция 





z

F
y

x
V

Im
,


 сохраняет постоянны

е 
значения на линиях С

1  и С
2 , причем

 разность ее значений V
2  – V

1  задана (V
2  

и V
1  – соответственно значения потенциальной ф

ункции на линиях С
1  и С

2 ). 
О
тсю

да следует, что ф
ункция w

 =
 F

(z) осущ
ествляет однозначное 

отображ
ение области D

 на горизонтальную
 полосу в плоскости w

, ш
ирина 

которой равна V
2  – V

1 =
 V

0 . 
Д
алее, м

ы
 м
ож

ем
 утверж

дать, что двум
 (различны

м
) граничны

м
 точ-

кам
 прям

олинейной полосы
 в плоскости w

, леж
ащ

им
 в бесконечно удален-

ной точке (м
ы

 будем
 их условно обозначать сим

волам
и +

 и -
), соответ-

ствую
т точки границы

 D
, леж

ащ
ие в бесконечности (которы

е м
ы

 будем
 

обозначать тем
и ж

е сим
волам

и 
).  

В
 сам

ом
 деле, так как через точки 




w
 проходит бесчисленное 

м
нож

ество эквипотенциальны
х линий V

 =
 C

, то и через точки, им
 соответ-

ствую
щ
ие, такж

е проходит бесчисленное м
нож

ество эквипотенциальны
х 

линий. И
з ф

изических соображ
ений ясно, что такие точки не м

огут бы
ть 

конечны
м
и граничны

м
и точкам

и.  
В
сем

 перечисленны
м

 условиям
 удовлетворяет взаим

но однозначное 
конф

орм
ное отображ

ение w
 =

 F
(z) области D

 на полосу 0 <
 Im

 w
 <

 V
0  с со-

ответствием
 бесконечно удаленны

х точек: F
(± 

)=


, такое отображ
ение 

всегда сущ
ествует и определяется с точностью

 до постоянного слагаем
ого, 

т.е. что реш
ение задачи 1 всегда возм

ож
но.  

П
ри
м
ер 1. К

онденсатор, состоящ
ий из двух ш

ин в ф
орм

е полуплос-
костей. О

дна из этих полуплоскостей составляет продолж
ение другой, рас-

стояние м
еж

ду ним
и 2а и разность потенциалов 2V

0 .  
С
ечение конденсатора плоскостью

, перпендикулярной к границам
 

ш
ин, изображ

ено на рис. 6.8. Задача сводится к построению
 плоского поля 

двух полупрям
ы
х 

,a
x













x
a

 с заданной разностью
 потенциа-

лов м
еж

ду ним
и. О

на является частны
м

 случаем
 задачи 1: линия C

1 пред-
ставляет собой двубереж

ны
й разрез A

В
С

, а С
2  – разрез D

E
F

. О
тображ

ение 
области D

 на полосу ш
ириной 2V

0  с нуж
ной норм

ировкой осущ
ествляет 

логариф
м
ическая ф

ункция. О
тбрасы

вая несущ
ественное постоянное слага-

ем
ое, получим

 ком
плексны

й потенциал поля: 


 2

2
0

ln
2

a
z

z
V

w






. 

В
еличина вектора напряж

енности поля равна 

2
1

0

2
2

0
1

2
1

2

r
r

V

a
z

V

dz

dw
E










, 

где 
a

z
r

a
z

r






2

1
,

 – расстояния точки z до концов полупрям
ы
х. И

з 

последней ф
орм

улы
 следует, что в начале координат 

a V
E


0

2


, т.е. м
ало 

11
2 

 м
ен
но

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
об
еи
х 
да
нн
ы
х 
ок
ру
ж
но
ст
ей

 C
1 
и 
С

2.
 В

 с
ам
ом

 д
ел
е,

 
ок
ру
ж
но
ст
ь 
С

* 
и 
пр
ям
ая

 a
1a

2 
ор
то
го
на
ль
ны

 и
 к

 C
1,

 и
 к

 С
2.

 

 Е
сл
и 
м
ы

 т
еп
ер
ь 
др
об
но

-л
ин
ей
ны

м
 о
то
бр
аж

ен
ие
м

 п
ре
об
ра
зу
ем

 т
оч
ки

 
z 1

 и
 z

2 
в 
то
чк
и 

0 
и 


 в
сп
ом

ог
ат
ел
ьн
ой

 п
ло
ск
ос
ти

 
: 

21 z
z

z
z





, 

то
 о
кр
уж

но
ст
и 

C
1 
и 
С

2 
пе
ре
йд
ут

 в
 о
кр
уж

но
ст
и 
С
 1 
и 
С
 2,

 д
ля

 к
от
ор
ы
х 
то
чк
и 

0



 и

 





 я
вл
яю

тс
я 
си
м
м
ет
ри
чн
ы
м
и.

 О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 
ок
ру
ж
но

-
ст
и 
С
 1 
и 
С

' 2 
 к
он
це
нт
ри
че
ск
ие

: и
х 
це
нт
р 
со
вп
ад
ае
т 
с 
то
чк
ой

 
0




.  
К
ом

пл
ек
сн
ы
м

 п
от
ен
ци
ал
ом

 в
сп
ом

ог
ат
ел
ьн
ог
о 
по
ля

 с
ог
ла
сн
о 

(6
.2

5)
 

сл
уж

ит
 


L

n
ki

w


 (
ри
с.

 6
.1

1)
, а

 д
ля

 п
ер
во
на
ча
ль
но
го

 п
ол
я 

– 
ф
ун
кц
ия

 

21 z
z

z
z

L
n

ki
w




. 
 

 
 

 
(6

.2
6)

 

Р
ас
по
ря
ж
ая
сь

 к
он
ст
ан
то
й 

k,
 м
ы

 м
ож

ем
 д
об
ит
ьс
я 
за
да
нн
ой

 р
аз
но
ст
и 

по
те
нц
иа
ло
в 
м
еж

ду
 С

1 
 и

 С
2.

  
К
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

(6
.2

6)
 с
ов
па
да
ет

 с
 к
ом

пл
ек
сн
ы
м

 п
от
ен
ци
а-

ло
м

 (
6.

15
) 
по
ля

 д
ву
х 
ра
зн
ои
м
ен
ны

х 
то
че
чн
ы
х 
за
ря
до
в,

 е
сл
и 
сч
ит
ат
ь 
по
ст
о-

ян
ну
ю

 k
 =

 2
q.

 П
оэ
то
м
у 
ка
рт
ин
а 
по
ля

 в
о 
вн
еш

но
ст
и 

C
1 
и 
С

2 
со
вп
ад
ае
т 
с 

ка
рт
ин
ой

 п
ол
я.

 Э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ьн
ы
м
и 
ли
ни
ям
и 
по
ля

 с
лу
ж
ат

 а
по
лл
он
ие
вы

 
ок
ру
ж
но
ст
и,

 а
 с
ил
ов
ы
м
и 
ли
ни
ям
и 

– 
ок
ру
ж
но
ст
и,

 п
ро
хо
дя
щ
ие

 ч
ер
ез

 z
1 
и 

z 2
 

(с
м

. 
ри
с.

 6
.1

1)
. 
О
кр
уж

но
ст
и 

C
1 
и 
С

2 
пр
ин
ад
ле
ж
ат

 с
ем
ей
ст
ву

 э
кв
ип
от
ен
ци

-
ал
ьн
ы
х 
ли
ни
й.

  
И
з 
эт
ог
о 
пр
им

ер
а 
ви
дн
о,

 ч
то

 к
ар
ти
на

 п
ол
я 
не

 и
зм
ен
яе
тс
я 

(п
о 
кр
ай
не
й 

м
ер
е,

 в
 ч
ас
ти

 п
ло
ск
ос
ти

),
 е
сл
и 
ка
ки
е-
ли
бо

 и
з 
эк
ви
по
те
нц
иа
ль
ны

х 
ли
ни
й 

за
м
ен
ит
ь 
пр
ов
од
ни
ка
м
и.

 В
 э
то
м

 с
ос
то
ит

 т
ак

 н
аз
ы
ва
ем
ы
й 
пр
ин
ци
п 
от
ве
р-

де
ни
я.

 В
 г
ид
ро
м
ех
ан
ик
е 
со
гл
ас
но

 э
то
м
у 
пр
ин
ци
пу

 м
ож

но
 з
ам
ен
ят
ь 
тв
ер

-
ды

м
и 
ст
ен
ка
м
и 
ли
ни
и 
то
ка

 ж
ид
ко
ст
и.

 
 

 

Р
и
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3.
1.

 С
об
ст
ве
н
н
о 
п
р
и
бл
и
ж
ен
н
ы
е 
м
ет
од
ы

 
 М
ет

од
 р
ас
т
яж

ен
и
я.

 П
ус
ть

 о
дн
ос
вя
зн
ая

 о
бл
ас
ть

 G
0 
пл
ос
ко
ст
и 

z 
це

-
ли
ко
м

 л
еж

ит
 в
ну
тр
и 
ед
ин
ич
но
го

 к
ру
га

. 
П
ок
аж

ем
 с
на
ча
ла

, 
чт
о 
лю

бу
ю

 о
д-

но
св
яз
ну
ю

 и
 о
дн
ол
ис
тн
ую

 о
бл
ас
ть

 G
 
на

 ч
ис
ло
во
й 
пл
ос
ко
ст
и 
ил
и 
чи
сл
ов
ой

 
сф
ер
е,

 и
м
ею

щ
ую

 б
ол
ее

 о
дн
ой

 г
ра
ни
чн
ой

 т
оч
ки

, 
м
ож

но
 о
то
бр
аз
ит
ь 
на

 о
б-

ла
ст
ь 
ви
да

 G
0 
пр
и 
по
м
ощ

и 
эл
ем
ен
та
рн
ы
х 
ф
ун
кц
ий

. 
Д
ей
ст
ви
те
ль
но

, 
ес
ли

 
об
ла
ст
ь 

G
 
им

ее
т 
хо
тя

 б
ы

 о
дн
у 
вн
еш

ню
ю

 т
оч
ку

 
 =

 
а,

 т
о 
су
щ
ес
тв
уе
т 
кр
уг

 
|

 −
 
а| 

<
 

, 
не

 с
од
ер
ж
ащ

ий
 н
и 
од
но
й 
то
чк
и 

G
.

 О
то
бр
аж

ая
 э
то
т 
кр
уг

 д
ро
б-

но
-л
ин
ей
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 
на

 в
не
ш
но
ст
ь 
ед
ин
ич
но
го

 к
ру
га

, м
ы

 п
ер
ев
ед
ем

 о
б-

ла
ст
ь 

G
 
це
ли
ко
м

 в
ну
тр
ь 
эт
ог
о 
по
сл
ед
не
го

. 
Е
сл
и 
ж
е 

G
 
не

 и
м
ее
т 
вн
еш

не
й 

то
чк
и,

 т
. 
е.

 е
сл
и 
ее

 г
ра
ни
ца

 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
ра
зр
ез

, 
то

 м
ож

но
 п
ре
ж
де

 
вс
ег
о 
пе
ре
ве
ст
и 
ли
не
йн
ы
м

 о
то
бр
аж

ен
ие
м

 д
ве

 з
ад
ан
ны

е 
гр
ан
ич
ны

е 
то
чк
и 
в 

то
чк
и 
*

 =
 

1.
 П
ре
об
ра
зо
ва
ни
е 

 
 








1

21
*

пе
ре
во
ди
т 
вн
еш

но
ст
ь 
лю

бо
-

го
 р
аз
ре
за

 м
еж

ду
 т
оч
ка
м
и 
*

 =
 +

1 
и 
*

 =
 

1
 в
о 
вн
еш

но
ст
ь 
не
ко
то
ро
й 
об
ла

-
ст
и,

 т
ак

 ч
то

 о
бр
аз

 G
 
в 
пл
ос
ко
ст
и 

w
 у
ж
е 
им

ее
т 
вн
еш

ни
е 
то
чк
и.

  
М
ож

но
 с
чи
та
ть

, ч
то

 G
0 
со
де
рж

ит
 т
оч
ку

 z
 =

 0
, и
бо

 э
то
го

 в
се
гд
а 
м
ож

но
 

до
ст
иг
ну
ть

, о
то
бр
аж

ая
 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 н
а 
се
бя

 д
ро
бн
о-
ли
не
йн
ы
м

 п
ре
об
ра

-
зо
ва
ни
ем

. Т
ог
да

 с
ущ

ес
тв
уе
т 
кр
уг

 



z

, ц
ел
ик
ом

 л
еж

ащ
ий

 в
 G

0;
 п
ус
ть

 
0 
−

 

на
иб
ол
ьш

ее
 
зн
ач
ен
ие

 
,

 
об
ла
да
ю
щ
ее

 
эт
им

 
св
ой
ст
во
м

. 
Т
ог
да

 
на
йд
ет
ся

 
ф
ун
кц
ия

 w
1(

z)
 (
та
к 
на
зы
ва
ем
ая

 ф
ун
кц
ия

 р
ас
тя
ж
ен
ия

),
 к
от
ор
ая

 о
то
бр
аж

ае
т 

G
0 
в 
об
ла
ст
ь 

G
1,

 т
ак
ж
е 
ле
ж
ащ

ую
 в
ну
тр
и 
ед
ин
ич
но
го

 к
ру
га

 и
 с
од
ер
ж
ащ

ую
 

кр
уг

 
1

1



w

, п
ри
че
м

 
0

1





и 



0
0

1


w
. Т

ак
им

 о
бр
аз
ом

, о
бл
ас
ть

 G
1 
за
по
л-

ня
ет

 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 «
лу
чш

е»
, 
че
м

 G
0.

 Э
то
т 
пр
ие
м

 м
ож

но
 п
ов
то
ря
ть

, 
от
об
ра
ж
ая

 G
1 
на

 G
2 
и 
во
об
щ
е 
об
ла
ст
ь 

G
n 
на

 G
n+

1,
 п
ри
че
м

 к
ру
г 

1


v
w

 

ка
ж
ды

й 
ра
з 
ле
ж
ит

 в
ну
тр
и 

G
v,

n+
1 

>
 

n.
 Е
сл
и 
вы

би
ра
ть

 ф
ун
кц
ии

 р
ас
тя
ж
ен
ия

 
по
дх
од
ящ

им
 о
бр
аз
ом

, 
то

 
n 
пр
и 
до
ст
ат
оч
но

 б
ол
ьш

их
 n

 б
уд
ет

 к
ак

 у
го
дн
о 

м
ал
о 
от
ли
ча
ть
ся

 о
т 

1,
 т

.е
. 
гр
ан
иц
а 

G
n 
бу
де
т 
ле
ж
ат
ь 
ка
к 
уг
од
но

 б
ли
зк
о 
к 

ед
ин
ич
но
й 
ок
ру
ж
но
ст
и.

  
С
ог
ла
сн
о 
ле
м
м
е 
Ш
ва
рц
а,

 ф
ун
кц
ия

 w
n(

z)
, о
то
бр
аж

аю
щ
ая

 G
0 
на

 G
n,

 к
ак

 
уг
од
но

 м
ал
о 
от
ли
ча
ет
ся

 о
т 
ф
ун
кц
ии

 w
(z

),
 о
то
бр
аж

аю
щ
ей

 G
0 
на

 е
ди
ни
чн
ы
й 

кр
уг

. 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 с
хо
ди
тс
я 
к 





 z

w
z

w
n


, 
и 
по

-
ск
ол
ьк
у 
ф
ун
кц
ии

 р
ас
тя
ж
ен
ия

 м
ож

но
 з
ад
ат
ь 
яв
ны

м
 о
бр
аз
ом

, т
о 
м
ы

 п
ол
уч
а-

ем
 п
ри
бл
иж

ен
ны

й 
м
ет
од

 н
ах
ож

де
ни
я 
ко
нф

ор
м
но
го

 о
то
бр
аж

ен
ия

 о
бл
ас
ти

 
G

0 
на

 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

.  
Ф
ун
кц
ии

 р
ас
тя
ж
ен
ия

 м
ож

но
 з
ад
ав
ат
ь 
ра
зл
ич
ны

м
и 
сп
ос
об
ам
и.

 О
дн
а 

из
 н
их

, п
ри
го
дн
ая

 в
о 
вс
ех

 с
лу
ча
ях

 и
 п
оэ
то
м
у 
ос
об
ен
но

 в
аж

на
 д
ля

 т
ео
ре
ти

-
че
ск
их

 и
сс
ле
до
ва
ни
й 

(д
ок
аз
ат
ел
ьс
тв
о 
те
ор
ем
ы

 Р
им

ан
а 
об

 о
то
бр
аж

ен
ии

),
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  строится следую

щ
им

 образом
. П

усть 
0

0



i

e
a

z



−

 ближ
айш

ая к началу 
координат точка границы

 G
0 . Т

огда сначала при пом
ощ

и ф
ункции  

za z
a

z
 


1

*
 

эта точка переводится в точку z
* =

 0. Д
алее пусть 

*
**

z
z


, 

и наконец, 

z
a

a
za

z
a

za
a

z
a z

a
w















1

1

1
**

**

1
.  

 
 

(3.1) 

К
орни определяю

тся здесь так, чтоб точка z =
 0 переходила в w

1  =
 0. 

Т
ак как точка ветвления 

a
z


 леж
ит на границе G

0 , то отображ
ение кон-

ф
орм

но всю
ду внутри G

0 . К
ром

е того, z(w
1 ) −

 од-
нозначная ф

унция, т.е. каж
дой точке G

1  соответ-
ствует только одна точка G

0 , так что G
1  область 

однолистности на плоскости w
1 . Б

олее подробное 
исследование показы

вает такж
е, что круг 

0



z

 

отображ
ается 

ф
ункцией 

(3.1) 
на 

область, 
содер-

ж
ащ

ую
 внутри себя круг 

0
1

1
1

,








w
. Т

ем
 са-

м
ы
м

 доказано растягиваю
щ
ее свойство ф

ункции. 
В

 конкретны
х случаях ф

ункции растяж
ения 

(3.1) сходятся слиш
ком

 м
едленно. П

оэтом
у бы

л 
предлож

ен целы
й ряд ф

ункций растяж
ения, схо-

дящ
ихся бы

стрее, которы
е хотя и не всегда, но в 

больш
инстве случаев пригодны

 для прим
енений. 

В
се эти ф

ункции обладаю
т одним

 общ
им

 свой-
ством

, а им
енно они отображ

аю
т некоторую

 по-
добласть G

* единичного круга, содерж
ащ

ую
 G

0 , на 
единичны

й 
круг, 

оставляя 
неподвиж

ны
м

 
начало 

координат. О
бласть G

* долж
на бы

ть по возм
ож

но-
сти «ближ

е», и в то ж
е врем

я бы
ть не слиш

ком
 

слож
ной, чтобы

 ф
ункцию

 м
ож

но бы
ло легко вы

-
числить 

(рис. 
3.1). 

В
 
литературе 

подробнее 
остальны

х изучены
 следую

щ
ие области: 

- круговая луночка;  
- круг с радиальны

м
 разрезом

;  
- круговой треугольник с двум

я  прям
ы
м
и уг-

лам
и.  П

ри 
всех 

его 
достоинствах 

этот 
м
етод 

на 
практике обнаруж

ивает следую
щ
ие сущ

ественны
е 

недостатки: 
Р
и
с. 3.1 
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П
ри этом

 берегу A
В
С

D
Е

 канала соответствует отрезок 
2

,2


, а 

берегу F
G

H
 – полупрям

ы
е 


,2

 и 
2

,



. М

ы
 преобразуем

 полуплос-
кость 

 в себя так, чтобы
 точки A

, Н
 и Е

, F
 переш

ли в точки 0 и 
: 

2

2

2

2

1
2

4
2

4
1

1
4

2

2 2
  

  





  
  





 


H z

ch
H z

ch

H z
th

H z
th




 

 


. 

Т
ак как точка С

 =
 H

i переходит в точку 
 =

 0, а затем
 в точку 

1  =
 0, 

то берегу A
...Е

 соответствует полож
ительная, а берегу F

...H
 – отрицатель-

ная полуось. О
стается преобразовать полуплоскость в полосу ш

ирины
 Q

, 
что осущ

ествляется логариф
м
ической ф

ункцией: 

  
  





H z

ch
H z

ch
Q

Q
w

2
4

2
ln

2
ln

1








. 

П
ол
е в к

ол
ьц
е. Задача 2 отличается от задачи 1 тем

, что проводники 
С

1  и С
2  не им

ею
т общ

их точек и область D
 м
еж

ду ним
и двусвязна. М

етод, 
предлож

енны
й в преды

дущ
ем

 пункте, здесь неприм
еним

, ибо взаим
но од-

нозначное и конф
орм

ное отображ
ение области D

 на полосу невозм
ож

но. 
О
днако задача легко разреш

ается, если известно взаим
но однозначное и 

конф
орм

ное отображ
ение w

 =
 f(z) области D

 на круговое кольцо 
R

r





. 

Д
ля кругового кольца ком

плексны
м

 потенциалом
, очевидно, служ

ит м
но-

гозначная ф
ункция 


L

n
i

k
w


, 
 

 
 

 
(6.25) 

где k – действительная постоянная (в сам
ом

 деле, м
ним

ая часть (6.25) 


ln
k

V


 на окруж
ностях 

r



 и 

R



приним

ает постоянны
е значе-

ния). Р
аспоряж

аясь постоянной k, м
ы

 м
ож

ем
 добиться лю

бой заданной 
разности потенциалов V

0  м
еж

ду окруж
ностям

и кольца. Т
еперь остается 

лиш
ь подставить f(z) в (6.25) вм

есто 
, и получим

 ком
плексны

й потенциал 
в области D

, даю
щ
ий реш

ение задачи 2: 

z

f
L

n
i

k
w


. 
П
остроенны

й потенциал является м
ногозначной ф

ункцией (в силу 
м
ногозначности его действительной части 


z

f
A

rg
k

U



). Ф

изически это 
вполне допустим

о, ибо его производная, определяю
щ
ая поле, однозначна.  

П
ри
м
ер 3. П

оле двух разноим
енно заряж

енны
х параллельны

х круго-
вы

х цилиндров, располож
енны

х вне друг друга. Задача построения такого 
поля сводится к задаче построения поля во внеш

ности двух окруж
ностей 

C
1 и С

2 . П
усть a

1  и а
2  – центры

 этих окруж
ностей. П

остроим
 на общ

ей к 
ним

 касательной b
1 b

2 , как на диам
етре, полуокруж

ность С
* (рис. 6.10). 

Т
очки z

1  и z
2  пересечения С

* с линией центров а
1 а

2  сим
м
етричны

 одновре-

11
0 

 от
ли
ча
ет
ся

 о
т 
на
пр
яж

ен
но
ст
и 
по
ля

 о
бы

чн
ог
о 
пл
ос
ко
го

 к
он
де
нс
ат
ор
а 

aV
0

. 

П
ри

 п
ри
бл
иж

ен
ии

 к
 к
он
ца
м

 п
ол
уп
ря
м
ы
х 
Е

 н
ео
гр
ан
ич
ен
но

 в
оз
ра
ст
ае
т 

(э
ф

-
ф
ек
т 
ос
тр
ия

);
 п
ри

 у
да
ле
ни
и 
то
чк
и 

z 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
ь 
Е

 с
тр
ем
ит
ся

 к
 н
ул
ю

.  

 П
ри
м
ер

 2
. 
П
от
ок

 и
де
ал
ьн
ой

 ж
ид
ко
ст
и 
в 
ка
на
ле

 с
 п
ар
ал
ле
ль
ны

м
и 

пр
ям
ол
ин
ей
ны

м
и 
бе
ре
га
м
и 
ш
ир
ин
ы

 2
H

, 
в 
ко
то
ро
м

 и
м
ее
тс
я 
ещ

е 
пр
еп
ят

-
ст
ви
е 
в 
ви
де

 с
те
нк
и,

 п
ер
пе
нд
ик
ул
яр
но
й 
к 
бе
ре
га
м

 к
ан
ал
а 
и 
за
ни
м
аю

щ
ей

 
по
ло
ви
ну

 е
го

 ш
ир
ин
ы

 (
ри
с.

 6
.9

).
 Р
ас
хо
д 
ж
ид
ко
ст
и 

Q
 з
ад
ан

. 

 За
да
ча

 с
во
ди
тс
я 
к 
от
об
ра
ж
ен
ию

 о
бл
ас
ти

 D
 н
а 
по
ло
су

. 
П
ре
об
ра
зо
ва

-

ни
ем

 п
од
об
ия

 
z

H2



 с
во
ди
м

 э
ту

 о
бл
ас
ть

 к
 о
бл
ас
ти

, г
де

 h
 =

 
/2

 . 
Ф
ор
м
у-

ла
, о
то
бр
аж

аю
щ
ая

 D
 н
а 
ве
рх
ню

ю
 п
ол
уп
ло
ск
ос
ть

 I
m

 
 >

 0
:  

1
4

4
2

2
2

2






Hz

th
tg

th






. 

Р
и
с.

 6
.8

 

Р
и
с.

 6
.9
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1)
 С
хо
ди
м
ос
ть

 д
ов
ол
ьн
о 
м
ед
ле
нн
ая

, 
ос
об
ен
но

 н
а 
гр
ан
иц
е 
об
ла
ст
и;

 в
 

пр
ил
ож

ен
ия
х 
ж
е 
на
иб
ол
ее

 в
аж

ны
 и
м
ен
но

 г
ра
ни
чн
ы
е 
зн
ач
ен
ия

.  
2)

 Ф
ун
кц
ии

 р
ас
тя
ж
ен
ия

 с
ра
вн
ит
ел
ьн
о 
сл
ож

ны
, 
пр
ич
ем

 д
ля

 к
аж

до
го

 
сл
ед
ую

щ
ег
о 
ш
аг
а 
не
об
хо
ди
м
о 
за
но
во

 в
ы
би
ра
ть

 о
че
ре
дн
ую

 ф
ун
кц
ию

. 
Э
то

 
за
тр
уд
ня
ет

 п
ри
м
ен
ен
ие

 у
ка
за
нн
ог
о 
м
ет
од
а 
пр
и 
ис
по
ль
зо
ва
ни
и 
вы

чи
сл
и-

те
ль
ны

х 
м
аш

ин
. 
М
ет
од

 п
ри
м
ен
им

 т
ол
ьк
о 
то
гд
а,

 к
ог
да

 з
на
че
ни
я 
ф
ун
кц
ии

 
м
ож

но
 з
ад
ат
ь 
гр
аф
ич
ес
ки

.  
В
ви
ду

 э
то
го

 о
н 
ис
по
ль
зу
ет
ся

 л
иш

ь 
пр
и 
оч
ен
ь 
не
бо
ль
ш
их

 т
ре
бо
ва
ни

-
ях

 т
оч
но
ст
и 
ил
и 
ка
к 
по
дг
от
ов
ит
ел
ьн
ы
й 
к 
м
ет
од
у 
Т
ео
до
рс
ен
а.

  
Э
то
т 
м
ет
од

 п
ер
ен
ос
ит
ся

 и
 н
а 
от
об
ра
ж
ен
ия

 д
ву
св
яз
ны

х 
об
ла
ст
ей

 н
а 

кр
уг
ов
ое

 к
ол
ьц
о.

 Ф
ун
кц
ии

 р
ас
тя
ж
ен
ия

 о
пр
ед
ел
яю

тс
я 
зд
ес
ь 
та
к,

 ч
то
бы

 т
о 

од
на

, 
то

 д
ру
га
я 
гр
ан
ич
на
я 
кр
ив
ая

 к
ак

 м
ож

но
 т
оч
не
е 
от
об
ра
ж
ал
ис
ь 
на

 к
он

-
це
нт
ри
че
ск
ие

 о
кр
уж

но
ст
и.

  
 В
ар
и
ац
и
он
н
ы
й

 м
ет

од
 

 П
ре
дл
аг
ае
м
ы
й 
м
ет
од

 о
сн
ов
ы
ва
ет
ся

 н
а 
те
ор
ем
е 
о 
ср
ед
не
м

. Е
сл
и 

F
(w

),
 




i e
w


 −
 а
на
ли
ти
че
ск
ая

 ф
ун
кц
ия

 в
 е
ди
ни
чн
ом

 к
ру
ге

, н
еп
ре
ры

вн
ая

 в
пл
от
ь 

до
 г
ра
ни
цы

, т
о 
им

ее
т 
м
ес
то

 р
ав
ен
ст
во

: 





 .0

2
2 0

F
d

e
F

i









 

О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, ч
то

 





 0

2
2 0

F
d

e
F

i









, 

пр
ич
ем

 р
ав
ен
ст
во

 в
оз
м
ож

но
 л
иш

ь 
то
гд
а,

 к
ог
да

 F
(w

) 
=

 c
on

st
. 

П
ус
ть

 т
еп
ер
ь 

G
 −

 о
дн
ол
ис
тн
ая

 и
 о
дн
ос
вя
зн
ая

 о
бл
ас
ть

 п
ло
ск
ос
ти

 z
 с

 
ку
со
чн
о-
гл
ад
ко
й 
гр
ан
иц
ей

 С
. П

ус
ть

, д
ал
ее

, ф
ун
кц
ия

 w
(z

) 
ко
нф

ор
м
но

 о
то
б-

ра
ж
ае
т 
эт
у 
об
ла
ст
ь 
на

 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 п
ло
ск
ос
ти

 т
ак

, 
чт
о 
то
чк
а 

z 
=

 z
0 
пе

-
ре
хо
ди
т 
в 
то
чк
у 

w
 =

 0
. 
Е
сл
и 

f(
z)

 −
 п
ро
из
во
ль
на
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ка
я 
в 

G
 ф
ун
к-

ци
я,

 н
еп
ре
ры

вн
ая

 в
пл
от
ь 
до

 г
ра
ни
цы

, т
о 



















00
2 0

2
z

w

z
f

d
w

z
w

z
f

dz
z

f
C














, 
 

   
(3

.2
) 

пр
ич
ем

 р
ав
ен
ст
во

 и
м
ее
т 
м
ес
то

 л
иш

ь 
то
гд
а,

 к
ог
да

 

 


co
ns

t
z

w

z
f




, 
т.
е.

 к
ог
да

 





 z

wc
z

f



. П

ос
та
ви
м

 с
ле
ду
ю
щ
ую

 в
ар
иа
ци
он
ну
ю

 з
ад
ач
у:

 с
ре
ди

 в
се
х 
ан
а-

ли
ти
че
ск
их

 в
 G

 ф
ун
кц
ий

 f
(z

),
 н
еп
ре
ры

вн
ы
х 
вп
ло
ть

 д
о 
гр
ан
иц
ы

 и
 у
до
вл
е-

тв
ор
яю

щ
их

 у
сл
ов
ию

 f(
z 0

) 
=

 1
, н
ай
ти

 т
у 
ф
ун
кц
ию

, д
ля

 к
от
ор
ой

 и
нт
ег
ра
л 










C

dz
z

f
f

I 1
  

 
 

   
 (

3.
3)
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




















.
2

2
2

0

20

20












































dt
t

ctg
t

F
t

F

d
ctg

F
F

d
ctg

F

 
 

(3.9) 

В
 частности, если 




F
 непреры

вно диф
ф
еренцируем

а, то при м
алы

х 
 им

еет м
есто приближ

енное равенство 



















F
dt

t
ctg

t
F

t
F










4
2

0

, 
 

 
(3.10) 

а интеграл от  до  вы
числяется обы

чны
м
и приближ

енны
м
и м

етодам
и.  

С
оответствую

щ
им

 
образом

 
изм

ененная 
последовательность 

(3.8) 
сходится к реш

ению
 




 исходной задачи, если  




1
log








d d
. 

 
 

 
(3.11) 

Г
еом

етрически это условие означает, что граница С
 области G

 пересекает 
окруж

ности  =
 const под углам

и, м
еньш

им
и 45°. В

 частности, лю
бой луч, 

проведенны
й из начала координат, пересекает границу лиш

ь один раз.  

П
ри этом

 погреш
ность n-го приближ

ения 






n
 удовлетворяет сле-

дую
щ
ей оценке:  























1

n
n

C
, 

где  −
 величина, определяем

ая неравенством
 (3.11).  

Т
аким

 образом
, последовательны

е приближ
ения сходятся со скоро-

стью
 геом

етрической прогрессии. Б
олее точны

е оценки содерж
атся в соот-

ветствую
щ
ей литературе.  

В
ы
числения особенно упрощ

аю
тся, если участвую

щ
ие в них ф

унк-
ции разлож

ить в ряды
 Ф
урье и прим

енить м
етод тригоном

етрической ин-
терполяции. С

 этой целью
 вы

делим
 на единичной окруж

ности плоскости z 
2N

 точек с аргум
ентам

и 

1
2

,...,
1,

0
,





N

k
N k

k



 

и полож
им

  
















k
k

k
k

F















log

,



. 

 
 (3.12)  

И
з вы

раж
ения  





















Nn

k
n

k
n

k
n

b
n

a
a

F
1

0
sin

cos
2










 

найдем
 приближ

енны
е значения коэф

ф
ициентов Ф

урье  

105 
 

Л
инии уровня первой ф

ункции совпадаю
т с траекториям

и движ
у-

щ
ихся частиц, т.е. с линиям

и тока ж
идкости. Э

та ф
ункция назы

вается 
ф
ункцией тока; им

еем
: 

,
,

x
V

y
V

y
x

 



 





  

 
 

    (6.20) 











zz
x

y
c

dy
V

dx
V

y
x

0

.
,


 

С
 пом

ощ
ью

 ф
ункции 

 м
ож

но вы
разить поток ж

идкости через про-
извольную

 кривую
 С

, леж
ащ

ую
 в области D

. И
м
еем

 









dx

V
dy

V
idx

dy
iV

V
idz

ds
y

x
y

x











,
,

,
V

n
V


. 

В
 силу (6.17) последнее вы

раж
ение совпадает с d

 и поток 








1
1

2
2

,
,

,
y

x
y

x
d

ds
n

V
Q

c
C
















, 
 

(6.21) 

где 
1

1
1

iy
x

z



 и 

2
2

2
iy

x
z




 −
 концы

 С
. 

Ф
ункция  








y

x
i

y
x

z
w

,
,










 
назы

вается ком
плексны

м
 потенциалом

 течения. У
равнения (6.18) и (6.20) 

показы
ваю

т, что ком
плексны

й потенциал является регулярной ф
ункцией в 

лю
бой односвязной области D

 течения, которая не содерж
ит источников и 

вихрей.  
Н
а основании ф

орм
улы

 (6.19) в случае м
ногосвязной области цикли-

ческая постоянная ф
ункции 

(х,у) при обходе некоторой ды
ры

 отлична от 
нуля, если при этом

 циркуляция Г
  0 (т.е. если 

0


 сум
м
арная интенсив-

ность вихрей, располож
енны

х в ды
ре). Н

а основании (6.21) циклическая 
постоянная 

(х, у) при обходе ды
ры

 отлична от нуля, если при этом
 поток 

Q
  0 (т.е. если  0 сум

м
арная интенсивность источников, располож

енны
х 

в ды
ре).  
Т
аким

 образом
, в м

ногосвязной области и действительная, и м
ним

ая 
части ком

плексного потенциала Ф
(z) м

огут оказаться м
ногозначны

м
и. В

 
этом

 состоит отличие ком
плексны

х потенциалов в электростатистике и 
гидром

еханике.  
Зам

етим
, что и здесь однозначны

е непреры
вны

е ветви Ф
(z) всегда 

оказы
ваю

тся регулярны
м
и и Ф

(z) снова дает прим
ер м

ногозначной анали-
тической ф

ункции. К
ак и в преды

дущ
ем

 подразделе, м
ож

но рассм
атривать 

производную
 Ф

'(z), которая всегда оказы
вается однозначной.  

С
 пом

ощ
ью

 ком
плексного потенциала вы

раж
аю

тся все основны
е ве-

личины
, связанны

е с плоским
 течением

. Н
априм

ер, в силу (6.18) и (6.20) 
им

еем
: 

10
8 

 ко
нц
ы

, р
ас
по
ло
ж
ен
ны

е 
в 
то
чк
е 

z 
=

 
. Р
аз
но
ст
ь 
по
те
нц
иа
ло
в 
м
еж

ду
 C

1 
и 
С

2 
сч
ит
ае
тс
я 
за
да
нн
ой

.  
2)

 О
пр
ед
ел
ен
ие

 п
ол
я 
в 
кр
ив
ол
ин
ей
но
м

 к
ол
ьц
е 

D
 м
еж

ду
 д
ву
м
я 
за

-
м
кн
ут
ы
м
и 
не
пе
ре
се
ка
ю
щ
им

ис
я 
пр
ов
од
ни
ка
м
и 
С

1 
и 
С

2,
 с
ос
то
ящ

им
и 
из

 к
о-

не
чн
ы
х 
то
че
к.

 Р
аз
но
ст
ь 
по
те
нц
иа
ло
в 
м
еж

ду
 C

1 
и 
С

2 
за
да
на

.  
3)

 О
пр
ед
ел
ен
ие

 п
ол
я 
в 
об
ла
ст
и 

D
, 
ог
ра
ни
че
нн
ой

 п
ро
во
дн
ик
ом

 С
, 

пр
ох
од
ящ

им
 ч
ер
ез

 б
ес
ко
не
чн
о 
уд
ал
ен
ну
ю

 т
оч
ку

. 
С
чи
та
ет
ся

 з
ад
ан
но
й 
ве

-
ли
чи
на

 в
ек
то
ра

 н
ап
ря
ж
ен
но
ст
и 
по
ля

 в
 б
ес
ко
не
чн
ос
ти

 (
в 
пр
ед
по
ло
ж
ен
ии

, 
чт
о 
по
сл
ед
ня
я 
не

 я
вл
яе
тс
я 
уг
ло
во
й 
то
чк
ой

 С
).

  
4)

 О
пр
ед
ел
ен
ие

 п
ол
я 
во

 в
не
ш
но
ст
и 

D
 з
ам
кн
ут
ог
о 
пр
ов
од
ни
ка

 С
, 
со

-
ст
оя
щ
ег
о 
из

 к
он
еч
ны

х 
то
че
к.

 В
ек
то
р 
на
пр
яж

ен
но
ст
и 
по
ля

 в
 б
ес
ко
не
чн
о 

уд
ал
ен
но
й 
то
чк
е 
сч
ит
ае
тс
я 
за
да
нн
ы
м

 п
о 
ве
ли
чи
не

 и
 н
ап
ра
вл
ен
ию

. 
П
од

 
пр
ов
од
ни
ко
м

 м
ы

 в
сю

ду
 п
он
им

ае
м

 к
ри
ву
ю

 С
, 
на

 к
от
ор
ой

 с
ох
ра
ня
ет

 п
ос
то

-
ян
но
е 
зн
ач
ен
ие

 п
от
ен
ци
ал
ьн
ая

 ф
ун
кц
ия

 п
ол
я 

(с
ле
д 
от

 п
ер
ес
еч
ен
ия

 п
ло
ск
о-

ст
и 

z 
пр
ов
од
ящ

им
 ц
ил
ин
др
ом

 с
 о
бр
аз
ую

щ
им

и,
 п
ер
пе
нд
ик
ул
яр
ны

м
и 
к 
эт
ой

 
пл
ос
ко
ст
и)

. 
О
пр
ед
ел
ен
ие

 п
ол
я 
св
од
ит
ся

 к
 о
пр
ед
ел
ен
ию

 (
с 
то
чн
ос
ть
ю

 д
о 

по
ст
оя
нн
ог
о 
сл
аг
ае
м
ог
о)

 е
го

 к
ом

пл
ек
сн
ог
о  
по
те
нц
иа
ла

. 
В

 г
ид
ро
ди
на
м
ик
е 

со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ие

 з
ад
ач
и 
ст
ав
ят
ся

 к
ак

 з
ад
ач
и 
об
те
ка
ни
я.

 О
ни

 с
во
дя
тс
я 
к 

по
ст
ро
ен
ию

 п
от
ок
а 
ид
еа
ль
но
й 
ж
ид
ко
ст
и 
бе
з 
ви
хр
ей

 и
 б
ез

 и
ст
оч
ни
ко
в,

 о
б-

те
ка
ю
щ
ег
о 
за
да
нн
ы
е 
кр
ив
ы
е 
С

. К
ри
вы

е 
С

 д
ол
ж
ны

 п
ри

 э
то
м

 с
лу
ж
ит
ь 
ли
ни

-
ям
и 
то
ка

 ж
ид
ко
ст
и.

 Р
ол
ь 
ра
зн
ос
ти

 п
от
ен
ци
ал
ов

 м
еж

ду
 к
ри
вы

м
и 
С

1 
и 
С

2 
в 

за
да
ча
х 

1 
и 

2 
иг
ра
ет

 р
ас
хо
д 

– 
ко
ли
че
ст
во

 ж
ид
ко
ст
и,

 п
ро
те
ка
ю
щ
ее

 з
а 
ед
и-

ни
цу

 в
ре
м
ен
и 
че
ре
з 
лю

бо
е 
по
пе
ре
чн
ое

 с
еч
ен
ие

 о
бл
ас
ти

 D
. 
В

 з
ад
ач
е 

4 
до

-
по
лн
ит
ел
ьн
о 
за
да
ет
ся

 в
ек
то
р 
ск
ор
ос
ти

 т
еч
ен
ия

 в
 б
ес
ко
не
чн
ос
ти

, в
 з
ад
ач
е 

3 
– 
ег
о 
ве
ли
чи
на

.  
Э
ти

 ж
е 
за
да
чи

 м
ог
ут

 б
ы
ть

 п
ос
та
вл
ен
ы

 к
ак

 з
ад
ач
и 
по
ст
ро
ен
ия

 т
еп
ло

-
во
го

 п
от
ок
а.

 Р
ол
ь 
пр
ов
од
ни
ко
в 
эл
ек
тр
ич
ес
тв
а 
иг
ра
ю
т 
те
пл
ов
ы
е 
пр
ов
од
ни

-
ки

, 
на

 к
от
ор
ы
х 
те
м
пе
ра
ту
ра

 с
ох
ра
ня
ет

 п
ос
то
ян
но
е 
зн
ач
ен
ие

, 
ра
зн
ос
ть

 п
о-

те
нц
иа
ло
в 
за
м
ен
яе
тс
я 
ра
зн
ос
ть
ю

 т
ем
пе
ра
ту
р,

 а
 в
ек
то
р 
на
пр
яж

ен
но
ст
и 

– 
гр
ад
ие
нт
ом

 т
ем
пе
ра
ту
ры

. 
В

 с
ле
ду
ю
щ
их

 п
ун
кт
ах

 м
ы

 п
ри
ве
де
м

 к
он
кр
ет
ны

е 
пр
им

ер
ы

 р
еш

ен
ия

 з
ад
ач

 1
 –

 4
 с

 р
аз
ли
чн
ы
м

 ф
из
ич
ес
ки
м

 с
од
ер
ж
ан
ие
м

.  
В

 э
ти
х 
пр
им

ер
ах

 м
ы

 б
уд
ем

 в
се
гд
а 
ис
ка
ть

 о
дн
о 
из

 в
оз
м
ож

ны
х 
ре
ш
е-

ни
й 
по
ст
ав
ле
нн
ы
х 
за
да
ч,

 п
ок
аж

ем
, 
чт
о 
ус
ло
ви
я 
за
да
чи

 4
 м
ог
ут

 б
ы
ть

 д
о-

по
лн
ен
ы

 т
ак

, ч
то

 б
уд
ет

 о
бе
сп
еч
ен
а 
ед
ин
ст
ве
нн
ос
ть

 е
е 
ре
ш
ен
ия

.  
Т
о 
ж
е 
са
м
ое

 с
пр
ав
ед
ли
во

 и
 д
ля

 д
ру
ги
х 
за
да
ч,

 о
дн
ак
о 
на

 д
ок
аз
ат
ел
ь-

ст
ве

 м
ы

 н
е 
бу
де
м

 о
ст
ан
ав
ли
ва
ть
ся

, 
сч
ит
ая

, 
чт
о 
в 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ем
ы
х 
пр
им

е-
ра
х 
ед
ин
ст
ве
нн
ос
ть

 р
еш

ен
ия

 ф
из
ич
ес
ки

 о
че
ви
дн
а.

 Н
о 
то
гд
а 
на
йд
ен
но
е 
лю

-
бы

м
 с
по
со
бо
м

 р
еш

ен
ие

 з
ад
ач
и 
и 
бу
де
т 
сл
уж

ит
ь 
ее

 е
ди
нс
тв
ен
ны

м
 р
еш

ен
ие
м

. 
П
ол
е 
в 
п
ол
ос
е.

 Н
ач
не
м

 с
 р
ас
см
от
ре
ни
я 
за
да
чи

 1
.  

П
ре
дп
ол
ож

им
, 
чт
о 
по
ло
са

 D
 с
во
бо
дн
а 
от

 з
ар
яд
ов

, о
бр
аз
ую

щ
их

 п
ол
е.

 
Т
ог
да

 в
 D

 с
ущ

ес
тв
уе
т 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
по
ля

 w
 =

 F
(z

),
 к
от
ор
ы
й 
яв

-
ля
ет
ся

 р
ег
ул
яр
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 

(т
ак

 к
ак

 о
бл
ас
ть

 D
 о
дн
ос
вя
зн
а,

 т
о 

F
(z

) 
од
но

-
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 ф
ун
кц
ии

 (
3.

3)
, 
ес
ли

 г
ра
ни
ца

 С
 о
бл
ас
ти

 G
 −

 п
ро
ст
ая

 з
ам
кн
ут
ая

 к
ри
ва
я;

 д
ля

 
об
ла
ст
ей

 с
 р
аз
ре
за
м
и 
эт
о 
не

 т
ак

.  
Ч
то

 к
ас
ае
тс
я 
вы

чи
сл
ен
ий

 п
ри

 п
ри
м
ен
ен
ии

 э
то
го

 м
ет
од
а,

 т
о 
сл
ед
уе
т 

за
м
ет
ит
ь,

 ч
то

 ч
ис
ло

 о
пе
ра
ци
й 
пр
и 
на
хо
ж
де
ни
и 


z

n
 р
ас
те
т 
с 
ро
ст
ом

 n
, к
ак

 
n3 , т

ак
 ч
то

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 (
3.

5)
 с
та
но
ви
тс
я 
не
пр
иг
од
ны

м
, е
сл
и 
дл
я 
до
ст
иж

ен
ия

 
за
да
нн
ой

 т
оч
но
ст
и 
тр
еб
уе
тс
я 
бо
ль
ш
ое

 ч
ис
ло

 ч
ле
но
в.

 С
ам
и 
ж
е 
вы

чи
сл
ен
ия

 
не
сл
ож

ны
 и

 л
ег
ко

 п
ро
гр
ам
м
ир
ую

тс
я 
дл
я 
вы

чи
сл
ит
ел
ьн
ы
х 
м
аш

ин
.  

О
пи
са
нн
ы
й 
м
ет
од

 д
оп
ус
ка
ет

 в
ид
ои
зм
ен
ен
ие

, 
со
ст
оя
щ
ее

 в
 т
ом

, 
чт
о 

вм
ес
то

 к
ри
во
ли
не
йн
ог
о 
ин
те
гр
ал
а 

(3
.2

) 
бе
ре
тс
я 
ин
те
гр
ал

 п
о 
пл
ощ

ад
и.

 П
о 

те
ор
ем
е 
о 
ср
ед
не
м

 и
м
ее
м

 





 0

1 0

2 0

F
d

d
e

F
i














 

и,
 с
ле
до
ва
те
ль
но

, 





 0

1 0

2 0

F
d

d
e

F
i














, 

пр
ич
ем

 з
на
к 
ра
ве
нс
тв
а 
вн
ов
ь 
до
ст
иг
ае
тс
я 
ли
ш
ь 
дл
я 
ф
ун
кц
ии

 F
(w

) 
=

 c
on

st
. 

П
ер
ех
од
я 
к 
пл
ос
ко
ст
и 

z,
 п
ол
уч
ае
м

, к
ак

 и
 в

 (
3.

4)
: 








2

00 z
w

z
f

dz
dz

z
f

z
f

G






. 

Н
а 
ос
но
ва
ни
и 
эт
ог
о 
со
от
но
ш
ен
ия

 м
ож

но
 с
ф
ор
м
ул
ир
ов
ат
ь 
ва
ри
ац
и-

он
ну
ю

 з
ад
ач
у:

 с
ре
ди

 в
се
х 
ф
ун
кц
ий

 f
(z

),
 а
на
ли
ти
че
ск
их

 в
 G

, 
дл
я 
ко
то
ры

х 
f(

z 0
) 

=
 1

, н
ай
ти

 т
ак
ую

, ч
то

 и
нт
ег
ра
л 

 








dz
dz

z
f

z
f

f
I

G


2
 

пр
ин
им

ае
т 
на
им

ен
ьш

ее
 з
на
че
ни
е.

 Р
еш

ен
ие

 э
то
й 
за
да
чи

 т
ак
ж
е 
да
ет
ся

 ф
ор

-
м
ул
ой

 (
3.

3)
. 
Ч
ис
ле
нн
о 
эт
у 
за
да
чу

 м
ож

но
 р
еш

ит
ь,

 к
ак

 и
 п
ре
ды

ду
щ
ую

, 
пр
и 

по
м
ощ

и 
вы

ра
ж
ен
ия

 










 




n

n
z

z
z

f
1

0






. 

О
бъ
ем

 в
ы
чи
сл
ен
ий

 з
де
сь

 п
ри
м
ер
но

 т
ак
ой

 ж
е,

 к
ак

 и
 в

 с
лу
ча
е 
кр
ив
о-

ли
не
йн
ы
х 
ин
те
гр
ал
ов

. 
Т
ео
ре
ти
че
ск
ое

 п
ре
им

ущ
ес
тв
о 
вт
ор
ог
о 
м
ет
од
а 
со

-
ст
ои
т 
в 
то
м

, ч
то

 н
е 
ну
ж
но

 н
ал
аг
ат
ь 
ни
ка
ки
х 
ог
ра
ни
че
ни
й 
на

 г
ла
дк
ос
ть

 г
ра

-
ни
цы

 о
бл
ас
ти

, х
от
я 
на

 п
ра
кт
ик
е 
эт
о 
не

 и
гр
ае
т 
ро
ли

.  
 

Г
ра
ф
и
че
ск
и
й

 м
ет

од
 

 И
зо
те
рм

ич
ес
ка
я 
се
тк
а 
ха
ра
кт
ер
из
уе
тс
я 
сл
ед
ую

щ
им

и 
св
ой
ст
ва
м
и:

  
- 
кр
ив
ы
е 
ра
зн
ы
х 
се
м
ей
ст
в 
вз
аи
м
но

 о
рт
ог
он
ал
ьн
ы

;  
- 
яч
ей
ки

 я
вл
яю

тс
я 

«в
 м
ал
ом

» 
кв
ад
ра
тн
ы
м
и.
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Э
ти свойства м

ож
но использовать для граф

ического построения изо-
терм

ических сеток. 
Н
а практике обы

чно задается некоторое граничное условие.  
П
ервое приближ

ение изотерм
ической сетки строится произвольно, 

но с учетом
 граничны

х условий, а затем
 исправляется на основе геом

етри-
ческих свойств. У

словие ортогональности проверяется, наприм
ер, при по-

м
ощ

и зеркальной линейки. Д
алее, при достаточно м

елком
 и равном

ерном
 

разбиении ячейки долж
ны

 все более и более приближ
аться по ф

орм
е к 

квадратам
. Э

то свойство лучш
е всего проверяется проведением

 диагональ-
ной сетки (рис. 3.2), которая такж

е долж
на бы

ть изотерм
ической, в частно-

сти ортогональной.  

П
ри некотором

 навы
ке и ум

ении чертить, м
ож

но бы
стро строить 

требуем
ы
е приближ

ения, так что этот м
етод часто прим

еняется на практи-
ке. Ч

исленны
м

 аналогом
 этого м

етода является разностны
й м

етод Л
ибм

а-
на, которы

й такж
е прим

еняется в таких задачах.  
 

3.2.  М
етоды

 и
н
тегр

ал
ьн
ы
х ур

авн
ен
и
й

 
 М
ет

од Т
еодорсен

а-Г
арри

ка 
 

В
 основе этого ш

ирокоприм
еняем

ого ны
не м

етода леж
ит следую

щ
ая 

идея. П
усть ф

ункция w
(z) конф

орм
но отображ

ает единичны
й круг плоско-

сти z на конечную
 однолистную

 область G
 плоскости w

, причем
 



0
0


w
 

(так что начало координат леж
ит внутри G

) и w
(z) −

 вещ
ественное число. 

Т
огда ф

ункция 

Р
и
с. 3.2 
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z

M
w

1

2 



, 

 
 

 
 

(6.23) 

где M
 =

 Q
h – м

ом
ент диполя. Л

инии тока (6.23) совпадаю
т с эквипотенци-

альны
м
и линиям

и (6.17), и эквипотенциальны
е линии (6.23) – с силовы

м
и 

линиям
и (6.17).  

К
ом

плексны
й потенциал в теплотехнике строится аналогично. Д

ля 
установивш

егося плоского теплового потока в области D
, не содерж

ащ
ей 

тепловы
х источников, на основании (5.12) и (5.13) им

еем
 

0
,0


 


 


 


 

y Q

x Q

y Q

x Q
x

y
y

x
. 

 
 

(6.24) 

Р
оль потенциала 

  играет тем
пература v: 

,
1

,
1

;
y

x
Q

k
y v

Q
k

x v
v

grad
k

Q



 




 



 

Н
а основании первого соотнош

ения (6.24) заклю
чаем

, что вы
раж

е-

ние 


dy
Q

dx
Q

k
x

y



1

 является полны
м

 диф
ф
еренциалом

 некоторой ф
унк-

ции u =
 u(х, у), которая назы

вается ф
ункцией тока тепла и связана с тем

пе-
ратурой условиям

и К
ош

и-Р
им

ана 

x
y

Q
k

x v

y u
Q

k
y v

x u
1

,
1


 




 



 


 

. 

Ф
ункция u (х, у) приним

ает постоянны
е значения на линиях тока 

тепла. Ф
ункция ком

плексного перем
енного 








y

x
iv

y
x

u
z

w
,

,






 

назы
вается ком

плексны
м

 потенциалом
 теплового потока. О

на регулярна в 
лю

бой односвязной области D
, в которой поток удовлетворяет условиям

 
(6.24). В

ектор потока тепла 


z

ik
x v

i
x u

ki
y v

ik
x v

k
v

grad
k

Q






 
 

 


 



 


 







. 

 
6.4. М

етод к
он
ф
ор
м
н
ы
х отобр

аж
ен
и
й

 
 П
еречислим

 четы
ре типа прикладны

х задач, при реш
ении которы

х 
особенно удобно прим

енение конф
орм

ны
х отображ

ений. C
ф
орм

улируем
 

эти задачи в электростатических терм
инах, а затем

 укаж
ем

 видоизм
енения, 

которы
е надлеж

ит в них сделать при рассм
отрении других ф

изических задач. 
В
от эти задачи

: 
1) О

пределение электростатического поля в криволинейной полосе D
 

м
еж

ду двум
я проводникам

и С
1  и С

2 , которы
е им

ею
т общ

им
и лиш

ь свои 

10
6 

 


y

x
iV

V
x

i
x

z















, 

от
ку
да

 в
ек
то
р 
ск
ор
ос
ти

 т
еч
ен
ия

  

 z

iV
V

V
y

x







, 

а 
ве
ли
чи
на

 с
ко
ро
ст
и 

 




2
2

 
 



 

 







y

x
z

V



. 

Н
а 
пл
ос
ко
ст
и 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
по
те
нц
иа
ла

 л
ин
ия
м

 т
ок
а 
со
от
ве
тс
тв
ую

т 
го
ри
зо
нт
ал
ьн
ы
е 

пр
ям
ы
е 

Im
w

 =
 c

on
st

, 
а 

эк
ви
по
те
нц
иа
ль
ны

м
 
ли
ни
ям

 
–

ве
рт
ик
ал
ьн
ы
е 
пр
ям
ы
е 

R
ew

 =
 c

on
st

.  
П
ри
м
ер

 1
. 
Д
ля

 п
ос
ту
па
те
ль
но
го

 д
ви
ж
ен
ия

 ж
ид
ко
ст
и 
по
те
нц
иа
ль
на
я 

ф
ун
кц
ия

 и
 ф
ун
кц
ия

 т
ок
а 
ли
не
йн
ы

:  

2
1
,

c
y

V
x

V
c

y
V

x
V

x
y

y
x














. 

К
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

 









z
V

iV
V

iy
iV

V
x

i
z

w
y

x
y

x

















, 

гд
е 

y
x

iV
V

V



– 
ко
м
пл
ек
сн
ое

 ч
ис
ло

, 
со
пр
яж

ен
но
е 
ск
ор
ос
ти

, 
яв
ля
ет
ся

 л
и-

не
йн
ой

 ф
ун
кц
ие
й 

z.
 

П
ри
м
ер

 2
. Д

ля
 т
оч
еч
но
го

 и
ст
оч
ни
ка

 к
ом

по
не
нт
ы

 с
ко
ро
ст
и 
ра
вн
ы

 

2
2

2
2

2
,

2
y

x

y
Q

V
y

x

x
Q

V
y

x









; 

по
те
нц
иа
ль
на
я 
ф
ун
кц
ия

 и
 ф
ун
кц
ия

 т
ок
а 
на
хо
дя
тс
я 
по

 ф
ор
м
ул
ам

 (
6.

18
) 
и 

(6
.2

0)
: 

z
A

rg
Q

z
Q







2
,

ln
2




, 

и 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

– 


z

L
n

Q
z

w
2





. 

 
 

 
(6

.2
2)

 

П
ри
м
ер

 3
. Д

ля
 т
оч
еч
но
го

 в
их
ря

 а
на
ло
ги
чн
о 
на
хо
дя
тс
я 

z
z

A
rg

ln
2

,
2














, 

и 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

z
L

n
i

w
2


 от

ли
ча
ет
ся

 о
т 

(6
.2

2)
 м
но
ж
ит
ел
ем

 i1
. 

П
оэ
то
м
у 
ли
ни
и 
то
ка

 и
 э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ьн
ы
е 
ли
ни
и 
в 
пр
им

ер
ах

 2
 и

 3
 м
ен
я-

ю
тс
я 
м
ес
та
м
и.

 
П
ри
м
ер

 4
. 
Т
оч
еч
ны

й 
ди
по
ль

 в
 г
ид
ро
м
ех
ан
ик
е 
вп
ол
не

 а
на
ло
ги
че
н 

ди
по
лю

 
в 
эл
ек
тр
ос
та
ти
ке

. 
В
м
ес
то

 
(6

.1
7)

 
дл
я 
ко
м
пл
ек
сн
ог
о 
по
те
нц
иа
ла

 
им

ее
м

 в
ы
ра
ж
ен
ие
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
 zz

w
z

lo
g




 
 

 
 

 
(3

.6
) 

ан
ал
ит
ич
на

 в
 е
ди
ни
чн
ом

 к
ру
ге

.  
П
ус
ть

, 
да
ле
е,

 г
ра
ни
це
й 

G
 я
вл
яе
тс
я-
ку
со
чн
о 
гл
ад
ка
я 
кр
ив
ая

 С
. 
Е
сл
и 

i
re

z


, 



i e

w


, т
о 
то
чк
и 
эт
ой

 к
ри
во
й 
оп
ре
де
ля
ю
тс
я 
ур
ав
не
ни
ем

  



















i
i

e
e


. 

Н
а 
гр
ан
иц
е 
ед
ин
ич
но
го

 к
ру
га

 ф
ун
кц
ия

 

 z


 п
ри
ни
м
ае
т 
зн
ач
ен
ие

  




























i
ei

lo
g

, 
т.
е.

 






lo
g

 и
 






 −
 с
лу
ж
ат

 в
ещ

ес
тв
ен
но
й 
и 
м
ни
м
ой

 ч
ас
тя
м
и 
не
ко
то
ро
й 

ф
ун
кц
ии

, 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
й 
в 
ед
ин
ич
но
м

 к
ру
ге

. 
С
ог
ла
сн
о 
ф
ор
м
ул
е 
Ш
ва
рц
а,

 
пр
и 

1



R


 и

 



0
0


V
 э
ти

 в
ел
ич
ин
ы

 с
вя
за
ны

 с
оо
тн
ош

ен
ие
м

  






















d
ct

g
2

lo
g

21

0







. 
   

   
   

(3
.7

) 

Е
сл
и 
ж
е 
за
да
на

 н
е 
ф
ун
кц
ия

 w
(z

),
 а

 г
ра
ни
ца

 С
 о
бл
ас
ти

 G
 с
во
им

 у
ра
в-

не
ни
ем

 









, 
то

 (
3.

7)
 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
ин
те
гр
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 с
 

не
из
ве
ст
но
й 
ф
ун
кц
ие
й 







:  



























d
ct

g
2

lo
g

21

0







. 

О
пр
ед
ел
ив

 и
з 
эт
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 
ф
ун
кц
ию

 






, 
м
ож

но
 л
ег
ко

 н
ай
ти

 с
 

по
м
ощ

ью
 ф
ор
м
ул
ы

 Ш
ва
рц
а 
ф
ун
кц
ию

 

 z


, а

 з
ат
ем

 и
 ф
ун
кц
ию

 w
(z

),
 о
то
б-

ра
ж
аю

щ
ую

 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 н
а 
об
ла
ст
ь 

G
.  

Д
ля

 о
бл
ас
те
й,

 б
ли
зк
их

 к
 е
ди
ни
чн
ом

у 
кр
уг
у,

 т
.е

. т
ак
их

, г
ра
ни
ца

 к
от
о-

ры
х 
м
ал
о 
от
ли
ча
ет
ся

 о
т 
ед
ин
ич
но
й 
ок
ру
ж
но
ст
и,

 и
нт
ег
ра
ль
но
е 
ур
ав
не
ни
е 

(3
.2

0)
 р
еш

ае
тс
я 
м
ет
од
ом

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
ны

х 
пр
иб
ли
ж
ен
ий

. 
С

 э
то
й 
це
ль
ю

 
по
ло
ж
им

: 

 



 




 





.
2

lo
g

21

,
2 0

1

0

























d
ct

g








 
 

 
(3

.8
) 

Э
ти

 и
нт
ег
ра
лы

, 
од
на
ко

, 
ли
ш
ен
ы

 с
м
ы
сл
а 
бл
аг
од
ар
я 
ос
об
ен
но
ст
и 
по
ды

нт
е-

гр
ал
ьн
ой

 ф
ун
кц
ии

 п
ри

 





. Д
ля

 п
ол
уч
ен
ия

 с
хо
дя
щ
их
ся

 и
нт
ег
ра
ло
в 
пр
и-

м
ем

 в
о 
вн
им

ан
ие

, ч
то

 м
ни
м
ая

 ч
ас
ть

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ии

 н
е 
из
м
ен
яе
тс
я 

пр
и 
до
ба
вл
ен
ии

 п
ос
то
ян
но
го

 с
ла
га
ем
ог
о 
к 
гр
ан
ич
ны

м
 з
на
че
ни
ям

 в
ещ

е-
ст
ве
нн
ой

 ч
ас
ти

. П
оэ
то
м
у 
м
ож

но
 п
ро
ве
ст
и 
сл
ед
ую

щ
ее

 п
ре
об
ра
зо
ва
ни
е:
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Т
аким

 образом
, полагая 





i

i
e

w
re

z



,

, им
еем

 







r
z

V
z

U
log

,
*

*








. 
и интегральное уравнение (3.18) приним

ает вид: 


























C

z
d

z
z

z
*

1
*

*
*














, 

 
(3.22) 

где                                     





*

*
log

1
*

z z

C

d
r

z
 








. 

И
нтеграл (3.22) м

ож
но несколько преобразовать. Р

ассм
отрим

 вы
ра-

ж
ение  







 
 




  

  





C
C

z
z z

z

d
d

d
r

*
log

R
e

1
log

1
*

*

*











 




. 

П
оды

нтегральная ф
ункция аналитична всю

ду, за исклю
чением

 точек 
 =

 0 и  =
 z*, поэтом

у путь интегрирования С
 м
ож

но зам
енить контуром

, 
указанны

м
 
на 

рис. 
3.4, 

состоящ
им

 
из 

дваж
ды

 
проходим

ого 
прям

олинейного 
отрезка м

еж
ду точкам

и  =
 0 и  =

 z*, 
м
алой окруж

ности с центром
  =

 0 и 
двух круговы

х дуг с центром
  =

 z*. Н
а 

прям
олинейны

х 
участках 

величина 


 *
/

z
d





 вещ

ественна, 
а 
вещ

ествен-
ная часть ф

ункции log однозначна, так 
что интегралы

 по этим
 участкам

 взаим
-

но уничтож
аю

тся. Т
очно так ж

е обращ
а-

ется в нуль интеграл по м
алой окруж

но-
сти 

с 
центром

  
=

 
0. 

Н
а 
оставш

ихся 
двух 

дугах 
const

z


*


, 
так 

что 

0
*


z
d

, и, устрем
ляя их радиус к нулю

, получаем
 






































,

2
2

1 log
1

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*

*
*

*

*
*

*

*

*

*

z
z

d
z

d
z

d
d

r

z

z
z

z

z
z

z
z

C
z

z z

z

z

z

z

















 























  

  








  

  













 

где (z*) −
 угол м

еж
ду касательной в точке z* и отрезком

 [0, z*] (см
.  

рис. 3.4). Т
аким

 образом
,  











,

2
1

*
*

*
*

z
z

d
z

C
z

















 

Р
и
с. 3.4 
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О
братно, если в какой-либо односвязной области D

 задана регуляр-
ная ф

ункция F
 (z) =

 U
(x, y) +

 iV
 (х, у), то ей соответствует поле, заряды

 ко-
торого леж

ат вне D
 и для которого F

(z) служ
ит ком

плексны
м

 потенциалом
. 

 В
 сам

ом
 деле, рассм

отрим
 поле векторов 


z

Fi





E
; из условий 

К
ош

и-Р
им

ана для F
(z) вы

текает, что оно соленоидально и потенциально в 
области D

 и, следовательно, является электростатическим
 полем

. Е
го ком

-
плексны

й потенциал равен, очевидно, F
(z). Т

аким
 образом

, в только что 
указанном

 см
ы
сле м

еж
ду плоским

и электростатическим
и полям

и и регу-
лярны

м
и ф

ункциям
и им

еется полное  соответствие. 
П
ри
м
ер 1. Р

ассм
отрим

 поле точечного заряда величины
 q, располо-

ж
енного в начале координат. Зная потенциальную

 и силовую
 ф
ункции по-

ля (6.5) и (6.10), сразу получаем
 его ком

плексны
й потенциал 




z
qiL

n
z

iA
rg

z
qi

z
qi

qA
rgz

z
F

w
1

2
1

1
ln

2
1

ln
2

2


  

  








. 

К
артина этого поля изображ

ена на рис. 5.3. К
ом

плексны
й потенциал 

осущ
ествляет отображ

ение двусвязной области (откры
той плоскости с ис-

клю
ченны

м
 началом

 координат) на односвязную
 (откры

тую
 плоскость). 

Е
сли заряд располож

ен не в начале координат, а в точке z =
 z

0 , то ком
-

плексны
й потенциал 

0

1
2

z
z

qiL
n

w



. 

П
ри
м
ер 2. Д

ля систем
ы

 двух разноим
енны

х точечны
х зарядов ±q, 

располож
енны

х соответственно в точках z
1  и z

2 , ком
плексны

й потенциал 

1 2

2
1

2
1

2
1

2
z

z

z
z

qiL
n

z
z

qiL
n

z
z

qiL
n

w
 








. 

 
(6.15) 

Э
квипотенциальны

м
и линиям

и поля служ
ат кривы

е, на которы
х 

const
z

z

z
z

q
w


 


1 2

ln
2

Im
 

 или, что то ж
е сам

ое, 

const
z

z

z
z


 

1 2
. 

Э
то аполлониевы

 окруж
ности, для которы

х точки z
1  и z

2 являю
тся 

сим
м
етричны

м
и. С

иловы
е линии  

const
z

z

z
z

qA
rg

w


 



1 2

2
R

e
 

представляю
т 
собой 

окруж
ности, 

проходящ
ие 

через 
точки 

z
1 и 

z
2 . 

Н
а  

рис. 6.5 эквипотенциальны
е линии изображ

ены
 сплош

ны
м
и линиям

и, а си-
ловы

е линии – пунктиром
.  

10
4 

 

 
Р
и
с.

 6
.7

 

 6.
3.

 К
ом

п
л
ек
сн
ы
й

 п
от
ен
ц
и
ал

 в
 г
и
др
ом

ех
ан
и
к
е 
и

 т
еп
л
от
ех
н
и
к
е 

 У
сл
ов
ия

 о
тс
ут
ст
ви
я 
в 
об
ла
ст
и 

D
 и
ст
оч
ни
ко
в 
и 
ви
хр
ей

 п
ло
ск
ог
о 
ус
та

-
но
ви
вш

ег
ос
я 
те
че
ни
я 
не
сж

им
ае
м
ой

 ж
ид
ко
ст
и 

0
,0













yV

xV

yV

xV
x

y
y

x
 

по
зв
ол
яю

т 
ут
ве
рж

да
ть

, 
чт
о 
в 

D
 в
ы
ра
ж
ен
ия

 
dy

V
dx

V
x

y



 и

 
dy

V
dx

V
y

x


 я
в-

ля
ю
тс
я 
по
лн
ы
м
и 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ам
и 
не
ко
то
ры

х 
ф
ун
кц
ий

: 





 y
x

d
dy

V
dx

V
y

x
d

dy
V

dx
V

y
x

x
y

,
;

,











. 
 

(6
.1

7)
 

В
то
ра
я 
из

 э
ти
х 
ф
ун
кц
ий

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 п
от
ен
ци
ал
ьн
ой

; и
м
ее
м

: 


 y

x
gr

ad
V

y
V

x
V

y
x

,
,

,












; 

 
 

(6
.1

8)
 









z z

y
x

c
dy

V
dx

V
y

x
0

,


. 

С
 п
ом

ощ
ью

 ф
ун
кц
ии

 
 м
ож

но
 в
ы
ра
зи
ть

 ц
ир
ку
ля
ци
ю

 в
ек
то
ра

 с
ко
ро

-
ст
и 
вд
ол
ь 
за
м
кн
ут
ог
о 
ко
нт
ур
а 
С

. И
м
ее
м

 









dy

V
dx

V
id

y
dx

iV
V

ds
y

x
y

x









,

,
,

dz
V

s
V


. 

В
 с
ил
у 

(6
.1

7)
 п
ос
ле
дн
ее

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 с
ов
па
да
ет

 и
, с
ле
до
ва
те
ль
но

, ц
ир

-
ку
ля
ци
я 
ск
ор
ос
ти

 














C
C

y
x

d
ds

s
V

,
,




. 
 

 
 

(6
.1

9)
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


.1
,..

.,
2,1

,
si

n
1

,
,..

.,
1,0

,
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s
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1
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2

0









   

N
n

n
F

N
b

N
n

n
F

N
a

N k
k

k
n

N k
k

k
n









 
 

 
(3

.1
3)

 

С
оп
ря
ж
ен
на
я 

с 



 kF
га
рм

он
ич
ес
ка
я 

ф
ун
кц
ия

 
оп
ре
де
ля
ет
ся

 
ра
ве
н-

ст
во
м

: 













 








N n

k
n

k
n

k
k

n
a

n
b

1

1
si

n
co

s











 

с 
то
чн
ос
ть
ю

 д
о 
по
гр
еш

но
ст
и 
за

 с
че
т 
за
м
ен
ы

 р
яд
а 
Ф
ур
ье

 е
го

 ч
ас
ти
чн
ой

 
су
м
м
ой

. П
од
ст
ав
ля
я 
зн
ач
ен
ия

 к
оэ
ф
ф
иц
ие
нт
ов

 (
3.

13
),

 п
ол
уч
им

 ф
ор
м
ул
у 

 













2

1

1

1
n

N n
n

k
n

k
k

k
ct

g
F

F
N










 











, 
 

 
(3

.1
4)

  

в 
ко
то
ро
й 
сл
ед
уе
т 
по
ло
ж
ит
ь 

1
2

1
F

F
N



. В

м
ес
те

 с
 (

3.
12

) 
и 
на
ча
ль
ны

м
 з
на
че

-

ни
ем

 



k
k





0

 э
то

 р
ав
ен
ст
во

 о
пр
ед
ел
яе
т 
ка
ж
до
е 
сл
ед
ую

щ
ее

 п
ри
бл
иж

ен
ие

 




 k

 и
 




 kF
, п
ри
че
м

 с
ле
ду
ет

 з
ам
ет
ит
ь,

 ч
то

 к
он
еч
на
я 
су
м
м
а 

(3
.1

4)
 и
м
ее
т 
ви
д,

 
в 
то
чн
ос
ти

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
ий

 и
нт
ег
ра
лу

 (
3.

10
).

 Е
сл
и 
эт
от

 м
ет
од

 с
хо
ди
тс
я,

 
то

 с
 п
ом

ощ
ью

 п
ре
де
ло
в 

 
















k

k
k

k
F

F









li

m
,

li
m

 

и 
со
от
но
ш
ен
ий

 (
3.

13
) 
вы

чи
сл
яю

тс
я 
ко
эф
ф
иц
ие
нт
ы

 Ф
ур
ье

 
na
 и

 
nb

. 
В

 к
ач
е-

ст
ве

 п
ри
бл
иж

ен
ия

 

 z

~
 д
ля

 ф
ун
кц
ии

 (
3.

6)
 п
ол
уч
ае
м

 ф
ун
кц
ию

  







N
N

N n

n
n

n
z

a
z

ib
a

a
z







 

1 1

0 2
~ 

, 

а 
дл
я 
от
об
ра
ж
аю

щ
ей

 ф
ун
кц
ии

 w
 −

 ф
ун
кц
ию

 




z

ze
z

w
~

~


. 
Ф
ун
кц
ия

 

 z

w~
 о
то
бр
аж

ае
т 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

 н
а 
об
ла
ст
ь 

G
, г
ра
ни
ца

 к
о-

то
ро
й 

C~
 п
ер
ес
ек
ае
т 
кр
ив
ую

 
С

 
в 

2N
 
то
чк
ах

, 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
их

 
то
чк
ам

 
k

i e
z




. 
В

 п
ро
м
еж

ут
оч
ны

х 
то
чк
ах

 л
ег
ко

 о
пр
ед
ел
ит
ь 
то
чн
ос
ть

 п
ри
бл
иж

е-
ни
я.

 Е
сл
и 
по
сл
ед
ня
я 
не
до
ст
ат
оч
на

, 
то

 э
то
т 
м
ет
од

 с
ле
ду
ет

 п
ов
то
ри
ть

 с
 

бо
ль
ш
им

 ч
ис
ло
м

 т
оч
ек

, 
на
пр
им

ер
 4

N
, 
пр
ич
ем

 в
 к
ач
ес
тв
е 
пе
рв
ог
о 
пр
иб
ли

-
ж
ен
ия

 м
ож

но
 п
ри
ня
ть

 у
ж
е 
на
йд
ен
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 
k

 и
 F

k. 
 

О
пи
са
нн
ы
й 
зд
ес
ь 
м
ет
од

 п
ри
бл
иж

ен
ия

 с
 п
ом

ощ
ью

 р
яд
ов

 Ф
ур
ье

 о
со

-
бе
нн
о 
вы

го
де
н 
дл
я 
об
ла
ст
ей

 с
 г
ла
дк
им

и 
и 
ан
ал
ит
ич
ес
ки
м
и 
гр
ан
иц
ам
и.

 
Н
ап
ро
ти
в,

 о
тр
ез
ки

 н
ер
ег
ул
яр
но
ст
и 
кр
ив
ой

 л
уч
ш
е 
уч
ит
ы
ва
ть

 п
ря
м
ы
м

 в
ы

-
чи
сл
ен
ие
м

 в
ид
ои
зм
ен
ен
но
го

 и
нт
ег
ра
ла

 (
3.

8)
 [
со
от
ве
тс
тв
ен
но

 (
3.

9)
].

 О
со

-
бе
нн
о 
вы

го
де
н 
то
т 
сл
уч
ай

, 
ко
гд
а 
гр
ан
иц
а 
ча
ст
ич
но

 с
ов
па
да
ет

 с
 е
ди
ни
чн
ой

 
ок
ру
ж
но
ст
ью

, 
та
к 
чт
о 







lo
g

 о
тл
ич
ен

 о
т 
ну
ля

 т
ол
ьк
о 
на

 ч
ас
ти
чн
ом

 и
н-

те
рв
ал
е.
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И
н
т
егральн

ое уравн
ен
и
е Г

ерш
гори

н
а и

 Л
и
хт

ен
ш
т
ей
н
а 

 

П
усть 

G
 
−

 
односвязная 

область 
плоскости z с кусочно-гладкой грани-
цей С

 (рис. 3.3). Т
ребуется определить 

ф
ункцию

 W
(z) =

 U
(z) +

 iV
(z), аналити-

ческую
 
в 
этой 

области, 
по 

заданны
м

 
граничны

м
 значениям

 ф
ункции V

(z) на 
С

. Р
еш

им
 эту задачу с пом

ощ
ью

 инте-
гральной ф

орм
улы

 К
ош

и, которую
 за-

пиш
ем

 в виде  




z

d
W

i
z

W
C









2 1

)
(

. 
(3.15) 

В
ведем

 полярны
е координаты

 с центром
 

z



, полож

ив  
z

i
z e

z








. 
  

                          (3.16)  
Р
ассм

атривая вещ
ественную

 часть равенства (3.15) и приним
ая во 

вним
ание, что 

z
z z

id
d

z

d


 







, получаем

  











 

 



C

z z
z

d
V

d
U

z
U

 





2 1
.  

 
(3.17)  

Здесь z −
 точка внутри G

. Е
сли z стрем

ится изнутри к граничной точке z*, в 
которой С

 им
еет непреры

вно вращ
аю

щ
ую

ся касательную
 [с направлением

, 
определяем

ы
м

, согласно (3.16), величиной 


 *
*

z
z


], то первы

й интеграл 

(3.17) распадается на два интеграла. О
дин из них берется в пределах от 


 *

*
z

z


 до 








*
*

z
z

 (т.е. контур С
 обходится полностью

), а второй −
 от 








*

*
z

z
до 







2
*

*


z
z

 с постоянной поды
нтегральной ф

ункцией U
(z*), 

так что его значение равно 


 *
z

U
. Т

аким
 образом

, для граничной точки z* 
с непреры

вно вращ
аю

щ
ейся касательной им

еем
  











  

  



C

z z
z

d
V

d
U

z
U

*

*

*

1
*

 






 . 

 
    (3.18)  

Е
сли z* −

 угловая точка С
 с внутренним

 углом
 

, то соответствую
-

щ
ие рассуж

дения дадут  











  

  



C

z z
z

d
V

d
U

z
U

*

*

*

1
*

 






. 

С
ю
да вклю

чается при  =
 1 и преды

дущ
ий случай. Д

ля простоты
 бу-

дем
 в дальнейш

ем
 считать кривую

 С
 всю

ду гладкой.  

Р
и
с. 3.3 
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





nk
k

k
z

z
L

n
q

i
w

1

1
2

. 

П
ри
м
ер 5. Э

лектростатическое поле диполя. Д
ля систем

ы
 разно-

им
енны

х зарядов q, располож
енны

х в точках z
1 =

 0, z
2 =

 -h, по ф
орм

уле 
(6.15) ком

плексны
й потенциал  

h

z h
piL

n
z h

qiL
n

z

h
z

qiL
n

w

1

1
2

1
2

2
 

 



 

 






, 

где p =
 qh. Б

удем
 теперь неограниченно сближ

ать заряды
 (h 

 0), одно-
врем

енно увеличивая их так, чтобы
 произведение qh =

 p оставалось посто-
янны

м
. В

 пределе м
ы

 получим
 так назы

ваем
ы
й точечны

й диполь с м
ом

ен-
том

 р, сосредоточенны
м

 в начале координат.  
К
ом

плексны
й потенциал поля диполя 

z pi
e

L
n

pi
z h

L
n

pi
w

z
h

h

2
2

1
lim

2
1

1

0



 

 





,  
 

(6.16) 

представляет 
собой 

дробно-линейную
 
ф
ункцию

. 
К
артина 

поля 
диполя 

представляет собой прообраз сетки декартовы
х координат плоскости w

 при 
отображ

ении  

z pi
w

2


. 

Э
квипотенциальны

е линии V
 =

 c образую
т на сф

ере w
 пучок окруж

-
ностей, касаю

щ
ихся друг друга в точке w

 =
 

, этом
у пучку в плоскости z 

соответствует пучок окруж
ностей, касаю

щ
ихся друг друга в точке z =

 0. 
П
ри этом

 действительной оси v =
 0 соответствует м

ним
ая ось х =

 0 (при 
подстановке в (6.16) действительны

х z получаем
 м
ним

ы
е w

), следователь-
но, в плоскости z эквипотенциальны

е линии образую
т пучок окруж

ностей, 
касаю

щ
ихся оси у (сплош

ны
е линии на рис. 6.7). А

налогично получим
, что 

силовы
е линии в плоскости z образую

т пучок окруж
ностей, касаю

щ
ихся 

оси х (пунктир на рис. 6.7).  
С
огласно ф

орм
уле (6.14) вектор напряж

енности поля диполя 

i
e

r p

z p

z pi
i

E
2

2
2

2

2
2

2



  

  



, 

где 
i

re
z


величина убы
вает обратно пропорционально квадрату расстоя-

ния точки до диполя, ком
поненты

 его 

.
2

sin
2

,
2

cos
2

2
2

r

p
E

r

p
E

y
x






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П
ри
м
ер

 3
. 
Д
ля

 с
ис
те
м
ы

 о
дн
ои
м
ен
ны

х 
за
ря
до
в 
ве
ли
чи
ны

 q
 в
м
ес
то

 
(6

.1
5)

 и
м
ее
м

:  





2

1
2

1

1
2

1
2

1
2

z
z

z
z

qi
L

n
z

z
qi

L
n

z
z

qi
L

n
w











. 

Э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ьн
ы
м
и 

ли
ни
ям
и 

по
ля

 
сл
уж

ат
 
кр
ив
ы
е,

 
на
зы
ва
ем
ы
е 

ле
м
ни
ск
ат
ам
и:

 
co

ns
t

c
z

z
z

z






2

1
. 

К
аж

да
я 
из

 н
их

 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
ге
ом

ет
ри
че
ск
ое

 м
ес
то

 т
оч
ек

, п
ро

-
из
ве
де
ни
е 
ра
сс
то
ян
ий

 к
от
ор
ы
х 
до

 z
1 
и 

z 2
 п
ос
то
ян
но

. 
П
ри

 с
 =

 0
 л
ем
ни
ск
ат
а 

вы
ро
ж
да
ет
ся

 в
 п
ар
у 
то
че
к,

 п
ри

 
4

0
2

2
1

z
z

c





 
ра
сп
ад
ае
тс
я 
на

 д
ве

 к
ри
вы

е 
ов
ал
ьн
ой

 ф
ор
м
ы

, п
ри

 

4

2
2

1
z

z
c




пр
ед
ст
ав
ля
ет

 с
об
ой

 о
бы

чн
ую

 л
ем

-

ни
ск
ат
у 
Б
ер
ну
лл
и 
и 
пр
и 

4

2
2

1
z

z
c




 со
ст
ои
т 
из

 

од
но
й 
кр
ив
ой

 (
ри
с.

 6
.6

).
  

П
ри
м
ер

 4
. 
Д
ля

 с
ис
те
м
ы

 т
оч
еч
ны

х 
за
ря
до
в 

q 1
, q

2,
 ..

., 
q n

, р
ас
по
ло
ж
ен
ны

х 
в 
то
чк
ах

 z
1,

 z
2,

 ..
., 

z n
, 

ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 

Р
и
с.

 6
.5

 

Р
и
с.

 6
.6
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Т
ак

 к
ак

, 
по

 п
ре
дп
ол
ож

ен
ию

, 
гр
ан
ич
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 



* z

V
 и
зв
ес
тн
ы

, 

(3
.1

8)
 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
ин
те
гр
ал
ьн
ое

 у
ра
вн
ен
ие

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 




* z
U

. 
Э
то

 у
ра
вн
ен
ие

 м
ож

но
 р
еш

ит
ь 
м
ет
од
ом

 п
ос
ле
до
ва
те
ль
ны

х 
пр
иб
ли
ж
ен
ий

. 

П
ол
ож

им
 







*

*
1

*

zz

C

d
V

z









и 
по
ст
ро
им

 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 
ф
ун
кц
ий

 

(р
яд

 Н
ей
м
ан
а)

  







*
*

0
z

z
U




, 









*

1
*

*
1

z
C

d
U

z
z

U















,  

(3
.1

9)
 







*
*

li
m

z
U

z
U








. 

С
ог
ла
сн
о 
те
ор
ии

 и
нт
ег
ра
ль
ны

х 
ур
ав
не
ни
й 
Ф
ре
дг
ол
ьм
а,

 с
хо
ди
м
ос
ть

 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ы
х 
пр
иб
ли
ж
ен
ий

 с
ущ

ес
тв
ен
но

 з
ав
ис
ит

 о
т 
со
бс
тв
ен
ны

х 
зн
а-

че
ни
й 
од
но
ро
дн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я 

 








C
z

d
U

z
U

*
*





.  

 
 

(3
.2

0)
  

В
 н
аш

ем
 с
лу
ча
е 
эт
о 
ур
ав
не
ни
е 
им

ее
т 
со
бс
тв
ен
но
е 
зн
ач
ен
ие

 1
, 
ко
то

-
ро
м
у 
со
от
ве
тс
тв
уе
т 
со
бс
тв
ен
на
я 
ф
ун
кц
ия

 U
(z

*)
 =

 1
. 
О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 

ф
ун
кц
ия

 
(z

*)
 н
е 
м
ож

ет
 б
ы
ть

 в
ы
бр
ан
а 
пр
ои
зв
ол
ьн
о,

 а
 д
ол
ж
на

 у
до
вл
ет
во

-
ря
ть

 о
пр
ед
ел
ен
ны

м
 у
сл
ов
ия
м

, с
во
дя
щ
им

ся
 к

 у
сл
ов
ию

 о
дн
оз
на
чн
ос
ти

 V
(z

*)
. 

П
оэ
то
м
у 
ре
ш
ен
ие

 н
ео
дн
ор
од
но
го

 у
ра
вн
ен
ия

 (
3.

18
) 
оп
ре
де
ля
ет
ся

 с
 т
оч
но

-
ст
ью

 д
о 
ад
ди
ти
вн
ой

 п
ос
то
ян
но
й.

 В
се

 о
ст
ал
ьн
ы
е 
со
бс
тв
ен
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 
ур
ав
не
ни
я 

(3
.2

0)
 п
о 
м
од
ул
ю

 б
ол
ьш

е 
1.

 С
та
ло

 б
ы
ть

, 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 
(3

.1
9)

 
сх
од
ит
ся

 
с 

бы
ст
ро
то
й 

ге
ом

ет
ри
че
ск
ой

 
пр
ог
ре
сс
ии

. 
Е
сл
и 

*
 
−

 
на
им

ен
ьш

ее
 п
о 
м
од
ул
ю

 с
об
ст
ве
нн
ое

 з
на
че
ни
е 
ур
ав
не
ни
я 

(3
.1

8)
, б
ол
ьш

ее
 1

, 
то

 п
ог
ре
ш
но
ст
ь 

n-
го

 п
ри
бл
иж

ен
ия

 U
n(

z*
),

 о
пр
ед
ел
ен
но
го

 ф
ор
м
ул
ой

 (
3.

19
),

 

уд
ов
ле
тв
ор
яе
т 
оц
ен
ке

 






1

*

*
*

*

1











n

n
C

z
U

z
U

. 

С
об
ст
ве
нн
ое

 з
на
че
ни
е 
*

 б
уд
ет

 т
ем

 б
ол
ьш

е,
 ч
ем

 б
ли
ж
е 
об
ла
ст
ь 

G
 к

 

кр
уг
у.

 Т
ак

, д
ля

 э
лл
ип
са

 с
 п
ол
уо
ся
м
и 
а 
и 

b 
им

ее
м

 
b

a

b
a




* 
. 

Д
ля

 у
ст
ан
ов
ле
ни
я 
св
яз
и 
м
еж

ду
 г
ра
ни
чн
ой

 з
ад
ач
ей

, 
сф
ор
м
ул
ир
ов
ан

-
но
й 
в 
на
ча
ле

 э
то
го

 п
ун
кт
а,

 и
 з
ад
ач
ей

 о
б 
от
об
ра
ж
ен
ии

 м
ож

но
 в
но
вь

 в
ос

-
по
ль
зо
ва
ть
ся

 ф
ун
кц
ие
й,

 о
пр
ед
ел
ен
но
й 
ра
ве
нс
тв
ом

 (
3.

6)
. 

П
ус
ть

 в
 н
аш

их
 о
бо
зн
ач
ен
ия
х 

w
(z

) 
−

 ф
ун
кц
ия

, о
то
бр
аж

аю
щ
ая

 о
бл
ас
ть

 
G

 н
а 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

, п
ри
че
м

 т
оч
ка

 z
 =

 0
 (
пр
ед
по
ла
га
ет
ся

, ч
то

 о
на

 я
вл
яе
т-

ся
 в
ну
тр
ен
не
й 
то
чк
ой

 о
бл
ас
ти

 G
) 
пе
ре
хо
ди
т 
в 
то
чк
у 

w
 =

 0
. П

ол
ож

им
 т
ог
да

  





 z

w

z
i

z
W

lo
g


. 

 
 

 
(3

.2
1)
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Э
тот м

етод легко переносится на случай больш
его числа областей. 

Т
аким

 
образом

, 
охваты

вается 
ш
ирокий 

класс 
областей, 

среди 
которы

х 
м
ногие важ

ны
 для практики. Ф

орм
а граничной кривой, в отличие от рас-

см
атриваем

ой м
етодом

 Т
еодорсена-Г

аррика и м
етодом

 Г
ерш

горина и Л
их-

тенш
тейна, далеко не произвольна, зато отпадает требование, чтобы

 об-
ласть G

 бы
ла близкой к круговой. П

оэтом
у м

етод особенно удобен для 
слож

ны
х м

ногоугольны
х областей.  

О
сновная работа при вы

числениях заклю
чается в нахож

дении ф
унк-

ции Г
рина. П

оэтом
у следует ограничиваться частичны

м
и областям

и G
v  с 

возм
ож

но более просты
м
и ф

ункциям
и Г

рина; к ним
 относятся круг, круго-

вой двуугольник (в частности, полукруг и угловая область) и круговой сек-
тор. С

ледует такж
е разбивать область на части, которы

е как м
ож

но больш
е 

перекры
ваю

тся, с тем
 чтобы

 ускорить сходим
ость итераций. О

т вы
бора ча-

стичны
х областей сущ

ественно зависит объем
 вы

числений. С
тоит такж

е 
сначала проверить, какой из м

етодов более вы
годен для вы

числений: дан-
ны

й м
етод или излож

енны
й в следую

щ
ем

 пункте.  
 М
ет

од Н
ей
м
ан
а для п

ересечен
и
я област

ей
 

 К
ак показал Н

ейм
ан, альтернирую

щ
ий м

етод следую
щ
им

 образом
 

переносится 
на 

пересечение 
областей. 

П
усть, как и ранее, заданы

 две области G
1  и 

G
2  (рис. 3.6) с границам

и С
1  и С

2  и С
 −

 гра-
ница области 

2
1

G
G

G



. Г

раничны
е кри-

вы
е 

разлагаю
тся 

такж
е 

на 
части 











C

, где 
C

C








. П
усть для 

каж
дой из областей G

v  известна ф
ункция 

Г
рина 


z

,





, при пом
ощ

и которой будем
 

реш
ать 

краевую
 
задачу 

для 
пересечения 

2
1

*
G

G
G




. П
усть С

* −
 граница G

*; тре-
буется определить ф

ункцию
 U

(z), гарм
они-

ческую
 
в 

G
* 

и 
приним

аю
щ
ую

 
на 

С
* 

заданны
е 
граничны

е 
значения  

U
(C

*) =
 F

(C
*). Д

ля этого представим
 U

(z) в виде  







z

U
z

U
z

U
2

1



. 

 
                       (3.27)  

Ф
ункции 


z

U


 гарм
оничны

 в соответствую
щ
их областях G

v  и при-
ним

аю
т на границах 

v


определенны
е граничны

е значения 














f
U


. 

Э
ти 

значения 






f
 м
ож

но 
вы

бирать 
произвольно, 

но 
так, 

чтобы
 
на 

участках 



, принадлеж

ащ
их С

*, вы
полнялось равенство  








v

F
f

f











2
1

.  
 

 
 

(3.28)  

Р
и
с. 3.6 

97 
  где интеграл берется по лю

бом
у пути L

, соединяю
щ
ем
у в D

 ф
иксирован-

ную
 точку z

0  с перем
енной точкой z, а С

 – произвольная постоянная.  
И
з (6.7) следует, что в каж

дой точке линии U
(x,y) =

 С
 уровня ф

унк-
ции U

 угловой коэф
ф
ициент касательной 

x y

E E

y U x U

dx dy


   




, 

т.е. совпадает с угловы
м

 коэф
ф
ициентом

 прям
ой действия вектора Е

. Т
а-

ким
 образом

, линии 



C

y
x

U


,
 тока оказы

ваю
тся силовы

м
и линиям

и и U
 

(х, у)  назы
вается поэтом

у силовой ф
ункцией поля.  

Ч
ерез силовую

 ф
ункцию

 м
ож

но вы
разить сум

м
арны

й заряд поля, за-
клю

ченны
й внутри произвольного зам

кнуто-
го контура С

. 

Т
ак как по (6.7) 

x
i

y
 


 


U

U
E

 и век-

тор n
° внеш

ней норм
али к С

 получается из 
вектора 

idy
dx

dz



, касательного к С

, по-

воротом
 на 90  по часовой стрелке (рис. 6.1), 

т.е. 
idx

dy
idz

ds






0

n
, то 





y

x
d

dx
x

dy
y

ds
,

,
0

U
U

U
n

E


 


 


. 

П
о теорем

е Г
аусса сум

м
арны

й заряд поля, заклю
ченны

й внутри С
: 













C
C

y
x

d
ds

q
,

4 1
,

4 1
0

U
n

E



. 

 
 

    (6.9) 

П
ри
м
ер 4. Д

ля плоского поля точечного заряда ком
поненты

 вектора 
напряж

енности 

,
2

,
2

2
2

2
2

y
x

qy
E

y
x

qx
E

y
x








 

откуда согласно (6.8) 




c
z

qA
rg

c
x y

qA
rctg

y
x

xdy
ydx

q
y

x
U

L







 





2
2

2
,

2
2

, 
(6.10) 

где L
 – произвольны

й путь, соединяю
щ
ий z

0  с z и не проходящ
ий через 

точку z =
 0. В

 ф
орм

уле (6.10) будем
 считать z

0 =
 1 и под A

rg z поним
ать то 

значение аргум
ента, которое получается из главного значения arg z

0 =
 0 

при непреры
вном

 продолж
ении вдоль кривой L

. Э
то значение, очевидно, 

не изм
енится, если зам

енить путь L
 лю

бы
м

 другим
 путем

 L
', соединяю

щ
им

 
z

0  с z, и таким
, что м

еж
ду L

 и L
' не леж

ит точка z =
 0. С

ледовательно, путь 
L

 без изм
енения значения интеграла м

ож
ет бы

ть зам
енен путем

 l, соеди-

Р
и
с. 6.1 

10
0 

 







y
x

x
y

iE
E

i
iE

E
xV

i
yV

xV
i

xU
z

F























, 
 

 

от
ку
да

 

 z

Fi
iE

E
y

x





. 
П
ер
ех
од
я 
к 
ко
м
пл
ек
сн
о-
со
пр
яж

ен
ны

м
 в
ел
ич
ин
ам

, 

по
лу
чи
м

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 д
ля

 в
ек
то
ра

 н
ап
ря
ж
ен
но
ст
и 
по
ля

  
 z

Fi
iE

E
E

y
x








. 

 
 

 
(6

.1
4)

 

Ф
ор
м
ул
а 
по
ка
зы
ва
ет

, 
чт
о 
дл
я 
по
лу
че
ни
я 
ве
кт
ор
а 
Е

 и
з 
ве
кт
ор
а 

F
'(z

) 
до
ст
ат
оч
но

 з
ер
ка
ль
но

 о
тр
аз
ит
ь 
по
сл
ед
ни
й 
от
но
си
те
ль
но

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 

ос
и 
и 
за
те
м

 п
ов
ер
ну
ть

 и
зо
бр
аж

ен
ие

 н
а 

90
° 
по

 ч
ас
ов
ой

 с
тр
ел
ке

 (
ри
с.

 6
.4

, б
).

 
И
з 
эт
ой

 ф
ор
м
ул
ы

 с
ле
ду
ет

 т
ак
ж
е,

 ч
то

 в
ел
ич
ин
а 
ве
кт
ор
а 
на
пр
яж

ен
но
ст
и 




2
2

 
 



 

 






yV

xV
z

F
E

. 

К
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
ос
ущ

ес
тв
ля
ет

 о
то
бр
аж

ен
ие

 п
ло
ск
ос
ти

 п
ол
я 

z 
на

 п
ло
ск
ос
ть

 w
, к
он
ф
ор
м
но
е 
во

 в
се
х 
то
чк
ах

 о
бл
ас
ти

 D
, 
в 
ко
то
ры

х 
на
пр
я-

ж
ен
но
ст
ь 
от
ли
чн
а 
от

 н
ул
я.

 В
 с
ил
у 
оп
ре
де
ле
ни
я 
на

 п
ло
ск
ос
ти

 к
ом

пл
ек
сн
ог
о 

по
те
нц
иа
ла

 с
ил
ов
ы
м

 и
 э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ьн
ы
м

 л
ин
ия
м

 п
ол
я 
со
от
ве
тс
тв
ую

т 
пр
ям
ы
е,

 п
ар
ал
ле
ль
ны

е 
ко
ор
ди
на
тн
ы
м

 о
ся
м

 U
 и

 V
. 
С
ле
до
ва
те
ль
но

, 
зн
ая

 
ко
м
пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
по
ля

, м
ы

 м
ож

ем
 (
по

 к
ра
йн
е 
м
ер
е,

 п
ри
нц
ип
иа
ль
но

) 
на
йт
и 
ег
о 
эк
ви
по
те
нц
иа
ль
ны

е 
и 
си
ло
вы

е 
ли
ни
и,

 т
.е

. 
оп
ре
де
ли
ть

 к
ар
ти
ну

 
эт
ог
о 
по
ля

.  
К
ак

 у
ка
за
но

 в
ы
ш
е,

 к
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л 
оп
ре
де
ля
ет
ся

 л
иш

ь 
с 

то
чн
ос
ть
ю

 д
о 
по
ст
оя
нн
ог
о 
сл
аг
ае
м
ог
о.

 Т
ак

 к
ак

 и
зм
ен
ен
ие

 э
то
го

 п
ос
то
ян

-
но
го

 н
е 
вл
ия
ет

 н
и 
на

 к
ар
ти
ну

 п
ол
я,

 н
и 
на

 в
ек
то
р 
на
пр
яж

ен
но
ст
и,

 м
ы

 в
 

да
ль
не
йш

ем
 б
уд
ем

 е
го

 о
пу
ск
ат
ь.

 Л
ю
бо
м
у 
пл
ос
ко
м
у 
эл
ек
тр
ос
та
ти
че
ск
ом

у 
по
лю

 в
 о
дн
ос
вя
зн
ой

 о
бл
ас
ти

, 
св
об
од
но
й 
от

 з
ар
яд
ов

, 
со
от
ве
тс
тв
уе
т 
ре
гу

-
ля
рн
ая

 ф
ун
кц
ия

 –
 е
го

 к
ом

пл
ек
сн
ы
й 
по
те
нц
иа
л.

  

Р
и
с.

 6
.4

 

a)
 

 
 

 
 

 
 

б)
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П
ри

 э
то
м

 н
уж

но
 о
со
бе
нн
о 
сл
ед
ит
ь 
за

 п
ра
ви
ль
ны

м
 в
ы
бо
ро
м

 в
ет
ви

 
м
но
го
зн
ач
но
й 
ф
ун
кц
ии

 






. 
П
ри

 н
аш

ем
 о
пр
ед
ел
ен
ии

 п
ут
и 
ин
те
гр
ир
ов
а-

ни
я 







 м
ен
яе
тс
я 
от

 



* z


 д
о 








* z
. Э

ту
 т
ру
дн
ос
ть

 м
ож

но
 о
бо
йт
и,

 в
ы

-
чи
та
я 
из

 






 ф
ун
кц
ию

 






*
2

z
 и

 с
де
ла
в 
те
м

 с
ам
ы
м

 п
од
ы
нт
ег
ра
ль
ну
ю

 

ф
ун
кц
ию

 о
дн
оз
на
чн
ой

. И
м
ее
м

  
























































































*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

2
2

1

2
1

2
1

1

z
d

d
d

d

z
z

C
z

z

z
z

z
z

C
z

C
z

z

z
 

и,
 у
чи
ты
ва
я,

 ч
то

 









*

*
*

*
z

z
z

z








, п
ол
уч
ае
м

  
















*
*

2
1

*
*

z
C

z
d

z
z






















. 

У
ра
вн
ен
ие

 (
3.

22
) 
м
ож

но
, т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, н
ап
ис
ат
ь 
в 
ви
де

  
















*
*

2
1

2
*

*
z

C
z

d
z

z





















. 

 
(3

.2
3)

  

Э
то

 с
 н
ек
от
ор
ы
м

 в
ид
ои
зм
ен
ен
ие
м

 ф
ор
м
а 
ин
те
гр
ал
ьн
ог
о 
ур
ав
не
ни
я,

 

да
нн
ая

 Г
ер
ш
го
ри
ны

м
. 
С
ле
ду
ет

 з
ам
ет
ит
ь,

 ч
то

 к
ак

 



* z


, 
та
к 
и 




* z


 −
 м
но

-
го
зн
ач
ны

е 
ф
ун
кц
ии

 н
а 
С

. 
Ч
то
бы

 с
де
ла
ть

 и
х 
од
но
зн
ач
ны

м
и,

 м
ож

но
 п
от
ре

-
бо
ва
ть

, ч
то
бы

 в
 н
ек
от
ор
ой

 т
оч
ке

 
1

*
z

z


 о
бе

 о
ни

 и
м
ел
и 
ск
ач
ок

, р
ав
ны

й 
2

. 
Т
ог
да

 
ф
ун
кц
ию

 






* z
 с
ле
ду
ет

 
вы

бр
ат
ь 

та
к,

 
чт
об
ы

 
по
ды

нт
ег
ра
ль
на
я 

ф
ун
кц
ия

 с
та
ла

 н
еп
ре
ры

вн
ой

, 
т.
е.

 с
о 
ск
ач
ко
м

, 
ра
вн
ы
м

 
 в

 т
ой

 ж
е 
то
чк
е.

 
О
ст
ав
ш
ую

ся
 п
ос
то
ян
ну
ю

 в
 

(z
*)

 м
ож

но
 в
ы
бр
ат
ь 
та
к,

 ч
то
бы

 б
ы
ло

 



0

1


z


; 

пр
и 
эт
ом

 т
оч
ка

 
1

*
z

z


 п
ер
ех
од
ит

 в
 w

 =
 1

. Э
ти
м

 
(z

*)
 о
дн
оз
на
чн
о 
оп
ре
де
ля

-
ет
ся

.  
Ч
ис
ле
нн
ое

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
е 
пр
и 
эт
ом

 м
ет
од
е 
ст
ан
ов
ит
ся

 в
ес
ьм
а 
пр
о-

ст
ы
м

 н
ез
ав
ис
им

о 
от

 т
ог
о,

 и
сх
од
им

 л
и 
из

 у
ра
вн
ен
ия

 (
3.

22
) 
ил
и 

(3
.2

3)
. В

 к
а-

че
ст
ве

 п
ер
ем
ен
но
й 
ин
те
гр
ир
ов
ан
ия

 и
м
ее
т 
см
ы
сл

 в
ы
бр
ат
ь 
дл
ин
у 
ду
ги

; 
то

-
гд
а 
по
лу
чи
м

  







 ds

z
z

d
d

z
z

*
*

*

*

si
n

Im






















. 

П
ри

 п
ом

ощ
и 

N
 т
оч
ек

 д
ел
ен
ия

 
N

n
n

,..
.,

2,1
,




 р
аз
об
ье
м

 г
ра
ни
чн
ую

 
кр
ив
ую

 н
а 

N
 р
ав
ны

х 
по

 д
ли
не

 д
уг

. 
Е
сл
и 
С

 в
сю

ду
 г
ла
дк
ая

 и
 





F

 о
дн
о-

зн
ач
на

 и
 н
еп
ре
ры

вн
а 
на

 С
, 
т.
е.

 п
ер
ио
ди
чн
а 
ка
к 
ф
ун
кц
ия

 д
ли
ны

 д
уг
и,

 т
о 

пр
ос
те
йш

ая
 п
ри
бл
иж

ен
на
я 
ф
ор
м
ул
а 
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











Nn
n

C

F
N

ds
F

1

1



  

 
 

 
(3.24)  

(где l −
 длина кривой С

) является наилучш
ей. Д

ействительно, если снаб-
дить отдельны

е слагаем
ы
е сум

м
ы

 в правой части (3.24) различны
м
и м

но-
ж
ителям

и, как, наприм
ер, в ф

орм
уле С

им
псона, то этим

 наруш
ится равно-

правность 
точек 

деления 
n


. 
И
так, 

приближ
енное 

реш
ение 

уравнения 
(3.23) м

ож
но найти с пом

ощ
ью

 следую
щ
их ф

орм
ул:  




k
k





0

, 
































Nn

n
kn

k

Nn
kn

n
kn

k
k

1

*

1

1
2

2















,  

(3.25) 

где 










k
n

kn
nn

kn
n

k
kn

k
k

N l




























sin
,

,
. 

Н
аибольш

ую
 трудность составляет нахож

дение величин 
kn

k
k





,

,
 

и 
kn


. Э

та подготовительная работа требует гораздо больш
е усилий, чем

 
при м

етоде Т
еодорсена, однако нахож

дение последовательны
х приближ

е-
ний здесь прощ

е и м
ож

ет бы
ть проведено точнее благодаря непреры

вности 
поды

нтегральной ф
ункции. Н

ет надобности такж
е в стеснительны

х огра-
ничениях на характер границы

. П
ри м

едленной сходим
ости м

ож
но вм

есто 
вы

числения последовательны
х приближ

ений реш
ать непосредственно си-

стем
у уравнений (3.25).  
Р
азум

еется, вм
есто (3.21) в качестве W

(z) м
ож

но вы
бирать и другие 

ф
ункции, если, как это часто бы

вает на практике, требуется реш
ить гра-

ничную
 задачу, а не задачу об отображ

ении. П
ри подходящ

ем
 вы

боре этой 
ф
ункции м

ож
но прим

енить описанны
й м

етод и для отображ
ения м

ного-
связны

х областей. 
 

А
льт

ерн
и
рую

щ
и
й

 м
ет

од Ш
варц

а 
 В

 отличие от преды
дущ

их этот м
етод вы

полняется в вещ
ественной 

области и является м
етодом

 реш
ения первой краевой задачи теории потен-

циала. О
н позволяет найти реш

ение краевой задачи для объединения обла-
стей, если известно общ

ее реш
ение для каж

дой из них в отдельности. Т
а-

ким
 способом

 м
ож

но определить ф
ункцию

 Г
рина для этого объединения и 

получить, 
таким

 
образом

, 
его 

конф
орм

ное 
отображ

ение 
на 

единичны
й 

круг.  Б
удем

 исходить из следую
щ
их предполож

ений. П
усть G

1  и G
2 −

 две 
области плоскости z (которы

е для простоты
 предполагаю

тся односвязны
-

м
и) и 

2
1

G
G

G



 −

 их объединение (рис. 3.5). П
усть С

1 , С
2  и С

 −
 соответ-

ственно границы
 этих областей; общ

ую
 часть границ С

1  и С
 обозначим

 че-

99 
 

И
нтегралы

 (6.11) назы
ваю

тся циклическим
и постоянны

м
и ф

ункции 
u(х,у) в области D

. Ф
орм

ула (6.11) показы
вает, что ф

ункция u(х,у) тогда и 
только тогда оказы

вается однозначной, если все ее циклические постоян-
ны

е равны
 нулю

. Э
тот случай им

еет м
есто для потенциальной ф

ункции, 
т.к. работа сил поля вдоль лю

бого зам
кнутого контура равна нулю

. Т
аким

 
образом

, потенциальная ф
ункция плоского электростатического поля все-

гда однозначна.  
Н
апротив, 

как 
показы

вает 
(6.9), 

циклическая 
постоянная 

силовой 
ф
ункции при обходе ды

ры
, в которой располож

ен сум
м
арны

й заряд вели-
чины

 q, равна 4q. С
ледовательно, силовая ф

ункция плоского электроста-
тического поля, вообщ

е говоря, м
ногозначна. 

 6.2. К
ом

п
л
ек
сн
ы
й

 п
отен

ц
и
ал

 в эл
ек
тр
остати

к
е 

 С
равнивая ф

орм
улы

 (6.1) и (6.7), видим
, что в области D

, не содер-
ж
ащ

ей зарядов поля, силовая и потенциальная ф
ункции связаны

 м
еж

ду со-
бой соотнош

ениям
и  

.
,

x V

y U

y V

x U

 



 

 


 
 

 
 

 
(6.12) 

Е
сли область D

 односвязна, то, как указано в преды
дущ

ем
 пункте, 

ф
ункции U

(x, у) и V
(x, у) будут в ней однозначны

м
и. Т

огда уравнения 
(6.12), которы

е являю
тся уравнениям

и К
ош

и-Р
им

ана, м
ож

но рассм
атри-

вать как условия регулярности ф
ункции ком

плексного перем
енного 








y

x
iV

y
x

U
z

F
w

,
,





. 

 
 

 
  (6.13) 

Э
та ф

ункция назы
вается ком

плексны
м

 потенциалом
 рассм

атривае-
м
ого электростатического поля. Т

ак ж
е как U

(x, у) и V
 (х, у), ком

плексны
й 

потенциал определяется с точностью
 до произвольного постоянного слага-

ем
ого. В

 м
ногосвязной области D

 ком
плексны

й потенциал (6.13) оказы
ва-

ется, вообщ
е говоря, м

ногозначной ф
ункцией (вследствие м

ногозначности 
своей действительной части). О

днако, в лю
бой односвязной области, в ко-

торую
 обращ

ается D
, если провести в ней надлеж

ащ
ую

 систем
у разрезов 

(рис. 6.4, a), и вообщ
е в лю

бой односвязной части D
 ком

плексны
й потен-

циал допускает вы
деление регулярны

х ветвей. К
ом

плексны
й потенциал 

поля снова доставляет прим
ер м

ногозначной аналитической ф
ункции.  

Зам
етим

, что в силу однозначности производны
х (6.12) все ветви 

ком
плексного потенциала F

(z) в ф
иксированной точке z обладаю

т одной и 
той ж

е производной. Э
ту однозначную

 ф
ункцию

 м
ож

но рассм
атривать как 

производную
 ком

плексного потенциала.  
Ч
ерез ком

плексны
й потенциал вы

раж
аю

тся все основны
е величины

, 
связанны

е с полем
. Н

априм
ер, в силу (6.12) и (6.1) им

еем
: 
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ня
ю
щ
им

 т
оч
ку

 z
0 

=
 1

 с
 z

 и
 л
еж

ащ
им

 ц
ел
и-

ко
м

 в
 в
ер
хн
ей

 и
ли

 н
иж

не
й 
по
лу
пл
ос
ко
ст
и,

 
и 
ок
ру
ж
но
ст
ью

 С
, 
пр
ох
од
ящ

ей
 н
ек
от
ор
ое

 
чи
сл
о 

n 
ра
з 
в 
оп
ре
де
ле
нн
ом

 н
ап
ра
вл
ен
ии

 
(р
ис

. 6
.2

, г
де

 n
 =

 2
).

 
И
нт
ег
ра
л 
вд
ол
ь 
пу
ти

 l
 д
ае
т 
зн
ач
ен
ие

 
гл
ав
но
й 
ве
тв
и 

ar
g 

z,
 а

 в
до
ль

 С
 –

 з
на
че
ни
е:

 
2

n,
 г
де

 з
на
к 
за
ви
си
т 
от

 н
ап
ра
вл
ен
ия

 о
бх
о-

да
 С

, п
оэ
то
м
у 




.
2

ar
g

2
,

C
q

n
z

q
y

x
U







 
Т
ак
им

 
об
ра
зо
м

, 
в 

на
ш
ем

 
пр
им

ер
е 

ф
ун
кц
ия

 U
(х

,у
) 
ок
аз
ы
ва
ет
ся

 м
но
го
зн
ач
но
й.

 
За
м
еч
ан
ие

. 
П
ри

 
по
ст
ро
ен
ии

 
си
ло
вы

х 
и 

по
те
нц
иа
ль
ны

х 
ф
ун
кц
ий

 
эл
ек
тр
ос
та
ти
че
ск
их

 п
ол
ей

 в
ес
ьм
а 
ча
ст
о 
пр
их
од
ит
ся

 р
ас
см
ат
ри
ва
ть

 и
м
ен
но

 
м
но
го
св
яз
ны

е 
об
ла
ст
и 

(р
ис

. 
6.

3)
. 
Э
то

 о
бъ
яс
ня
ет
ся

 т
ем

, 
чт
о 

E
х 
и 
Е
у 
те
рп
ят

 
ра
зр
ы
в 
в 
то
чк
ах

 (
на

 л
ин
ия
х 
ил
и 
в 
об
ла
ст
ях

),
 г
де

 р
ас
по
ло
ж
ен
ы

 з
ар
яд
ы

 п
ол
я,

 
и 
та
ки
е 
то
чк
и 

(л
ин
ии

 и
ли

 о
бл
ас
ти

) 
пр
их
од
ит

-
ся

 и
ск
лю

ча
ть

 и
з 
об
ла
ст
и 

D
, 
вы

ре
за
я 
из

 н
ее

 
не
ко
то
ро
е 
ко
ли
че
ст
во

 д
ы
р.

  
Т
ог
да

, 
ка
к 
и 
в 
то
ль
ко

 ч
то

 р
ас
см
от
ре
н-

но
м

 п
ри
м
ер
е,

 з
на
че
ни
е 
ф
ун
кц
ии

 u
(х

,у
),

 в
ос

-
ст
ан
ав
ли
ва
ем
ой

 п
о 
по
лн
ом

у 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
у 

ее
 о
дн
оз
на
чн
ы
х 
ве
тв
ей

 с
 п
ом

ощ
ью

 к
ри
во
ли

-
не
йн
ог
о 
ин
те
гр
ал
а 
не

 и
зм
ен
яе
тс
я,

 е
сл
и 
пу
ть

 
ин
те
гр
ир
ов
ан
ия

 L
 н
еп
ре
ры

вн
о 
де
ф
ор
м
ир
уе
т-

ся
 в
ну
тр
и 
ос
та
вш

ей
ся

 м
но
го
св
яз
но
й 
об
ла
ст
и.

 
Н
о 
пр
и 
об
хо
де

 и
ск
лю

че
нн
ой

 и
з 
об
ла
ст
и 
ды

ры
 з
на
че
ни
е 

u(
х,
у)

 и
зм
ен
ит
ся

, 
ес
ли

 и
нт
ег
ра
л 

,
dy

yu
dx

xu
c

k
C

k








 
 

 
 

   
(6

.1
1)

 

вз
ят
ы
й 
по

 з
ам
кн
ут
ом

у 
ко
нт
ур
у,

 о
кр
уж

аю
щ
ем
у 
эт
у 
ды

ру
, 
от
ли
че
н 
от

 н
ул
я,

 
и 
ос
та
не
тс
я 
не
из
м
ен
ны

м
, е
сл
и 
эт
от

 и
нт
ег
ра
л 
ра
ве
н 
ну
лю

. К
ак

 и
 в

 р
ас
см
от

-
ре
нн
ом

 п
ри
м
ер
е,

 м
ож

но
 п
ок
аз
ат
ь,

 ч
то

 в
се

 з
на
че
ни
я 

(в
оо
бщ

е,
 м
но
го
зн
ач

-
но
й)

 ф
ун
кц
ии

 u
(х

, у
) 
в 
ф
ик
си
ро
ва
нн
ой

 т
оч
ке

 с
од
ер
ж
ат
ся

 в
 ф
ор
м
ул
е 

 






,

...
,

,
2

2
1

1
0

m
m

c
n

c
n

c
n

y
x

u
y

x
u








 

гд
е 

u 0
(х

,у
) 

– 
не
ко
то
ро
е 
оп
ре
де
ле
нн
ое

 з
на
че
ни
е 
ф
ун
кц
ии

, а
 с

1,
 с

2,
 ..

., 
с m

 –
 и
н-

те
гр
ал
ы

, 
вз
ят
ы
е 
по

 в
се
м

 к
он
ту
ра
м

, 
ок
ру
ж
аю

щ
им

 д
ы
ры

, 
и 

n 1
, 

n 2
, 

...
, 

n m
  

– 
пр
ои
зв
ол
ьн
ы
е 
це
лы

е 
чи
сл
а 

(п
ол
ож

ит
ел
ьн
ы
е,

 о
тр
иц
ат
ел
ьн
ы
е 
ил
и 
ра
вн
ы
е 

ну
лю

),
 
по
ка
зы
ва
ю
щ
ие

, 
ск
ол
ьк
о 
ра
з 
и 

в 
ка
ко
м

 
на
пр
ав
ле
ни
и 

об
хо
дя
тс
я 

 
ды

ры
.  

Р
и
с.

 6
.3

 

Р
и
с.

 6
.2
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 ре
з 

C
C




1
1


, а

 ч
ас
ть

 С
1, 
не

 п
ри
на
дл
еж
ащ

ую
 

С
, 
− 
че
ре
з 

1
; 
та
ки
м

 о
бр
аз
ом

, 
1

1
1







C
. 

Т
оч
но

 т
ак
ж
е 
С

2 
ра
зл
аг
ае
тс
я 
в 
су
м
м
у 

2
2





. 

Б
уд
ем

 п
ре
дп
ол
аг
ат
ь,

 ч
то

 д
уг
и 
 1

 и
 

2 
ни
гд
е 
не

 
ка
са
ю
тс
я 
др
уг

 д
ру
га

, 
а 
пе
ре
се
ка
ю
тс
я 
по
д 
уг

-
ла
м
и,

 о
тл
ич
ны

м
и 
от

 н
ул
я.

  
П
ре
дп
ол
ож

им
 т
еп
ер
ь,

 ч
то

 н
ам

 и
зв
ес
тн
о 

об
щ
ее

 
ре
ш
ен
ие

 
пе
рв
ой

 
кр
ае
во
й 

за
да
чи

 
дл
я 

ка
ж
до
й 

из
 
об
ла
ст
ей

 
G

1,
 

G
2 
и 

те
м

 
са
м
ы
м

 
на
йд
ен
ы

 ф
ун
кц
ии

 Г
ри
на

 


 z,
1



 и

 


 z,
2



, 

та
к 
чт
о 
дл
я 
ф
ун
кц
ии

 U
(z

),
 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й 
в 

G
v, 
вы

по
лн
яе
тс
я 
ра
ве
нс
тв
о:

 










2,1
,

,
21
















z

d
U

i
z

U
C
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Т
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бр
аз
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дл
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ф
ун
кц
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(z
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 г
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м
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ес
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й 
в 

G
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за
да
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ы
м
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гр
а-

ни
чн
ы
м
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зн
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м
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





C
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C
U


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F
i

U

d
U

i
d

F
i

U

 
(3
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6а

) 

П
ол
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и 
си
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у 
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гр
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ы
х 
ур
ав
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от
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си
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 н
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зв
ес
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ф
ун
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
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U
 Р
еш
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ва
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и 
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ф
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кц
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 U
(z

) 
вс
ей
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бл
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ти

 G
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.е
. р
еш

им
 п
ос
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вл
ен
ну
ю

 з
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у.

  
С
ис
те
м
у 

(3
.2

6а
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в 
да
нн
ы
х 
пр
ед
по
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ж
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ия
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м
ож

но
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еш

ит
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м
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од
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ий
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В
ы
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во
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

U
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щ
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И
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ю
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м
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ро
гр
ес
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и,
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ри

-
че
м
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м

 
бы

ст
ре
е,
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м

 
м
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ьш
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


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
U
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а 



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

U
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


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
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на
 




1
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
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ы
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ю
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G
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и 

G
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  ф
ункцию

 м
ож

но представлять ф
изически как потенциал некоторого поля. 

П
оэтом

у и в общ
ем

 случае гарм
онические ф

ункции часто назы
ваю

т по-
т
енциалам

и, а теорию
 гарм

онических ф
ункций – т

еорией пот
енциала. 

С
вой

ст
ва гарм

он
и
чески

х ф
ун
кц
и
й

. В
ы
ясним

, преж
де всего, связь 

м
еж

ду понятиям
и аналитических и гарм

онических ф
ункций. Э

та связь вы
-

раж
ается в следую

щ
их двух просты

х теорем
ах: 

Т
еорем

а 1. Д
ействительная и м

ним
ая части произвольной ф

ункции 
݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
ሺݕ,ݔ ሻ

൅
ሻ, однозначной и аналитической в области Dݕ,ݔሺݒ݅

, явля-
ю
тся в этой области гарм

оническим
и ф

ункциям
и. 

Д
ве гарм

онические в области D
 ф
ункции ݑ

ሺݕ,ݔሻи ݒሺݕ,ݔሻ, связанны
е 

условиям
и К

ош
и-Р

им
ана, назы

ваю
тся сопряж

енны
м
и.  

Т
еорем

а 2. Д
ля всякой ф

ункции ݑ
ሺݕ,ݔሻ, гарм

онической в односвяз-
ной области D

, м
ож

но найти сопряж
енную

 с ней гарм
оническую

 ф
ункцию

 
 .ሻݕ,ݔሺݒ

Т
ак как ф

ункция определяется своим
и частны

м
и производны

м
и с 

точностью
 до постоянного слагаем

ого, то совокупность всех гарм
ониче-

ских ф
ункций, сопряж

енны
х с	ݑ

ሺݕ,ݔሻ, дает ф
орм

ула 

ݒ ሺݕ,ݔ ሻ
ൌ
׬

െ
డ
௨

డ
௬
ݔ݀	

൅
డ
௨

డ
௫

௭௭
బ

ݕ݀	
൅
ܥ
,  

 
 

(4.1) 

где С
 – произвольная (действительная) постоянная. 
Зам

етим
, что в м

ногосвязной области D
 интеграл (4.1) 

ݒ ሺݕ,ݔ ሻ
ൌ

න
െ
ݕ߲ݑ߲

ݔ݀	
൅
ݔ߲ݑ߲

௭

௭
బ

ݕ݀	
൅
ܥ

 

определяет, вообщ
е говоря, м

ногозначную
 ф
ункцию

. М
ож

но утверж
дать, 

что в м
ногосвязной области общ

ая ф
орм

ула для значений ф
ункции ݒሺݕ,ݔሻ, 

определяем
ой интегралом

 (4.1), им
еет вид: 

ݒ ሺݕ,ݔ ሻ
ൌ
׬

െ
డ
௨

డ
௬
ݔ݀	

൅
డ
௨

డ
௫

௭௭
బ
ಽ

ݕ݀	
൅

ଵܰ Г
ଵ
൅

ଶܰ Г
ଶ
൅
⋯
൅

௡ܰ Г
௡
൅
ܥ
,      (4.2) 

где 
௞ܰ 	 – произвольны

е целы
е числа и Г

௞
 – интегралы

 вдоль зам
кнуты

х 
контуров ߛ

௞ , каж
ды

й из которы
х содерж

ит внутри себя одну связную
 часть 

границы
 D

: 

Г
௞
ൌ
න
െ
ݕ߲ݑ߲

ݔ݀	
൅
ݔ߲ݑ߲

ఊ
ೖ

 .ݕ݀	

П
остоянны

е Г
௞  назы

ваю
тся периодам

и интеграла (4.1), или цикличе-
ским

и пост
оянны

м
и. 

Е
сли в некоторой области ܦ

ᇱ, леж
ащ

ей в D
, м

ож
но вы

делить одно-
значную

 и непреры
вную

 ветвь ф
ункции ݒሺݕ,ݔሻ, определяем

ой ф
орм

улой 
(4.2), то эта ветвь, очевидно, является гарм

онической ф
ункцией, сопря-

ж
енной с ݑ

ሺݕ,ݔሻ. П
оэтом

у ф
ункцию

ሻ считаюݕ,ݔሺݒ 
т м

ногозначной гарм
о-
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















C

C

r
r

ds
r

ds





2
2

2
,

0
s

V
. 

Э
то и вы

ясняет ф
изический см

ы
сл константы

 Г
 в ф

орм
уле (5.4). В

е-
личина ротора скорости в некоторой точке поля 







y V

x V
ds

rot
x

y

C
n

 


 










0

0
,

1
lim

s
V

V



 

характеризует интенсивность завихрения поля вблизи этой точки. Т
очки 

поля, где 
0


V

rot
, назы

ваю
тся вихревы

м
и точкам

и поля или вихрям
и.  

У
словие отсутствия вихрей в области D

 для установивш
егося плос-

кого течения ж
идкости вы

раж
ается, следовательно, соотнош

ением
 




0


 


 


y V

x V
rot

x
y

n
V

. 

Р
ассм

отрим
 теперь установивш

ийся плоский тепловой поток. В
 тео-

рии теплопроводности приним
ается, что количество тепла, протекаю

щ
ее 

за единицу врем
ени через элем

ент длины
 ds, пропорционально ds и нор-

м
альной производной тем

пературы
  

n v 
, т.е. равно 





ds

ds
grad

k
ds

n v
k

0
0

,
,

n
Q

n
v





 


. 

Здесь k – коэф
ф
ициент внутренней теплопроводностии, знак м

инус берется 
с учетом

 того, что тепло течет от вы
соких тем

ператур к низким
, т.е. против 

направления grad v.  
Т
аким

 образом
, поток вектора Q

 через зам
кнуты

й контур С
 означает 

количество тепла, протекаю
щ
его за единицу врем

ени изнутри С
 наруж

у, и 
дивергенция Q

 в некоторой точке потока 




y Q

x Q
ds

div
y

x

C
 


 










0

0
,

1
lim

n
Q

Q



 

характеризует интенсивность теплового источника, располож
енного в этой 

точке. У
словие отсутствия источников в области D

 для установивш
егося 

плоского потока тепла вы
раж

ается равенством
 0


 


 


y Q

x Q
div

y
x

Q
. 

 
 

 
    (5.12) 

С
 другой стороны

, считая k постоянны
м

, м
ы

 видим
, что  

0





v
Q

grad
rot

k
rot

, 
откуда следует, что в каж

дой точке потока 0


 


 

y Q

x Q
x

y
.  

 
 

 
(5.13) 
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 ри
м

 п
ол
е 
то
че
чн
ог
о 
за
ря
да

 в
ел
ич
ин
ы


 ds

q
L





, 
ра
сп
ол
ож

ен
но
го

 в
 к
о-

не
чн
ой

 т
оч
ке

 
0.

 Р
аз
но
ст
ь 
м
еж

ду
 п
от
ен
ци
ал
ам
и 
эт
их

 д
ву
х 
по
ле
й 









































ds

zz
ds

z
ds

z
V

V
L

L
L

0

0
0

ln
2

1
ln

2
1

ln
2

. 

Т
ак

 к
ак

 
0 
и 
,

 л
еж

ат
 в

 о
гр
ан
ич
ен
но
й 
об
ла
ст
и,

 т
о 
пр
и 

1
,

0








zz
z

 

ра
вн
ом

ер
но

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
,

 
  zz

0
ln

ра
вн
ом

ер
но

 с
тр
ем
ит
ся

 к
 0

 и
, 
сл
ед
о-

ва
те
ль
но

, 
0




. Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

 и
м
ее
м

: 













z
q

V
V

0
0

1
ln

2
, 

 
 

 
(6

.6
) 

гд
е 

q 
– 
су
м
м
ар
ны

й 
за
ря
д 

L
; 
 0

 —
 п
ро
из
во
ль
на
я 
ко
не
чн
ая

 т
оч
ка

 и
 

0



 

пр
и 




z
.  

Т
оч
но

 т
ак

 ж
е 
ус
та
на
вл
ив
ае
тс
я 
сп
ра
ве
дл
ив
ос
ть

 с
оо
тн
ош

ен
ия

 (
6.

6)
 д
ля

 
пл
ос
ко
го

 п
ол
я 
за
ря
ж
ен
но
й 
об
ла
ст
и 
и 
во
об
щ
е 
дл
я 
пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 с
ис
те
м
ы

 
за
ря
ж
ен
ны

х 
ко
не
чн
ы
х 
то
че
к,

 л
ин
ий

 и
 о
бл
ас
те
й,

 п
ри
че
м

 q
 т
ог
да

 о
зн
ач
ае
т 

су
м
м
ар
ны

й 
за
ря
д 
си
ст
ем
ы

.  
И
з 

(6
.6

),
 в

 ч
ас
тн
ос
ти

, 
вы

те
ка
ет

, 
чт
о 
пр
и

0


q
по
те
нц
иа
л 
по
ля

 н
ео
гр
а-

ни
че
нн
о 
во
зр
ас
та
ет

 п
ри




z
. 
П
оэ
то
м
у 
по
те
нц
иа
л 
пл
ос
ко
го

 п
ол
я 
не
ль
зя

 
оп
ре
де
ля
ть

 
ка
к 
ра
бо
ту

 
пе
ре
не
се
ни
я 
в 
бе
ск
он
еч
но
ст
ь 
за
ря
да

 
1


q

 (
ср

. 
ф
ор
м
ул
у 

(6
.2

))
. 
Е
сл
и 
ж
е 
су
м
м
ар
ны

й 
за
ря
д 

0


q
, 
то

 и
з 

(6
.6

) 
вы

те
ка
ет

, 
чт
о 

по
те
нц
иа
л 
по
ля

 п
ри

 



z

 с
тр
ем
ит
ся

 к
 0

. 
П
ер
ей
де
м

 к
 р
ас
см
от
ре
ни
ю

 с
ил
ов
ой

 ф
ун
кц
ии

. 
П
ус
ть

 д
ан
а 
од
но
св
яз

-
на
я 
об
ла
ст
ь 

D
 п
ол
я,

 с
во
бо
дн
ая

 о
т 
за
ря
до
в,

 е
го

 о
бр
аз
ую

щ
их

. 
Т
ог
да

 в
 с
ил
у 

ус
ло
ви
я 
со
ле
но
ид
ал
ьн
ос
ти

 и
м
ее
м

: 

0








yE

xE
di

v
y

x
E

. 

О
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, 
чт
о 
вы

ра
ж
ен
ие

 
dy

E
dx

E
x

y



 в

 о
бл
ас
ти

 D
 я
вл
яе
тс
я 

по
лн
ы
м

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ом

 н
ек
от
ор
ой

 ф
ун
кц
ии

 U
, т
ак

 ч
то

 в
 D

 

xU
E

yU
E

y
x








,

. 
 

 
 

 
(6

.7
) 

Ф
ун
кц
ия

 U
(x

,у
) 
во
сс
та
на
вл
ив
ае
тс
я 
в 
об
ла
ст
и 

D
 п
о 
св
ое
м
у 
по
лн
ом

у 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
у 
с 
по
м
ощ

ью
 ф
ор
м
ул
ы

 











z z
x

y
C

dy
E

dx
E

y
x

U
0

,
, 

 
 

 
(6

.8
) 
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У
сл
ов
ия
м
и 

(3
.2

7)
 −

 (
3.

28
) 
ф
ун
кц
ии

 U
1(

z)
 и

 U
2(

z)
 о
пр
ед
ел
яю

тс
я 
од
но

-
зн
ач
но

. Д
ей
ст
ви
те
ль
но

, е
сл
и 
бы

 с
ущ

ес
тв
ов
ал
о 
вт
ор
ое

 р
аз
ло
ж
ен
ие

 













 z

U
z

U
z

U
z

U
z

U
* 2

* 1
2

1






, 

то
 в

 G
* 
бы

ло
 б
ы

  










 z

U
z

U
z

U
z

U
* 2

2
* 1

1





 
и,

 с
ог
ла
сн
о 
те
ор
ем
е 
ед
ин
ст
ве
нн
ос
ти

 а
на
ли
ти
че
ск
их

 ф
ун
кц
ий

, 
эт
о 
ра
ве
н-

ст
во

 в
ы
по
лн
ял
ос
ь 
бы

 в
 G

1 
и 
в 

G
2.

 Т
ог
да

 ф
ун
кц
ия

 




 z

U
z

U
* 1

1


 а
на
ли
ти
че

-
ск
и 
пр
од
ол
ж
ал
ас
ь 
бы

 и
з 

G
1 
в 

G
2 
и 
пр
ед
ст
ав
ля
ла

 с
об
ой

 г
ар
м
он
ич
ес
ку
ю

 
ф
ун
кц
ию

 в
о 
вс
ей

 о
бл
ас
ти

 G
. Э

та
 ф
ун
кц
ия

 д
ол
ж
на

 т
ож

де
ст
ве
нн
о 
ра
вн
ят
ьс
я 

ну
лю

, 
та
к 
ка
к 
ра
вн
ы

 н
ул
ю

 е
е 
гр
ан
ич
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 н
а 
С

. 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 




 z

U
z

U
* 1

1


 и
 





 z

U
z

U
* 2

2


, т
.е

. р
аз
ло
ж
ен
ие

 (
3.

27
) 
ед
ин
ст
ве
нн
о.

  
Н
еи
зв
ес
тн
ы
е 
по
ка

 г
ра
ни
чн
ы
е 
зн
ач
ен
ия

 








U
 у
до
вл
ет
во
ря
ю
т 
си

-

ст
ем
е 
ин
те
гр
ал
ьн
ы
х 
ур
ав
не
ни
й 

 





























 .

,
21

,
21

,
,

21
,

21

2
2

1
1

1
2

2
2

2
1

2
2

2
2

1
2

2
1

1
1

1
2

1
1

1
1

2
1





















































d
U

i
d

f
i

U

d
U

i
d

f
i

U

 
   

(3
.2

9)
 

В
м
ес
те

 с
 у
ра
вн
ен
ия
м
и 

 








v
F

U
U











2

1
, 

ко
то
ры

е 
сл
ед
ую

т 
из

 (
3.

27
),

 у
ра
вн
ен
ия

 (
3.

29
) 
оп
ре
де
ля
ю
т 
ф
ун
кц
ии

 








U
 

од
но
зн
ач
но

. Э
та

 с
ис
те
м
а 
ур
ав
не
ни
й 
ре
ш
ае
тс
я 
м
ет
од
ом

 и
те
ра
ци
й,

 к
ак

 и
 с
и-

ст
ем
а 

(3
.2

8)
. 
За
да
ва
я 

пр
ои
зв
ол
ьн
о 

ну
ле
вы

е 
пр
иб
ли
ж
ен
ия

 

 


1

0
1


U

 и
 


 


2

0 2


U
, в
ы
чи
сл
яе
м

 с
ле
ду
ю
щ
ие

 п
ри
бл
иж

ен
ия

 п
о 
сх
ем
е 


 









 







 









 




 .
,

21
,

21

,
,

21
,

21

2
2

1
1

1
2

2
2

2
1

2
2

2
2

1
2

2
1

1
1

1
2

1
1

1
1

2
1































































d
U

i
d

f
i

U

d
U

i
d

f
i

U

   
(3

.3
0)

 


 






 




 






 

., 2
1

2
2

1
2

1
2

1
1

1
1

















U
F

U

U
F

U









 

И
те
ра
ци
и 
сх
од
ят
ся

 п
ри

 с
ле
ду
ю
щ
ем

 п
ре
дп
ол
ож

ен
ии

: 
пу
ст
ь 


 z

U
1~

 −
 

ф
ун
кц
ия

, 
га
рм

он
ич
ес
ка
я 

в 
G

1;
 
с 

гр
ан
ич
ны

м
и 

зн
ач
ен
ия
м
и 




,0
~

1
1




U




1
~

1
1




U
; 
то
гд
а 
до
лж

но
 б
ы
ть

 



1

~
2

1



M

U


; 
дл
я 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
им

 о
бр
а-

зо
м

 о
пр
ед
ел
ен
но
й 
в 

G
2 

 ф
ун
кц
ии

 

 z

U
2

~
 д
ол
ж
но

 в
ы
по
лн
ят
ьс
я 
то

 ж
е 
не
ра

-

ве
нс
тв
о 




1
~

1
2




M
U


. 
В

 э
то
м

 с
лу
ча
е 
ит
ер
ац
ии

 в
но
вь

 с
хо
дя
тс
я 
со

 с
ко
ро

-
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  стью

 геом
етрической прогрессии со знам

енателем
 М

. Э
то условие всегда 

вы
полняется, если дуги 




 сущ
ествую

т, а дуги 



 не касаю
тся друг друга. 

В
еличина М

 тем
 м
еньш

е −
 и, следовательно, тем

 больш
е скорость сходи-

м
ости, −

 чем
 больш

е перекры
ваю

тся области G
1  и G

2 . П
рактические вы

-
числения аналогичны

 альт
ернирую

щ
ем
у м

ет
оду Ш

варца. М
етод такж

е 
непосредственно 

переносится 
на 

случай 
больш

его числа областей.  
У
словие, состоящ

ее в том
, что G

* 
есть 

пересечение 
двух 

областей, 
м
ож

но 
несколько ослабить. Р

ассм
отрим

 для это-
го область G

*, изображ
енную

 на рис. 3.7, 
состоящ

ую
 из круга и описанного угла. В

 
качестве G

1  возьм
ем

 круг, а в качестве G
2  

−
 угол; таким

 образом
, G

* не есть пересе-
чение G

1  и G
2 . Е

сли вы
брать на 

1


 гра-
ничное значение 




0
1

1



f

, то на основании принципа сим
м
етрии Ш

варца 
ф
ункция 

U
1 (z) 

аналитически 
продолж

ается 
через 

дугу 
1


, 
причем

 





 *2

1
2

1



U

U



, где 

*2


 −
 дуга, сим

м
етричная с 

2


 относительно 
1


. П

ри 
пом

ощ
и этого продолж

ения м
ож

но представить U
(z) в виде (3.27) везде в 

G
*, и м

етод итераций (3.30) вновь сходится. К
ак м

етод Ш
варца, так и м

е-
тод Н

ейм
ана вполне пригодны

 для конф
орм

ны
х отображ

ений двусвязны
х 

областей. С
вязь м

еж
ду конф

орм
ны

м
 отображ

ением
 и краевой задачей лег-

ко устанавливается. А
 им

енно если C
1  и С

2  −
 граничны

е кривы
е двусвяз-

ной области G
 и заданы

 граничны
е значе-

ния 



,

4
1





C

U



,

4
2




C
U

 то 
ф
ункция 

W
(z) =

 U
(z) +

 iV
(z), построенная на осно-

ве реш
ения этой краевой задачи, отобра-

ж
ает область G

 на параллельную
 полосу. 

П
ри 

прим
енении 

м
етода 

Ш
варца 

несущ
ественно, 

является 
ли 

область 

2
1

G
G

G



 односвязной. 

П
ри 

прим
ене-

нии ж
е м

етода Н
ейм

ана для двусвязной 
области 

G
* 

требую
тся 

дополнительны
е 

рассуж
дения. П

рим
ером

 служ
ит область 

G
*, изображ

енная на рис. 3.8, являю
щ
аяся 

пересечением
 круга G

1  с границей С
1  и 

внеш
ности G

2 полуокруж
ности С

2 . Ф
ункцию

, гарм
оническую

 в G
*, вообщ

е 
говоря, нельзя представить в виде сум

м
ы

 ф
ункций U

1 (z) и U
2 (z), гарм

они-
ческих соответственно в G

1  и G
2 . С

опряж
енны

е им
 ф
ункции V

1 (z) и V
2 (z) 

однозначны
 в G

*, тогда как V
(z), вообщ

е говоря, м
ногозначна.  

Р
и
с. 3.7 

Р
и
с. 3.8 

95 
  так как 

y
i

x
 


 




V
V

E
 и 

dz
idy

dx
ds





0

s
 вектор длины

 ds, направлен-

ны
й по касательной к С

, то 



y

x
d

dy
y

dx
x

ds
,

,
0

V
V

V
s

E



 


 




, и эта 

работа 























C
C

y
x

V
y

x
V

y
x

d
ds

A
1

1
2

2
0

,
,

,
,

V
s

E
 

равна разности потенциалов в точках z
2  и z

1 . 
П
ри
м
ер 1. Д

ля плоского поля точечного заряда величины
 q ком

по-
ненты

 вектора напряж
енности суть 

2
2

2
2

2
,

2

y
x

qy
E

y
x

qx
E

y
x







, 

следовательно, согласно (6.3), потенциал такого поля дается ф
орм

улой 




C
z

q
c

y
x

q
y

x

ydy
xdx

q
V

zz










 





1
ln

2
ln

2
2

2
2

2

0

, 
 

 
 

где L
 – лю

бой путь, соединяю
щ
ий z

0  с z и не проходящ
ий через точку z =

 0, 
а С

 – произвольная постоянная. П
ри z =

 
 он обращ

ается в бесконечность. 
Э
квипотенциальны

м
и линиям

и поля являю
тся концентрические окруж

но-
сти 

r
z


. Е
сли заряд q располож

ен в точке , то потенциал его поля ра-
вен, очевидно, 

C
z

q
V





 1

ln
2

. 
 

 
 

(6.5) 

 П
ри
м
ер 2. П

отенциал поля заряж
енной линии L вы

раж
ается ф

орм
улой 




ds
z

V
L








1

ln
2

, 

где  – перем
енная точка L

, действительная ф
ункция 





 – линейная 

плотность заряда в точке  и ds – элем
ент длины

.  
 П
ри
м
ер 3. П

отенциал поля заряж
енной области D

 вы
раж

ается ф
ор-

м
улой 










d
z

V
D




1
ln

2
, 

где z – перем
енная точка D

, 




 – поверхностная плотность заряда в точ-

ке  и d
  – элем

ент площ
ади. 

О
становим

ся на поведении потенциала плоского поля в бесконечно-
сти. Р

ассм
отрим

 для конкретности поле линии L
, состоящ

ей из конечны
х 

точек и заряж
енной с линейной плотностью

 




. Н

аряду с ним
 рассм

от-
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6.
 
П
Р
И
Л
О
Ж
Е
Н
И
Я

 К
 М

Е
Х
А
Н
И
К
Е

 И
 Ф
И
ЗИ

К
Е

 
  6.

1.
 С
и
л
ов
ая

 и
 п
от
ен
ц
и
ал
ьн
ая

 ф
ун
к
ц
и
и

 
 Р
ас
см
от
ри
м

 п
ро
из
во
ль
но
е 
эл
ек
тр
ос
та
ти
че
ск
ое

 п
ол
е 
в 
не
ко
то
ро
й 
од

-
но
св
яз
но
й 
об
ла
ст
и 

D
. Т
ог
да

 в
 с
ил
у 
ус
ло
ви
я 
по
те
нц
иа
ль
но
ст
и 




0








yE

xE
ro

t
x

y
n

E
  

 
 

   
 (

6.
1)

 

в 
эт
ой

 о
бл
ас
ти

 с
ущ

ес
тв
уе
т 
ф
ун
кц
ия

 V
=

V
(x

, 
у)

, 
по
лн
ы
й 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал

 к
о-

то
ро
й 

dy
E

dx
E

dV
y

x





, 

ил
и,

 ч
то

 т
о 
ж
е 
са
м
ое

, 

.
,

yV
E

xV
E

y
x










 
 

 
   

  (
6.

2)
 

В
 с
ам
ом

 д
ел
е,

 и
зв
ес
тн
о,

 ч
то

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 
Q

dy
P

dx


 т
ог
да

 и
 т
ол
ьк
о 
то

-
гд
а 

яв
ля
ет
ся

 
по
лн
ы
м

 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ом

, 
ес
ли

 
вы

по
лн
яе
тс
я 

ус
ло
ви
е 

xQ
yP





. 
Д
ля

 в
ы
ра
ж
ен
ия

 
dy

E
dx

E
y

x



 п
ос
ле
дн
ее

 у
сл
ов
ие

 и
 в
ы
ра
ж
ае
тс
я 

ра
ве
нс
тв
ом

 (
6.

1)
: 

xE

yE
y

x





. Ф

ун
кц
ия

 V
(х

, у
) 
во
сс
та
на
вл
ив
ае
тс
я 
по

 с
во
ем
у 

по
лн
ом

у 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
у 
с 
по
м
ощ

ью
 ф
ор
м
ул
ы

 











L
y

x
C

dy
E

dx
E

y
x

V
,

, 
 

 
 

(6
.3

) 

гд
е 
ин
те
гр
ал

 б
ер
ет
ся

 п
о 
лю

бо
м
у 
пу
ти

 L
, 
со
ед
ин
яю

щ
ем
у 
в 
об
ла
ст
и 
по
ля

 D
 

ф
ик
си
ро
ва
нн
ую

 т
оч
ку

 z
0 
с 
пе
ре
м
ен
но
й 
то
чк
ой

 
iy

x
z




, 
а 
С

 –
 п
ро
из
во
ль

-
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

. 
Р
ав
ен
ст
ва

 (
6.

2)
 м
ож

но
 з
ап
ис
ат
ь 
од
ни
м

 в
ек
то
рн
ы
м

 р
ав
ен

-
ст
во
м

: 

V
E

gr
ad

yV
i

xV











. 
 

 
 

(6
.4

) 

Ф
ун
кц
ия

 V
 =

 V
(x

,y
) 
на
зы
ва
ет
ся

 п
от
ен
ци
ал
ьн
ой

 ф
ун
кц
ие
й 
ил
и 
по
те
н-

ци
ал
ом

 п
ол
я,

 е
е 
ли
ни
и 
ур
ов
ня

 V
(х

,у
) 

=
 c

on
st

 –
 э
кв
ип
от
ен
ци
ал
ьн
ы
м
и 
ли
ни

-
ям
и.

 И
з 
ур
ав
не
ни
я 

(6
.4

) 
сл
ед
уе
т,

 ч
то

 в
 к
аж

до
й 
то
чк
е 
по
ля

 в
ек
то
р 
на
пр
я-

ж
ен
но
ст
и 
Е

 н
ап
ра
вл
ен

 п
о 
но
рм

ал
и 
к 
пр
ох
од
ящ

ей
 ч
ер
ез

 э
ту

 т
оч
ку

 э
кв
ип
о-

те
нц
иа
ль
но
й 
ли
ни
и.

  
Н
ет
ру
дн
о 
вы

ра
зи
ть

 ч
ер
ез

 п
от
ен
ци
ал

 р
аб
от
у,

 к
от
ор
ая

 з
ат
ра
чи
ва
ет
ся

 
пр
и 

пе
ре
не
се
ни
и 

то
че
чн
ог
о 

за
ря
да

 
1


q

из
 
то
чк
и 

1
1

1
iy

x
z




 в
 

2
2

2
iy

x
z




, о
на

 н
е 
за
ви
си
т 
от

 п
ут
и 
С

, с
ое
ди
ня
ю
щ
ег
о 

z 1
 и

 z
2.

 В
 с
ам
ом

 д
ел
е,
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В
ы
хо
д 
за
кл
ю
ча
ет
ся

 в
 т
ом

, 
чт
об
ы

 с
де
ла
ть

 о
дн
у 
из

 о
бл
ас
те
й 
−

 н
ап
ри

-
м
ер

 G
1,

 −
 д
ву
св
яз
но
й 
об
ла
ст
ью

 
1~ G
 с

 и
зв
ес
тн
ой

 ф
ун
кц
ие
й 
Г
ри
на

. 
М
ож

но
 

эт
ог
о 
до
ст
иг
ну
ть

, о
то
бр
аз
ив

 G
1 
на

 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 п
ло
ск
ос
ти

 w
 т
ак

, ч
то
бы

 
не
ко
то
ра
я 
вн
еш

ня
я 
дл
я 

G
* 
то
чк
а 

0z
z


 п
ер
еш

ла
 в

 т
оч
ку

 
0


w

. Д
ос
та
то
чн
о 

м
ал
ы
й 
кр
уг

 
0


w

 п
ер
ей
де
т 
в 
пл
ос
ко
ст
и 

z 
в 
кр
ив
ую

 
1~ C
, 
та
кж

е 
ле
ж
ащ

ую
 

вн
е 

G
*.

 В
 д
ву
св
яз
но
й 
об
ла
ст
и 

1~ G
, о
гр
ан
ич
ен
но
й 
кр
ив
ы
м
и 

C
1 
и 

1~ C
, к
ра
ев
ая

 

за
да
ча

 р
еш

ае
тс
я 
пр
и 
по
м
ощ

и 
ф
ун
кц
ии

 Г
ри
на

 д
ля

 к
ол
ьц
а 

1
0




w


. 
Р
ас

-

см
ат
ри
ва
я 
те
пе
рь

 G
* 
ка
к 
пе
ре
се
че
ни
е 

1~ C
 и

 G
2 
и 
по
ла
га
я 




0
~ 1

1


C
f

, 
м
ы

 
оп
ят
ь 
до
бь
ем
ся

 с
хо
ди
м
ос
ти

 м
ет
од
а 
Н
ей
м
ан
а 
и 
по
лу
чи
м

 р
еш

ен
ие

.  
П
ри
во
ди
т 
к 
це
ли

 т
ак
ж
е 
бо
ле
е 
пр
ос
то
е 
ра
зл
ож

ен
ие

 












0
1

2
1

,
R

e
z

z
C

z
U

z
U

z
U







. 
Зд
ес
ь 


 z

U
1

 и
 


 z

U
2

 −
 г
ар
м
он
ич
ес
ки
е 
ф
ун
кц
ии

 в
 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
их

 
од
но
св
яз
ны

х 
об
ла
ст
ях

, 
a 




0
1

,zz


 −
 ф
ун
кц
ия

 Г
ри
на

 д
ля

 G
1;

 п
ри
че
м

 z
0 
−

 
то
чк
а,

 в
не
ш
ня
я 
к 

G
*.

 П
ос
то
ян
на
я 
С

 о
пр
ед
ел
яе
тс
я 

(з
ан
ов
о 
пр
и 
ка
ж
до
м

 и
те

-
ра
ци
он
но
м

 ш
аг
е)

 т
ак

, 
чт
об
ы

 д
ля

 н
ек
от
ор
ой

 т
оч
ки

 
2

1
C

z


 и
м
ел
о 
м
ес
то

 р
а-

ве
нс
тв
о 

 






0
,

R
e

0
1

1
1





z

z
C

z
U

. 
 

4.
 Г
А
Р
М
О
Н
И
Ч
Е
С
К
И
Е

 Ф
У
Н
К
Ц
И
И

 
 4.

1.
 Г
ар
м
он
и
ч
ес
к
и
е 
ф
ун
к
ц
и
и

 и
 и
х 
св
ой
ст
ва

 
  Г
ар
м
он
и
че
ск
ой

 в
 о
бл
ас
т
и

 D
 ф
ун
кц
и
ей

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 

ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݔ
ݕ,
ሻ 
дв
ух

 д
ей
ст
ви
те
ль
ны

х 
пе
ре
м
ен
ны

х,
 о
бл
ад
аю

щ
ая

 в
 э
то
й 
об

-
ла
ст
и 
не
пр
ер
ы
вн
ы
м
и 
вт
ор
ы
м
и 
ча
ст
ны

м
и 
пр
ои
зв
од
ны

м
и 
и 
уд
ов
ле
тв
ор
яю

-
щ
ая

 д
иф

ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ом

у 
ур
ав
не
ни
ю

 

∆
ݑ
ൌ
ݑ߲

ଶ

ݔ߲
ଶ
൅
ݑ߲

ଶ

ݕ߲
ଶ
ൌ
0 

( ∆
ൌ

డ
మ

డ
௫
మ
൅

డ
మ

డ
௬
మ
ൌ
0 

– 
си
м
во
л 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал
ьн
ог
о 
оп
ер
ат
ор
а)

. Э
то

 у
ра
вн
ен
ие

 

об
ы
чн
о 
на
зы
ва
ю
т 
ур
ав
н
ен
и
ем

 
Л
ап
ла
са

. 
В

 с
ил
у 
ли
не
йн
ос
ти

 у
ра
вн
ен
ия

 
Л
ап
ла
са

 л
ю
ба
я 
ли
не
йн
ая

 к
ом

би
на
ци
я 

෍
ߙ
௞
ݑ ௞
ሺݔ
ݕ,
ሻ

௡

௞
ୀ
ଵ

 

га
рм

он
ич
ес
ки
х 
ф
ун
кц
ий

ݑ 
௞
ሺݔ
ݕ,
ሻ 
с 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ы
м
и 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
ко
эф

-
ф
иц
ие
нт
ам
и 
ߙ
௞
 с
но
ва

 я
вл
яе
тс
я 
га
рм

он
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ие
й.

 
П
от
ен
ци
ал
ы

 
ва
ж
не
йш

их
 
ве
кт
ор
ны

х 
по
ле
й,

 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ю
щ
их
ся

 
в 

ф
из
ик
е,

 я
вл
яю

тс
я 
га
рм

он
ич
ес
ки
м
и 
ф
ун
кц
ия
м
и,

 и
 л
ю
бу
ю

 г
ар
м
он
ич
ес
ку
ю
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П
редставление того ж

е типа справедливо и в случае Г
 =

 0, ибо в этом
 

случае 
однозначна 

ф
ункция ݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
൅
 ,и	ݒ݅

полож
ив ݁

௙
ሺ௭ሻ

ൌ
݃
ሺݖ ሻ, м

ы
 

найдем
:  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
݈݊
|݃
ሺݖሻ |  

 
 

 
(4.6) 

Н
а ф

орм
улах (4.5) и (4.6) основы

вается классиф
икация изолирован-

ны
х особы

х точек однозначны
х гарм

онических ф
ункций. В

озм
ож

ны
е слу-

чаи поведения таких ф
ункций в окрестности особы

х точек исчерпы
ваю

т 
следую

щ
ие теор

ем
ы

:  
Т
еорем

а 1. Е
сли u(z) ограничена в окрестности точки а, то сущ

еству-
ет lim

௭→
௔
ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ܾ
; полож

ив ݑ
ሺܽ ሻ

ൌ
ܾ

, м
ы

 получаем
 ф
ункцию

, гарм
ониче-

скую
 и в точке а (уст

раним
ая особая т

очка). 
В

 сам
ом

 деле, в этом
 случае ф

ункция g(z) в вы
раж

ении (4.5) или (4.6) 
им

еет в точке а устраним
ую

 особенность, т.е. сущ
ествует lim

௭→
௔
݃
ሺݖሻ; этот 

предел, очевидно, отличен от нуля – отсю
да и следует утверж

дение.  
Т
еорем

а 2. Е
сли u(z) стрем

ится к бесконечности при ݖ
→
ܽ

, то в 
окрестности точки а она допускает представление вида  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
݇
ln ݖ|

െ
ܽ |൅

ܷ
ሺݖሻ, 

 
 

 
(4.7) 

где ݇
്
0	– некоторая постоянная, а ܷ

ሺݖሻ – гарм
оническая в точкеа ф

унк-
ция (полю

с).  
Д
ействительно, в этом

 случае ф
ункция g(z) м

ож
ет им

еть в точке а 
лиш

ь полю
с или нуль (если ݑ

→
െ
∞

), следовательно, ее м
ож

но предста-
вить в виде  

݃
ሺݖ ሻ

ൌ
ሺݖ
െ
ܽ ሻ ௡߮

ሺݖሻ, 
где n – полож

ительное или отрицательное число и ߮
ሺݖሻ – аналитическая в 

точке а ф
ункция, причем

 ߮
ሺܽሻ

്
0. П

одставляя это в вы
раж

ение (4.5) или 
(4.6), получаем

 иском
ое представление (4.7).  

Т
еорем

а 3. Е
сли u(z) не стрем

ится при	ݖ
→
ܽ

 ни к каком
у пределу,  

то она им
еет в точке а полную

 неопределенность: для лю
бого действи-

тельного b м
ож

но найти последовательность точек ݖ
௡
→
ܽ

, для которой 
lim

௡
→
ஶ
ݑ
ሺݖ
௡ ሻ
ൌ
ܾ

 (сущ
ественно особая  точка).  

В
 сам

ом
 деле, в этом

 случае g(z) м
ож

ет им
еть в а лиш

ь сущ
ественно 

особую
 точку, и утверж

дение является непосредственны
м

 следствием
 тео-

рем
ы

 Ю
. В

. С
охоцкого. 

П
рим

ер: ݃
ሺݖ ሻ

ൌ
݁
ଵ
௭ ൗ,
ݑ
ൌ

௫

௫
మା
௬
మ . 

В
се сказанное относится и к бесконечно удаленной точке, только 

окрестность
0
൏
ݖ|
െ
ܽ |
൏
ܴ

 надо 
зам

енить 
окрестносты

о ܴ
൏
ݖ| |

൏
∞

 и 
представление (4.7) представлением

  
ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
݇	݈݊

ݖ| |൅
ܷ
ሺݖሻ. 

Г
арм

оничность ф
ункции в бесконечности означает, что ݖ

ൌ
∞

 явля-
ется устраним

ой особой точкой этой ф
ункции.  

89 
  ряда, а не квадрату расстояния как в пространстве. О

тличие плоского поля 
от пространственного сказы

вается и в других ф
орм

улах, в чем
 м
ы

 убедим
-

ся ниж
е.  
П
ри
м
ер 2. Д

ля поля, создаваем
ого систем

ой n точечны
х зарядов ве-

личин q
1 , q

2 , ..., q
n , располож

енны
х в точках z

1 , z
2 , ..., z

n , вектор напряж
ен-

ности  


















































nk
k

k

k
k

nk
k

k

k
k

nk
k

k
k

y
y

i
x

x

y
y

q
i

y
y

i
x

x

x
x

q

z
z

z
z

q

1
2

2
1

2
2

1
2

2
2

2
E

. 
(5.2) 

В
 сам

ом
 деле, если точечны

й заряд q
k  пом

ещ
ен не в начале коорди-

нат, а в точке 
k

z
z


, то вм
есто ф

орм
улы

 (5.3) будем
, очевидно, им

еть: 



2

2

k

k
k

k
q

z
z

z
z

E





. 

Н
а основании принципа суперпозиции напряж

енность поля систем
ы

 
зарядов равна сум

м
е напряж

епностей  E
k . Э

то и приводит к ф
орм

уле (5.2).  
П
ри
м
ер 3. В

ектор скорости V
 по-

ступательного движ
ения ж

идкости по-
стоянен 

по 
величине 

и 
направлению

. 
М
ы

 
вы

бираем
 
в 

качестве 
S

0  
лю

бую
 

плоскость, 
параллельную

 
V

; 
тогда 

движ
ение описы

вается плоским
 полем

 
постоянного вектора: 

y
x

iV
V




V
, 

(
const

V
const

V
y

x



,

). 
Л
инии 

тока 

(силовы
е линии вектора 

V
) образую

т 
пучок параллельны

х прям
ы
х (рис. 5.4).  

П
ри
м
ер 4. Р

ассм
отрим

 течение ж
идкости, характеризуем

ое вектором
 

скорости 

2
2

z z
V




 Q
, 

        (5.3) 

где Q
 – действительная константа, ф

изиче-
ский см

ы
сл которой вы

яснится в дальней-
ш
ем

. Л
инии тока образую

т пучок прям
ы
х с 

центром
 в начале координат (рис. 5.5). П

ри 
Q

 >
 0 векторы

 V
 направлены

 от начала, при 
Q

 <
 0 – к началу. В

 обоих случаях величина 
скорости убы

вает обратно пропорционально 
расстоянию

 точки до начала.  
Т
акое поле назы

вается плоским
 полем

 
точечного источника (в случае Q

 <
 0 говорят 

Р
и
с. 5.4 

Р
и
с. 5.5 
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





C

ds
0

,n
V

Q
 

ф
из
ич
ес
ки

 о
зн
ач
ае
т 
ко
ли
че
ст
во

 ж
ид
ко
ст
и,

 п
ро
те
ка
ю
щ
ее

 з
а 
ед
ин
иц
у 
вр
е-

м
ен
и 
из
ну
тр
и 
С

 н
ар
уж

у.
 Н
ап
ри
м
ер

, д
ля

 п
ло
ск
ог
о 
по
ля

 т
оч
еч
но
го

 и
ст
оч
ни

-
ка

 в
до
ль

 о
кр
уж

но
ст
и 

r
z


 и
м
ее
м

 




r
V

2
,

0
Q





n

V
 

и 




Q
r

r

Q
ds r

Q
ds

C
C













2
2

2
,

0
n

V
. 

Э
то

 и
 в
ы
яс
ня
ет

 ф
из
ич
ес
ки
й 
см
ы
сл

 к
он
ст
ан
ты

 Q
 в

 ф
ор
м
ул
е 

(5
.3

).
 Е
с-

ли
 д
ля

 н
ек
от
ор
ог
о 
ко
нт
ур
а 
С

 п
от
ок

 о
тл
ич
ен

 о
т 
ну
ля

, 
то

 в
 с
ил
у 
не
сж

им
ае

-
м
ос
ти

 ж
ид
ко
ст
и,

 к
от
ор
ую

 м
ы

 п
ре
дп
ол
аг
ае
м

, о
тс
ю
да

 с
ле
ду
ет

, ч
то

 в
ну
тр
и 
С

 
ра
сп
ол
ож

ен
ы

 и
ст
оч
ни
ки

 (
ил
и 
ст
ок
и)

.  
В
ел
ич
ин
а 
ди
ве
рг
ен
ци
и 
ск
ор
ос
ти

 в
 н
ек
от
ор
ой

 т
оч
ке

 п
ол
я 

















C

y
x

yV

xV
ds

di
v

0

0
,

1
li

m
n

V
V




 

ха
ра
кт
ер
из
уе
т 
ин
те
нс
ив
но
ст
ь 
ис
то
чн
ик
а 

(и
ли

 с
то
ка

),
 к
от
ор
ы
й 
ра
сп
ол
ож

ен
 

в 
эт
ой

 т
оч
ке

. 
Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
ус
ло
ви
е 
от
су
тс
тв
ия

 в
 н
ек
от
ор
ой

 о
бл
ас
ти

 D
 

ис
то
чн
ик
ов

 
(с
то
ко
в)

 
ус
та
но
ви
вш

ег
ос
я 

пл
ос
ко
го

 
те
че
ни
я 

не
сж

им
ае
м
ой

 
ж
ид
ко
ст
и 
вы

ра
ж
ае
тс
я 
со
от
но
ш
ен
ие
м

 

0








yV

xV
di

v
y

x
V

. 

Ц
ир
ку
ля
ци
я 
ве
кт
ор
а 
ск
ор
ос
ти

 V
 в
до
ль

 з
ам
кн
ут
ог
о 
ко
нт
ур
а 
С

 р
ав
на

 








C

ds
0

,s
V

 
 

 
 

 
(5

.1
1)

 

ин
те
гр
ал
у 
от

 п
ро
ек
ци
и 

V
 н
а 
на
пр
ав
ле
ни
е 
ка
са
те
ль
но
й 
к 
С

. 
Е
сл
и 
дл
я 
не
ко

-
то
ро
го

 к
он
ту
ра

 С
 о
на

 о
тл
ич
на

 о
т 
ну
ля

, 
то

 э
то

 о
зн
ач
ае
т,

 ч
то

 в
 и
нт
ег
ра
ле

 
(5

.1
1)

 п
ро
ек
ци
и 

V
s 
од
но
го

 з
на
ка

 п
ре
ва
ли
ру
ю
т 

на
д 
пр
ое
кц
ия
м
и 
др
уг
ог
о 
зн
ак
а,

 
т.
е.

 
чт
о 
ж
ид

-
ко
ст
ь 
ка
к 
бы

 «
за
ви
хр
яе
тс
я»

 в
до
ль

 С
 (
ри
с.

 5
.6

; 
зд
ес
ь 
по
ло
ж
ит
ел
ьн
ы
е 

V
s 

 п
ре
ва
ли
ру
ю
т 
на
д 
от
ри

-
ца
те
ль
ны

м
и,

 
Г

 >
 0

).
 
Н
ап
ри
м
ер

, 
дл
я 

пл
ос
ко
го

 
по
ля

 т
оч
еч
но
го

 в
их
ря

 в
до
ль

 о
кр
уж

но
ст
и 

 
r

z


 

им
ее
м

 




r
V

2
,

0






s

V
 

и 
Р
и
с.

 5
.6
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 ни
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ие
й.

 З
ам
ет
им

, 
чт
о 
ча
ст
ны

е 
пр
ои
зв
од
ны

е 
эт
ой

 ф
ун
кц
ии

 о
д-

но
зн
ач
ны

: డ
௩

డ
௫
ൌ
െ

డ
௨

డ
௬
,డ
௩

డ
௬
ൌ

డ
௨

డ
௫
; э
то

 в
ы
те
ка
ет

 и
з 
ф
ор
м
ул
ы

 (
4.

2)
. 

Т
ео
ре
м
у 

2 
м
ож

но
, о
че
ви
дн
о,

 с
ф
ор
м
ул
ир
ов
ат
ь 
та
к:

 
Т
ео
ре
м
а 

2'
. 
Л
ю
бу
ю

 г
ар
м
он
ич
ес
ку
ю

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 ф
ун
кц
ию

 м
ож

но
 

ра
сс
м
ат
ри
ва
ть

 к
ак

 д
ей
ст
ви
те
ль
ну
ю

 и
ли

 м
ни
м
ую

 ч
ас
ть

 н
ек
от
ор
ой

 а
на
ли
ти

-
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ии

 ݂
ሺݖ
ሻ;

 э
та

 п
ос
ле
дн
яя

 о
пр
ед
ел
яе
тс
я 
с 
то
чн
ос
ть
ю

 д
о 
по
ст
о-

ян
но
го

 с
ла
га
ем
ог
о,

 с
оо
тв
ет
ст
ве
нн
о 
м
ни
м
ог
о 
ил
и 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ог
о.

 
Н
е 
ис
кл
ю
ча
ем

 с
лу
ча
я 
м
но
го
св
яз
ны

х 
об
ла
ст
ей

, 
по
эт
ом

у 
ан
ал
ит
ич
е-

ск
ая

 ф
ун
кц
ия

 ݂
ሺݖ
ሻ 
м
ож

ет
 о
ка
за
ть
ся

 м
но
го
зн
ач
но
й.

 
П
ри
м
ер

. П
од
сч
ет

 ч
ас
тн
ы
х 
пр
ои
зв
од
ны

х 
по
ка
зы
ва
ет

, ч
то

 ф
ун
кц
ия

 
ݑ
ൌ
ln
ሺ ݔ

ଶ
൅
ݕ
ଶ
ሻ
ൌ
2
ln
| ݖ
|  

яв
ля
ет
ся

 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й 
в 
ко
ль
це

 0
൏
| ݖ
|
൏
∞

. И
нт
ег
ра
л 

(4
.1

) 
им

ее
т 
ви
д:

 

ሺݒ
,ݔ
ሻݕ

ൌ
2
න
െ
	ݕ
ݔ݀

൅
	ݔ
ݕ݀

ݔ
ଶ
൅
ݕ
ଶ

௭

௭ బ
ಽ

	൅
ܥ
ൌ
2	
ܣ
݃ݎ
ݖ	
൅
ܥ

 

и 
пр
ед
ст
ав
ля
ет

 в
 к
ол
ьц
е 
0
൏
| ݖ
|
൏
∞

 б
ес
ко
не
чн
оз
на
чн
ую

 ф
ун
кц
ию

. 
С
оо
т-

ве
тс
тв
ую

щ
ая

 а
на
ли
ти
че
ск
ая

 ф
ун
кц
ия

  
݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݑ
൅
ݒ݅
ൌ
2
ln
| ݖ
| ൅

2݅
ܣ	
݃ݎ
ݖ	
൅
ܥ݅
ൌ
2
ln
ݖ
൅
ܥ݅

 
та
кж

е 
бе
ск
он
еч
но
зн
ач
на

. 
Т
ео
ре
м
а 

3.
 Л
ю
ба
я 
га
рм

он
ич
ес
ка
я 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݔ
ݕ,
ሻ 
яв
ля
ет
ся

 а
на
ли
ти

-
че
ск
ой

 ф
ун
кц
ие
й 
св
ои
х 
ар
гу
м
ен
то
в 

x 
и 

y,
 т

.е
. 
в 
ок
ре
ст
но
ст
и 
ка
ж
до
й 
то
чк
и 

ݖ ଴
ൌ
ݔ ଴
൅
ݕ݅
଴
 о
бл
ас
ти

 D
 о
на

 п
ре
дс
та
вл
яе
тс
я 
в 
ви
де

 с
ум

м
ы

 а
бс
ол
ю
тн
о 
сх
о-

дя
щ
ег
ос
я 
ря
да

 

ݑ
ሺ ݔ
ݕ,
ሻ
ൌ

෍
ܿ ௠

௡
ሺݔ
െ
ݔ ଴
ሻ௠

ஶ

௠
,௡
ୀ
଴

ሺݕ
െ
ݕ ଴
ሻ௡
. 

И
з 
те
ор
ем
ы

 в
ы
те
ка
ет

, 
чт
о 
га
рм

он
ич
ес
ки
е 
ф
ун
кц
ии

 о
бл
ад
аю

т 
ча
ст

-
ны

м
и 
пр
ои
зв
од
ны

м
и 
вс
ех

 п
ор
яд
ко
в.

 О
сн
ов
ы
ва
яс
ь 
на

 т
ео
ре
м
е 

3,
 м
ож

но
 п
о-

лу
чи
ть

 п
ра
кт
ич
ес
ки

 у
до
бн
ы
й 
сп
ос
об

 в
ос
ст
ан
ов
ле
ни
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
й 
ф
ун
к-

ци
и 
݂ሺ
ሻݖ

 п
о 
из
ве
ст
но
й 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 ч
ас
ти

ݑ 
ሺݔ
ݕ,
ሻ:

 

݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݑ2

ቀ௭
ା
௭ బതത
ത

ଶ
,௭
ି
௭ బതത
ത

ଶ௜
ቁ
െ
ܿ ଴̅

. 
 

 
 

(4
.3

) 

Ф
ор
м
ул
а 

(4
.3

) 
по
лу
че
на

 д
ля

 т
оч
ек

 z
, 
бл
из
ки
х 
к 
ݖ ଴

, 
но

 п
о 
те
ор
ем
е 

ед
ин
ст
ве
нн
ос
ти

, 
оч
ев
ид
но

, 
со
хр
ан
яе
т 
си
лу

  
во

 в
се
й 
об
ла
ст
и 
оп
ре
де
ле
ни
я 

f(
z)

, 
иб
о 
в 
эт
ой

 о
бл
ас
ти

 о
бе

 ч
ас
ти

 (
4.

3)
 я
вл
яю

тс
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ки
м
и 
ф
ун
кц
и-

ям
и 

z.
 В

 ч
ас
тн
ос
ти

, 
ес
ли

 f
(z

) 
ан
ал
ит
ич
на

 в
 н
ач
ал
е 
ко
ор
ди
на
т,

 т
о 
м
ож

но
 п
о-

ло
ж
ит
ь 

z 0
 =

 0
, и

 ф
ор
м
ул
а 

(4
.3

) 
пр
ин
им

ае
т 
ос
об
ен
но

 п
ро
ст
ой

 в
ид

: 

݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݑ2

ቀ௭ ଶ
,௭ ଶ௜
ቁ
െ
ܿ ଴̅

.  
 

 
   

   
 (

4.
4)

 

П
ри
ве
де
м

 н
ес
ко
ль
ко

 п
ри
м
ер
ов

 п
ри
м
ен
ен
ия

 ф
ор
м
ул

 (
4.

3)
 и

 (
4.

4)
: 

1)
 

ݑ
ൌ
ݔ
൅
,ݕ

݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݖ
൅

௭ ௜
൅
ܿ
ൌ
ሺ 1
െ
݅ሻ
ݖ
൅
ܿ 

(ф
ор
м
ул
а 

(4
.4

))
; 



66 
 

2) 
ݑ
ൌ
ln ሺݔ

ଶ
൅
ݕ
ଶሻ,			݂ ሺݖ ሻ

ൌ
2݈݊

ቄ
ሺ௭ା

ଵሻ మ

ସ
െ

ሺ௭ି
ଵሻ మ

ସ
ቅ
൅
ܿ
ൌ
2
ln
ݖ
൅
ܿ 

(ф
орм

ула (4.3), ݖ
଴
ൌ
1); 

3) 
ݑ
ൌ

ୱ୧୬
ଶ௫

௖௛
	ଶ௬

ି
ୡ୭
ୱ
ଶ௫
,
݂ ሺݖ ሻ

ൌ
ଶ	ୱ୧୬

	ሺ௭ା
ഏమ ሻ

௖௛
	௜ቀ

ഏమ ି
௭ቁି

ୡ୭
ୱሺ௭ା

ഏమ ሻ ൅
ܿ
ൌ
݃ݐܿ

ݖ	
൅
ܿ 

(ф
орм

ула (4.3), ݖ
଴
ൌ

గଶ ). 

В
о всех ф

орм
улах С

 – чисто м
ним

ая постоянная. 
Т
еорем

а 4 (о средн
ем

). Е
сли ф

ункция u(z) непреры
вна в зам

кнутом
 

круге радиуса r с центром
 в точке z и гарм

онична внутри этого круга, то 

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ߨ12
න
ݑ
ሺݖ
൅
݁ݎ

௜ఝ
ሻ

ଶగ

଴

݀߮
. 

Т
еорем

а 5. О
тличная от постоянной гарм

оническая ф
ункция не м

о-
ж
ет достигать экстрем

ум
а во внутренней точке области определения. 

Т
еорем

а 6. Е
сли гарм

оническая во всей откры
той плоскости ф

унк-
ция u(z) ограничена хотя бы

 сверху или снизу, то она постоянна. 
С
ледую

щ
ие две теорем

ы
 устанавливаю

т характер линий уровня гар-
м
онических ф

ункций, т.е. совокупностей точек, для которы
х 

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
 .ݐݏ݊݋ܿ

Т
еорем

а 7. Е
сли отличная от постоянной гарм

оническая ф
ункция 

u(z) им
еет зам

кнутую
 линию

 уровня ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
଴ , то внутри линии находится 

хотя бы
 одна особая точка этой ф

ункции. 
Т
еорем

а 8. Л
ю
бая достаточно м

алая окрестность точки ݖ
଴  линии уров-

ня ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
଴  разбивается этой линией на четное число 2݊

	ሺ݊
൒
1ሻ секторов, 

в которы
х ݑ

ሺݖ ሻ поперем
енно приним

ает значения, больш
е и м

еньш
е ݑ

଴ . 
И
з теорем

ы
 8 вы

текает, что линия уровня гарм
онической ф

ункции 
м
ож

ет им
еть лиш

ь просты
е точки (n =

 1) или кратны
е точки

1 с различны
м
и 

касательны
м
и (n

 >
 1) – случаи изолированны

х точек, концевы
х точек или 

точек возврата исклю
чаю

тся. 
С
ф
орм

улируем
 теорем

у, обратную
 теорем

е о среднем
. 

Т
еорем

а 9. Е
сли ф

ункция u(z) непреры
вна в области D

 и в лю
бой 

точке z для достаточно м
алы

х r 

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ߨ12
න
ݑ
ሺݖ
൅
݁ݎ

௜ఝ
ሻ

ଶగ

଴

݀߮
, 

то ф
ункция u(z) гарм

онична в D
. 

П
риведем

 теорем
у, аналогичную

 теорем
е В

ейерш
трасса. 

                                                       
1 В

 лю
бой зам

кнутой области гарм
оничности ф

ункции u(z) м
ож

ет находиться конечное число кратны
х 

точек линии уровня (в каж
дой такой точке ݂′ ሺݖ ሻ

ൌ
0); в противном

 случае по теорем
е единственности 

долж
но бы

ть ݂′ ሺݖ ሻ
≡
0. 

91 
  где 


 – площ

адь, ограниченная контуром
 С

, охваты
ваю

щ
им

 рассм
атри-

ваем
ую

 точку, и предел берется в предполож
ении, что контур С

 стягивает-
ся к этой точке. П

о ф
орм

уле (5.6) поток 


C

ds
0

,n
E

 через С
 равен ум

нож
ен-

ном
у на 4 сум

м
арном

у заряду 
q, заклю

ченном
у внутри С

, и следова-
тельно: 







4
lim

4
0


 






q
div E

, 

где  – поверхностная плотность заряда в точке z. О
тсю

да следует, что ес-
ли в некоторой точке z плотность заряда равна нулю

, то в этой точке 
0


E

div
.  

 
 

 
 

(5.8) 
П
оле, дивергенция которого в каж

дой точке z области D
 равна нулю

, 
назы

вается соленоидальны
м

 в этой области.  
В

 силу (5.7) и (5.8) условие соленоидальности поля в некоторой об-
ласти D

 вы
раж

ается равенством
 

0


 


 


y E

x E
div

y
x

E
. 

Ц
иркуляция вектора напряж

енности Е
 вдоль зам

кнутого контура С
 




 C

ds
A

0
,s

V
, 

 
 

 
 

(5.9) 

где s° – единичны
й вектор касательной к С

, ф
изически означает работу сил 

поля при перем
ещ

ении по С
 полож

ительного единичного заряда. Т
ак как 

для поддерж
ания электростатического поля не требую

тся затраты
 энергии, 

то работа (5.9) сил поля вдоль лю
бого зам

кнутого контура равна нулю
. В

 
противном

 случае сущ
ествовал бы

 контур, обход которого зарядом
 в опре-

деленном
 направлении сопровож

дался вы
делением

 некоторой конечной и 
не равной нулю

 работы
; обход контура неограниченное число раз давал бы

 
неограниченны

й источник энергии (вечны
й двигатель!).  

П
оэтом

у в лю
бой точке поля 










 


 








C

x
y

n
y E

x E
ds

rot
.0

,
1

lim
0

0
s

E
E




 
 

 (5.10) 

В
 ф
орм

уле (5.10) (rotE
)n  означает проекцию

 ротора на норм
аль к 

площ
адке 

, ограниченной контуром
 С

 (единственная отличная от нуля 
ком

понента ротора плоского поля), и предел берется в предполож
ении, что 

контур С
, охваты

ваю
щ
ий рассм

атриваем
ую

 точку, стягивается к этой точ-
ке. П

оле, ротор которого в каж
дой точке области D

 равен нулю
, назы

вается 
потенциальны

м
 в этой области. Ф

орм
ула (5.10) показы

вает, что электро-
статическое поле всю

ду потенциально.  
Р
ассм

отрим
 другие типы

 полей. Д
ля плоского течения ж

идкости по-
ток вектора скорости через зам

кнуты
й контур С
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 та
кж

е 
о 
ст
ок
е)

. 
П
ол
е 
то
че
чн
ог
о 
ис
то
чн
ик
а 
сл
ед
уе
т 
пр
ед
ст
ав
ля
ть

 к
ак

 п
ло

-
ск
оп
ар
ал
ле
ль
но
е 
по
ле

 п
ря
м
ой

, и
ст
оч
аю

щ
ей

 ж
ид
ко
ст
ь 
в 
пр
ос
тр
ан
ст
во

.  
П
ри
м
ер

 5
. Р
ас
см
от
ри
м

 т
еч
ен
ие

 ж
ид
ко
ст
и,

 х
ар
ак
те
ри
зу
ем
ое

 в
ек
то
ро
м

 
ск
ор
ос
ти

 







2
2

2
2

2
2

2
2

y
x

x
i

y
x

y

zz
i

V


















, 

 
(5

.4
) 

гд
е 
Г

 –
 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 
ко
нс
та
нт
а,

 ф
из
ич
ес
ки
й 
см
ы
сл

 к
от
ор
ой

 в
ы
яс
ни
тс
я 
в 

да
ль
не
йш

ем
. 
В

 к
аж

до
й 
то
чк
е 

z 
ве
кт
ор

 с
ко
ро
ст
и 
по
ве
рн
ут

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 

ве
кт
ор
а 

z 
на

 9
0

 (
пр
от
ив

 ч
ас
ов
ой

 с
тр
ел
ки

 п
ри

 
 >

 0
 и

 п
о 
ча
со
во
й 

– 
пр
и 

Г
 <

 0
),

 с
ле
до
ва
те
ль
но

, 
ли
ни
и 
то
ка

 п
ре
дс
та
вл
яю

т 
со
бо
й 
ко
нц
ен
тр
ич
ес
ки
е 

ок
ру
ж
но
ст
и 
с 
це
нт
ро
м

 в
 н
ач
ал
е 
ко
ор
ди
на
т.

  
В
ел
ич
ин
а 
ск
ор
ос
ти

 у
бы

ва
ет

 о
бр
ат
но

 п
ро
по
рц
ио
на
ль
но

 z
 (
см

. 
ри
с.

 5
.5

).
 

Т
ак
ое

 п
ол
е 
на
зы
ва
ет
ся

 п
ло
ск
им

 п
ол
ем

 в
их
ря

.  
П
ри

 Г
 >

 0
 ж
ид
ко
ст
ь 
вр
ащ

ае
тс
я 
пр
от
ив

 ч
ас
ов
ой

 с
тр
ел
ки

, 
пр
и 
Г

 <
 0

 –
 

по
 ч
ас
ов
ой

.  
П
ри
м
ер

 6
. В

ек
то
р 
те
пл
ов
ог
о 
по
то
ка

 т
оч
еч
но
го

 и
ст
оч
ни
ка

 

2
2

z

q
z

Q



, 

 
 

 
 

(5
.5

) 

гд
е 

q 
– 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 к
он
ст
ан
та

. 
П
ол
е 
ве
кт
ор
а 

(5
.5

) 
вп
ол
не

 а
на
ло
ги
чн
о 

пл
ос
ко
м
у 
по
лю

 т
оч
еч
но
го

 и
ст
оч
ни
ка

 ж
ид
ко
ст
и 

(5
.3

).
  

 5.
3.

 С
во
й
ст
ва

 п
л
ос
к
и
х 
ве
к
то
р
н
ы
х 
п
ол
ей

 
 Р
ас
см
от
ри
м

 с
на
ча
ла

 п
ло
ск
ое

 э
ле
кт
ро
ст
ат
ич
ес
ко
е 
по
ле

, 
по
ро
ж
де
нн
ое

 
пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 с
ис
те
м
ой

 з
ар
яд
ов

 (
то
че
чн
ы
х,

 л
ин
ей
ны

х 
и 
пл
ос
ки
х)

. 
П
о 
те
о-

ре
м
е 
Г
ау
сс
а,

 к
от
ор
ую

 м
ы

 п
ре
дп
ол
аг
ае
м

 и
зв
ес
тн
ой

, 
по
то
к 
ве
кт
ор
а 
на
пр
я-

ж
ен
но
ст
и 
по
ля

 ч
ер
ез

 п
ро
из
во
ль
ну
ю

 з
ам
кн
ут
ую

 к
ри
ву
ю

 С
 р
ав
ен

 у
м
но
ж
ен

-
но
м
у 
на

 4
 
по
лн
ом

у 
за
ря
ду

, з
ак
лю

че
нн
ом

у 
вн
ут
ри

 С
:  








q

ds
N

4
,

0
n

E
 

 
  

 
  (

5.
6)

 

(з
де
сь

 
0

n
 –

 е
ди
ни
чн
ы
й 
ве
кт
ор

 в
не
ш
не
й 
но
рм

ал
и 
к 
С

).
 Т
ео
ре
м
а 
Г
ау
сс
а 
вы

-
яс
ня
ет

 ф
из
ич
ес
ки
й 
см
ы
сл

 п
от
ок
а 
ве
кт
ор
а 
на
пр
яж

ен
но
ст
и 
эл
ек
тр
ос
та
ти
че

-
ск
ог
о 
по
ля

. 
Е
сл
и 
дл
я 
не
ко
то
ро
го

 з
ам
кн
ут
ог
о 
ко
нт
ур
а 
С

 п
от
ок

 о
тл
ич
ен

 о
т 

ну
ля

, 
то

 э
то

 о
зн
ач
ае
т,

 ч
то

 в
ну
тр
и 
С

 р
ас
по
ло
ж
ен
ы

 з
ар
яд
ы

 п
ол
я.

 П
ов
ер
х-

но
ст
ну
ю

 п
ло
тн
ос
ть

 р
ас
пр
ед
ел
ен
ия

 з
ар
яд
а 
в 
не
ко
то
ро
й 
то
чк
е 
по
ля

 х
ар
ак
те

-
ри
зу
ет

 в
ел
ич
ин
а 
ди
ве
рг
ен
ци
и 
ве
кт
ор
а 
на
пр
яж

ен
но
ст
и,

 к
от
ор
ая

, к
ак

 и
зв
ес
т-

но
, р
ав
на

 

















C

y
x

yE

xE
ds

di
v

0

0
,

1
li

m
n

E
E




, 
 

 
(5

.7
) 
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Т
ео
ре
м
а 

10
. 

П
ус
ть

 
за
да
на

 
по
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
ос
ть

 
ф
ун
кц
ий

 
ݑ ଴
ሺ ݖ
ሻ ,
ݑ ଵ
ሺ ݖ
ሻ ,
⋯
ݑ,

௡
ሺ ݖ
ሻ ,
⋯
,  г
ар
м
он
ич
ес
ки
х 
в 
об
ла
ст
и 

D
 и

 н
еп
ре
ры

вн
ы
х 
в 
ഥܦ

. 
Е
сл
и 
ря
д 
∑

ݑ ௞
ሺݖ
ሻ

ஶ ௞
ୀ
଴

 р
ав
но
м
ер
но

 с
хо
ди
тс
я 
на

 г
ра
ни
це

 D
, т
о 
он

 р
ав
но
м
ер
но

 
сх
од
ит
ся

 и
 в
ну
тр
и 

D
, п
ри
че
м

 е
го

 с
ум

м
а 
яв
ля
ет
ся

 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й 
в 

D
 ф
ун
к-

ци
ей

. В
 з
ак
лю

че
ни
е 
от
м
ет
им

 е
щ
е 
дв
е 
по
ле
зн
ы
е 
дл
я 
да
ль
не
йш

ег
о 
те
ор
ем
ы

. 
П
ер
ва
я 
из

 н
их

 в
ы
ра
ж
ае
т,

 ч
то

 с
во
йс
тв
о 
ф
ун
кц
ии

 б
ы
ть

 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й 
не

 
на
ру
ш
ае
тс
я 
пр
и 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
м

 п
ре
об
ра
зо
ва
ни
и 
не
за
ви
си
м
ог
о 
пе
ре
м
ен
но
го

. 
Т
ео
ре
м
а 

11
. Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺ ݖ
ሻ  
га
рм

он
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 и

ݖ 
ൌ
݃
ሺߞ
ሻ 

– 
ан
ал
ит
ич
ес
ка
я 
в 
не
ко
то
ро
й 
об
ла
ст
и 
∆

 ф
ун
кц
ия

, 
зн
ач
ен
ия

 к
от
ор
ой

 л
еж

ат
 в

 
D

, т
о 
сл
ож

на
я 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሾ ݃
ሺ ߞ
ሻሿ
ൌ
ܷ
ሺߞ
ሻ 
га
рм

он
ич
на

 в
 ∆

. 
В
то
ра
я 
те
ор
ем
а 
вы

ра
ж
ае
т 
св
ой
ст
во

 и
нт
ег
ра
ла

 о
т 
но
рм

ал
ьн
ой

 п
ро
из

-
во
дн
ой

 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ии

: 
Т
ео
ре
м
а 

12
. 
Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺ ݖ
ሻ  
га
рм

он
ич
на

 в
 о
дн
ос
вя
зн
ой

 о
бл
ас
ти

 
D

 и
 н
еп
ре
ры

вн
а 
вм
ес
те

 с
о 
св
ои
м
и 
ча
ст
ны

м
и 
пр
ои
зв
од
ны

м
и 
в 
ഥܦ

, т
о 

 

׬
డ
௨

డ
௡
ݏ݀

ൌ
0

С
, 

гд
е 
С

 –
 г
ра
ни
ца

 о
бл
ас
ти

 D
 и

 డ డ
௡

 о
бо
зн
ач
ае
т 
пр
ои
зв
од
ну
ю

 в
 н
ап
ра
вл
ен
ие

 

но
рм

ал
и 
к 

C
, а

 d
s 

– 
ди
ф
ф
ер
ен
ци
ал

 д
уг
и.

 
Р
ас
см
от
ри
м

 в
оп
ро
сы

 о
б 
ос
об
ы
х 
то
чк
ах

, т
ео
ре
м
ах

 е
ди
нс
тв
ен
но
ст
и 
и 

ан
ал
ит
ич
ес
ко
м

 п
ро
до
лж

ен
ии

 г
ар
м
он
ич
ес
ки
х 
ф
ун
кц
ий

. 
Н
ач
не
м

 с
 и
зу
че
ни
я 

по
ве
де
ни
я 
од
но
зн
ач
но
й 
га
рм

он
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ии

 u
(z

) 
в 
ок
ре
ст
но
ст
и 
ее

 и
зо

-
ли
ро
ва
нн
ой

 о
со
бо
й 
то
чк
и.

 П
ус
ть

 ф
ун
кц
ия

 u
(z

) 
од
но
зн
ач
на

 и
 г
ар
м
он
ич
на

 в
 

ок
ре
ст
но
ст
и 
0
൏
| ݖ
െ
ܽ|
൏
ܴ

 т
оч
ки

 а
. 
О
бо
зн
ач
им

 ч
ер
ез

 Г
 ц
ик
ли
че
ск
ую

 п
о-

ст
оя
нн
ую

 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ии

 v
 (

z)
, с
оп
ря
ж
ен
но
й 
с 

u(
z)

 в
 э
то
й 
ок
ре
ст

-
но
ст
и.

 Т
ак

 к
ак

 п
ри
ра
щ
ен
ие

 л
ю
бо
й 
ве
тв
и 
ф
ун
кц
ии

 i
v(

z)
 п
ри

 о
бх
од
е 
в 
по
ло

-
ж
ит
ел
ьн
ом

 н
ап
ра
вл
ен
ии

 з
ам
кн
ут
ог
о 
ко
нт
ур
а,

 о
кр
уж

аю
щ
ег
о 
то
чк
у 
а,

 р
ав
но

 
iГ

, 
а 
пр
ир
ащ

ен
ие

 п
ри

 т
ом

 ж
е 
об
хо
де

 л
ю
бо
й 
ве
тв
и 

L
n(

z 
– 
а)

 р
ав
но

 2
ߨ
݅,

 т
о 

ф
ун
кц
ия

  

݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݑ
ሺ ݖ
ሻ
൅
ݒ݅
ሺ ݖ
ሻ
െ

Г ߨ2
݊ܮ
ሺݖ
െ
ܽሻ

 

бу
де
т 
в 
на
ш
ей

 о
кр
ес
тн
ос
ти

 р
ас
па
да
ть
ся

 н
а 
со
во
ку
пн
ос
ть

 о
дн
оз
на
чн
ы
х 
ан
а-

ли
ти
че
ск
их

 ф
ун
кц
ий

, з
на
че
ни
я 
ко
то
ры

х 
в 
лю

бо
й 
ф
ик
си
ро
ва
нн
ой

 т
оч
ке

 о
т-

ли
ча
ю
тс
я 
др
уг

 о
т 
др
уг
а 
на

 ц
ел
ое

 к
ра
тн
ое

 iГ
. П

оэ
то
м
у 
ф
ун
кц
ия

  

݁మ
ഏ Г
ሺ௨
ା
௜௩
ሻ
ൌ
ሺ ݖ
െ
ܽሻ
݁మ

ഏ Г
௙
ሺ ௭
ሻ
ൌ
݃
ሺݖ
ሻ 

яв
ля
ет
ся

 о
дн
оз
на
чн
ой

 а
на
ли
ти
че
ск
ой

, и
 м
ы

 п
ол
уч
ае
м

 п
ре
дс
та
вл
ен
ие

 о
дн
о-

зн
ач
но
й 
га
рм

он
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ии

 u
 в

 о
кр
ес
тн
ос
ти

 и
зо
ли
ро
ва
нн
ой

 о
со
бо
й 

то
чк
и 
а:

  
ݑ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ

г ଶగ
݈݊
| ݃
ሺݖ
ሻ|

. 
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4.
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П
ереходя к общ

ем
у случаю

, предполож
им

, что дуга	ߛ	задана парам
ет-

рическим
 уравнением

 z =
 z(t), где z(t) – аналитическая на отрезке ሺߙ

ߚ,
ሻдей-

ствительной оси ф
ункция и ݖ

ᇱሺݐሻ
്
0. П

о условию
 ф
ункция ݑ

൫ݖ ሺݐ ሻ൯
ൌ
ܷ
ሺݐሻ 

такж
е аналитична на этом

 отрезке. П
родолж

им
 ф
ункцию

 z =
 z(t) в ком

плекс-
ную

 область значений t, содерж
ащ

ую
 отрезок ሺߙ

ߚ,
ሻ; ком

плексны
е значе-

ния t м
ы

 обозначим
 через ߞ, а полученное продолж

ение −
 через z =

 z (ߞ). 
Ф
ункция ݑ

ሼݖሺߞሻ ሽ
ൌ
ܷ
ሺߞሻ гарм

онична с одной стороны
 отрезка ሺߙ

ߚ,
ሻ и на 

сам
ом

 отрезке, где ߞ
ൌ
приним ,ݐ

ает аналитические значения U
(t). С

ледо-
вательно, по доказанном

у частном
у случаю

 ܷ
ሺߞሻ продолж

ается через отре-
зок ሺߙ

ߚ,
ሻ и, возвращ

аясь к перем
енной

4 z, м
ы

 получим
 аналитическое про-

долж
ение ф

ункции ݑ
ሺݖሻ через кривую

Т .ߛ 
еорем

а доказана.  
В

 заклю
чение отм

етим
, что при заданны

х областях D
l  и D

2  и задан-
ном

 общ
ем

 участке ߛ их границы
 аналитическое продолж

ение гарм
ониче-

ской ф
ункции ݑ

ଵ ሺݖሻ через  ߛ в D
2  определяется единственны

м
 образом

. Э
то 

следует из теор
ем
ы

 4, прим
ененной к областям

 D
0  =

 D
1  и D

 =
 D

1  +
+ ߛ 

 D
2 .  

 4.2. Задач
а Д

и
р
и
хл
е 

 С
овокупность гарм

онических ф
ункций – это совокупность всех ре-

ш
ений уравнения Л

апласа  డ
మ௨

డ
௫
మ
൅

డ
మ௨

డ
௬
మ
ൌ
0, которое является одним

 из про-

стейш
их диф

ф
еренциальны

х уравнений с частны
м
и производны

м
и второго 

порядка. П
одобно том

у как в случае обы
кновенны

х диф
ф
еренциальны

х 
уравнений для вы

деления одного определенного реш
ения задаю

т дополни-
тельны

е 
условия, 

так 
и 

для 
полного 

определения 
реш

ения 
уравнения 

Л
апласа требую

тся дополнительны
е условия. Д

ля уравнения Л
апласа они 

ф
орм

улирую
тся в виде так назы

ваем
ы
х краевы

х условий, т.е. заданны
х со-

отнош
ений, которы

м
 долж

но удовлетворять иском
ое реш

ение на границе 
области.  

П
ростейш

ее из таких условий сводится к заданию
 значений иском

ой 
гарм

онической ф
ункции в каж

дой точке границы
 области. Т

аким
 образом

, 
м
ы

 приходим
 к первой краевой задаче или  задаче Д

и
ри
хле.  

Н
айт

и гарм
оническую

 в област
и D

 и непреры
вную

 в ܦ ഥ
 ф
ункцию

 
ݑ
ሺݖሻ, кот

орая на границе D
 приним

ает
 заданны

е непреры
вны

е  значения 
ݑ
ሺߞሻ.  В

 задаче Д
ирихле приводится, наприм

ер, оты
скание тем

пературы
 

теплового поля или потенциала электростатического поля в некоторой об-

                                                       
4 Д

ля того чтобы
 перейти к перем

енной z, надо в ܷ
	ሺߞሻ подставнть	ߞ

ൌ
– ሻݖሺߞ ሻ, гдеݖሺߞ

ф
ункция, обратная ݖሺߞሻ. Ф

ункция ߞ ሺݖ ሻоднозначна и аналитична в некоторой окрестно-
сти ߛ, ибо на ሺߙ

ߚ,
ሻ по условию

ݖ 
ᇱሺݐሻ

്
0. 
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Д
окаж

ем
 единственность реш

ения задачи Н
ейм

ана. Зам
етим

, преж
де 

всего, 
что 

с 
пом

ощ
ью

 
вспом

огательного 
конф

орм
ного 

отображ
ения 

ൌ	ݖ
	݂ሺݖ

ଵ ሻ верхней полуплоскости I݉
ݖ	
ଵ
൐
0

 на область ܦ
 задача Н

ейм
ана 

для ܦ
 сводится к такой ж

е задаче для верхней полуплоскости. В
 сам

ом
 де-

ле, пусть ݑ
ሺݖሻ – реш

ение задачи Н
ейм

ана для области ܦ
 с заданной гра-

ничной ф
ункцией ݃

	ሺߞሻ. Ф
ункция  
ݑ
ଵ ሺݖ

ଵ ሻ
ൌ
ݑ
ሾ݂ሺݖ

ଵ ሻሿ 
гарм

онична в верхней полуплоскости. Т
ак как при конф

орм
ном

 отображ
е-

нии направление внутренней норм
али к С

 переходит в направление поло-
ж
ительной оси ݕ

ଵ
ൌ
݉ܫ
ݖ	
ଵ  (всю

ду, кром
е угловы

х точек контура С
, кото-

ры
х по наш

ем
у обы

чном
у предполож

ению
 конечное число) и отнош

ение 
элем

ента длины
 норм

али ݀݊
 к соответствую

щ
ем
у элем

енту ݀
ݕ
ଵ  равно рас-

тяж
ению

 отображ
ения, т.е. равно |݂

ᇱሺݔ
ଵ ሻ |, то на оси ݔ

ଵ
ൌ
ܴ
ݖ݁

ଵ  им
еем

:  
డ
௨
భ

డ
௬
భ
ൌ
ቂ డ
௨

డ
௡ ቃ௙

ሺ௫
భ ሻ ∙ |݂

ᇱሺݔ
ଵ ሻ|

ൌ
݃
ሾ݂ ሺݔ

ଵ ሻሿ∙ |݂
ᇱሺݔ

ଵ ሻ|
ൌ
݃
ଵ ሺݔ

ଵ ሻ. 

Ф
ункция ݃

ଵ ሺݔ
ଵ ሻ непреры

вна на оси ݔ
ଵ , всю

ду, кром
е конечного чис-

ла точек, соответствую
щ
их угловы

м
 точкам

 кривой С
, и конечного числа 

точек разры
ва ф

ункции ݃
ሾ݂ ሺݔ

ଵ ሻሿ; она вполне определяется конф
орм

ны
м

 
отображ

ением
 и заданной граничной ф

ункцией. Е
сли теперь, не зная u ሺݖሻ, 

реш
ить задачу Н

ейм
ана для верхней полуплоскости ݉ܫ

ݖ
ଵ
൐
0 и граничной 

ф
ункции ݃

ଵ ሺݔ
ଵ ሻ

, 
то 

очевидно ݑ
ଵ ሾ߮

ሺݖሻሿ
, 
где ݖ

ଵ
ൌ
߮
ሺݖ ሻ	– 

отображ
ение,  

обратное к		ݖ
ൌ
݂ ሺݖ

ଵ ሻ, будет являться реш
ением

 задачи Н
ейм

ана для обла-
сти ܦ

.  П
риведенное рассуж

дение показы
вает, что при доказательстве един-

ственности реш
ения задачи Н

ейм
ана м

ож
но ограничиться случаем

, когда 
область ܦ

 представляет собой полуплоскость. П
редполож

им
, что им

ею
тся 

два 
реш

ения 
задачи 

Н
ейм

ана 
ݑ
ଵ ሺݖሻ

 и 
 
ݑ
ଶ ሺݖሻ

; 
тогда 

их 
разность 

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
ଵ ሺݖ ሻ

െ
ݑ
ଶ ሺݖሻ

 будет 
гарм

онической 
в 

верхней 
полуплоскости 

ф
ункцией, причем

 на оси ݔ
 ее норм

альная производная డ
௨

డ
௬
ൌ
0 и в некото-

рой 
точке ݖ

଴
 будет ݑ

ሺݖ
଴ ሻ
ൌ
0

. 
Ф
ункция డ

௨

డ
௬

 гарм
онична 

и 
ограничена 

в 

верхней полуплоскости и равна нулю
 на оси ݔ

, т. е. реш
ает для верхней 

полуплоскости и нулевы
х граничны

х значений задачу Д
ирихле. Т

ак как 

эту ж
е задачу реш

ает ф
ункция, тож

дественно равная нулю
, то డ

௨

డ
௬
≡
0. Н

о 

тогда ݑ
ሺݖሻ

 долж
на 

бы
ть 

постоянной 
и 

равной 
нулю

 
в 

силу 
условия 

ݑ
ሺݖ
଴ ሻ
ൌ
0. Е

динственность реш
ения задачи Н

ейм
ана доказана.  

В
 дополнительном

 предполож
ении непреры

вности частны
х произ-

водны
х в ܦ ഥ

 реш
ение задачи Н

ейм
ана сводит

ся к реш
ению

 задачи Д
ирихле 

для сопряж
енной гарм

онической ф
ункции.  
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П
о 
за
ко
ну

 К
ул
он
а 
ве
ли
чи
на

 э
ле
м
ен
та
рн
ой

 н
ап
ря
ж
ен
но
ст
и 

dE
 п
ол
я 

то
че
чн
ог
о 
за
ря
да

 q
dh

, р
ас
по
ло
ж
ен
но
го

 н
а 
вы

со
те

 h
, р
ав
на

 

2
2

2
h

r

qd
h

M
P

qd
h

d





E
, 

гд
е 

z
y

x
O

P
r







2
2

 –
 р
ас
ст
оя
ни
е 
то
чк
и 
Р

 д
о 
на
ча
ла

 к
оо
рд
ин
ат

. 
Т
ак

 

ка
к 
ве
кт
ор

 Е
 л
еж

ит
 в

 п
ло
ск
ос
ти

 S
0,

 т
о 
ег
о 
ве
ли
чи
на

 р
ав
на

 с
ум

м
е 
пр
ое
кц
ий

 
на

 S
0 
эл
ем
ен
та
рн
ы
х 
на
пр
яж

ен
но
ст
ей

 d
E

:  


 





dh
h

rq
d

2
2co

s
co

s



E

E
, 

гд
е 
 

– 
уг
ол

 м
еж

ду
 в
ек
то
ро
м

 d
E

 и
 п
ло
ск
ос
ть
ю

 S
0.

 И
з 
пр
ям
оу
го
ль
но
го

 т
ре

-

уг
ол
ьн
ик
а 
М
О
Р

 и
м
ее
м

 


tgr
h


 и
22

2
2

co
s

1

r
h

r





, с
ле
до
ва
те
ль
но

, 

rq
d

r

q
2

co
s

2 2



 




 
E

. 
 

 
 

 
(5

.1
) 

Т
ак

 к
ак

 в
ек
то
р 
Е

 н
ап
ра
вл
ен

 п
о 
ве
кт
ор
у 

z


O
P

, 
а 
ед
ин
ич
ны

й 
ве
кт
ор

 

эт
ог
о 
на
пр
ав
ле
ни
я 
ра
ве
н 

zz
, т
о 

2
2

2
2

2

2
2

2
2

y
x

qy
i

y
x

qx
q

rq











z

z

zz
E

. 

Р
ас
см
ат
ри
ва
ем
ое

 
эл
ек
тр
ос
та
ти
че
ск
ое

 
по
ле

 
вп
ол
не

 
оп
ре
де
ля
ет
ся

 
ра
сп
ре
де
ле
ни
ем

 
ве
кт
ор
ов

 Е
 в

 п
ло
ск
ос
ти

 S
0.

 П
оэ
то
м
у 
в 
да
ль

-
не
йш

ем
 б
уд
ем

 р
ас
см
ат
ри
ва
ть

 п
ло
ск
ое

 п
ол
е 

то
че
чн
ог
о 
за
ря
да

 в
ел
ич
ин
ы

 q
, 
по
др
аз
ум

ев
ая

 
пр
и 
эт
ом

, 
чт
о 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ет
ся

 п
ло
ск
оп
ар
ал

-
ле
ль
но
е 
по
ле

 р
ав
но
м
ер
но

 з
ар
яж

ен
но
й 
пр
я-

м
ой

 L
. 
В
ел
ич
ин
а 

q 
оз
на
ча
ет

 л
ин
ей
ну
ю

 п
ло
т-

но
ст
ь 
за
ря
да

, 
т.
е.

 з
ар
яд

 к
ус
ка

 L
 в
ы
со
ты

 l
. 

С
ил
ов
ы
е 
ли
ни
и 
та
ко
го

 п
ол
я 

(л
ин
ии

, к
от
ор
ы
е 

в 
ка
ж
до
й 
св
ое
й 
то
чк
е 
ка
са
ю
тс
я 
ве
кт
ор
а 
по
ля

, 
пр
ох
од
ящ

ег
о 
че
ре
з 
эт
у 
то
чк
у)

 о
бр
аз
ую

т 
пу

-
чо
к 
пр
ям
ы
х 
с 
це
нт
ро
м

 в
 н
ач
ал
е 
ко
ор
ди
на
т 

(р
ис

. 5
.3

).
  

Д
ля

 п
ол
ож

ит
ел
ьн
ог
о 
за
ря
да

 q
 в
ек
то
ры

 Е
 н
ап
ра
вл
ен
ы

 о
т 
на
ча
ла

 к
оо
р-

ди
на
т,

 д
ля

 о
тр
иц
ат
ел
ьн
ог
о 
за
ря
да

 q
 –

 к
 н
ач
ал
у.

 
Ф
ор
м
ул
а 

(5
.1

) 
по
ка
зы
ва
ет

, 
чт
о 
ве
ли
чи
на

 н
ап
ря
ж
ен
но
ст
и 
пл
ос
ко
го

 
по
ля

 т
оч
еч
но
го

 з
ар
яд
а 
об
ра
тн
о 
пр
оп
ор
ци
он
ал
ьн
а 
ра
сс
то
ян
ию

 т
оч
ки

 о
т 
за

-

Р
и
с.

 5
.3
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М
ы

 н
е 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ем

 о
со
бы

е 
то
чк
и 
м
но
го
зн
ач
но
го

 х
ар
ак
те
ра

 (
пр
и-

м
ер
ом

 т
ак
ой

 т
оч
ки

 я
вл
яе
тс
я 
то
чк
а 

z 
=

 0
 д
ля

 ф
ун
кц
ии

ݑ 
ൌ
ܣ
ܿݎ
݃ݐ

௬ ௫
),

 а
 т
ак
ж
е 

не
из
ол
ир
ов
ан
ны

е 
ос
об
ы
е 
то
чк
и.

  
П
ер
ей
де
м

 к
 в
оп
ро
су

 о
 т
ео
ре
м
ах

 е
ди
нс
тв
ен
но
ст
и 
дл
я 
га
рм

он
ич
ес
ки
х 

ф
ун
кц
ий

. 
В
ну
тр
ен
ня
я 

те
ор
ем
а 

ед
ин
ст
ве
нн
ос
ти

 
те
ор
ии

 
ан
ал
ит
ич
ес
ки
х 

ф
ун
кц
ий

 н
е 
пе
ре
но
си
тс
я 
по
лн
ос
ть
ю

 н
а 
га
рм

он
ич
ес
ки
е 
ф
ун
кц
ии

, 
иб
о 
га
р-

м
он
ич
ес
ки
е 
ф
ун
кц
ии

, с
ов
па
да
ю
щ
ие

 н
а 
ли
ни
ях

, в
ов
се

 н
е 
об
яз
ан
ы

 с
ов
па
да
ть

 
в 
об
ла
ст
и.

 
Д
ей
ст
ви
те
ль
но

, 
га
рм

он
ич
ес
ки
е 
ф
ун
кц
ии

 
пр
ин
им

аю
т 
ка
ж
до
е 

св
ое

 з
на
че
ни
е 
на

 н
ек
от
ор
ы
х 
ли
ни
ях

 (
ли
ни
ях

 у
ро
вн
я)

 и
, 
сл
ед
ов
ат
ел
ьн
о,

 
со
вп
ад
аю

т 
с 
по
ст
оя
нн
ы
м
и 
на

 л
ин
ия
х,

 н
е 
бу
ду
чи

 п
ос
то
ян
ны

м
и 
в 
об
ла
ст
и.

  
Т
ео
ре
м
а 

4.
 Е
сл
и 
дв
е 
ф
ун
кц
ии

, 
га
рм

он
ич
ес
ки
е 
в 
об
ла
ст
и 

D
, 
со
вп
ад
а-

ю
т 
в 
ка
ко
й-
ли
бо

 о
бл
ас
ти

 D
o,

 л
еж

ащ
ей

 в
 D

, т
о 
он
и 
со
вп
ад
аю

т 
и 
во

 в
се
й 
об

-
ла
ст
и 

D
.  

Г
ра
ни
чн
ая

 т
ео
ре
м
а 
ед
ин
ст
ве
нн
ос
ти

 т
ео
ри
и 
ан
ал
ит
ич
ес
ки
х 
ф
ун
кц
ий

, 
вы

ра
ж
аю

щ
ая

, ч
то

 ф
ун
кц
ия

, а
на
ли
ти
че
ск
ая

 в
 о
бл
ас
ти

, о
пр
ед
ел
яе
тс
я 
св
ои
м
и 

зн
ач
ен
ия
м
и 
на

 г
ра
ни
це

, 
пе
ре
но
си
тс
я 
на

 г
ар
м
он
ич
ес
ки
е 
ф
ун
кц
ии

. 
Д
ля

 г
ар

-
м
он
ич
ес
ки
х 
ф
ун
кц
ий

 э
та

 т
ео
ре
м
а 
яв
ля
ет
ся

 н
еп
ос
ре
дс
тв
ен
ны

м
 с
ле
дс
тв
ие
м

 
пр
ин
ци
па

 э
кс
тр
ем
ум

а.
 Ч
то
бы

 п
ол
уч
ит
ь 
ее

 в
 д
ос
та
то
чн
о 
об
щ
их

 д
ля

 п
ра
кт
и-

ки
 п
ре
дл
ож

ен
ия
х,

 м
ы

 п
ре
дв
ар
ит
ел
ьн
о 
до
ка
ж
ем

 о
бо
бщ

ен
ны

й 
пр
ин
ци
п 
эк
с-

тр
ем
ум

а.
 

Т
ео
ре
м
а 

5.
 Е
сл
и 
га
рм

он
ич
ес
ка
я 
и 
ог
ра
ни
че
нн
ая

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 ф
ун
кц
ия

 
u(

z)
 
пр
ин
им

ае
т

2
 н
а 
гр
ан
иц
е 
С

 
эт
ой

 
об
ла
ст
и 

зн
ач
ен
ия

ݑ 
ሺߞ
ሻ

, 
ку
со
чн
о-

не
пр
ер
ы
вн
ы
е 
с 
ко
не
чн
ы
м

 ч
ис
ло
м

 т
оч
ек

 р
аз
ры

ва
 п
ер
во
го

 р
од
а,

 т
о 
зн
ач
ен
ия

 
u(

z)
 в
ну
тр
и 

D
 з
ак
лю

че
ны

 м
еж

ду
 м
ак
си
м
ал
ьн
ы
м

 и
 м
ин
им

ал
ьн
ы
м

 е
е 
гр
а-

ни
чн
ы
м
и 
зн
ач
ен
ия
м
и 

(з
на
че
ни
я 

ݑ 
ሺ ߞ
ሻ  
в 
то
чк
ах

 р
аз
ры

ва
 н
е 
уч
ит
ы
ва
ю
тс
я)

.  
П
ус
ть

ܯ 
ൌ
su
p
ݑ
ሺߞ
ሻ 
на

 С
, 
а 
ߞ ଵ
ߞ,
ଶ
,⋯

	,
ߞ ௡

 –
 т
оч
ки

 р
аз
ры

ва
ݑ 
ሺߞ
ሻ 
и 
ߜ

 –
 

ди
ам
ет
р 
об
ла
ст
и 

D
, 
т.
е.

 м
ак
си
м
ум

 р
ас
ст
оя
ни
я 
м
еж

ду
 д
ву
м
я 
то
чк
ам
и 
из

 D
. 

За
ф
ик
си
ру
ем

 п
ро
из
во
ль
но
е 
по
ло
ж
ит
ел
ьн
ое

 ч
ис
ло

ߝ 
 и

 р
ас
см
от
ри
м

 ф
ун
к-

ци
ю

  

ܷ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
ܯ
൅
ߝ
∑

݈݊
ఋ

| ௭
ି
఍ ೖ
|

௡ ௞
ୀ
ଵ

.		
			
			
		 

 
 

(4
.8

) 

Ф
ун
кц
ия

 (
4.

8)
, о
че
ви
дн
о,

 г
ар
м
он
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
, в
ез
де

 б
ол
ьш

е 
М

 и
 

не
пр
ер
ы
вн
а 
в 
ഥܦ

 в
сю

ду
, 
кр
ом

е 
то
че
к 
ߞ ௞

, 
пр
и 
пр
иб
ли
ж
ен
ии

 к
 к
от
ор
ы
м

 о
на

 
ст
ре
м
ит
ся

 к
 ൅
∞

. 
И
з 
ка
ж
до
й 
то
чк
и 
ߞ ௞

, 
ка
к 
из

 ц
ен
тр
а,

 о
пи
ш
ем

 к
ру
г 
до
ст
а-

то
чн
о 
м
ал
ог
о 
ра
ди
ус
а 

r 
и 
об
оз
на
чи
м

 ч
ер
ез

 D
r 
об
ла
ст
ь,

 п
ол
уч
ае
м
ую

 и
з 
об

-
ла
ст
и 

D
 у
да
ле
ни
ем

 в
се
х 
та
ки
х 
кр
уг
ов

.  
Ф
ун
кц
ия

 U
(z

) 
– 

u(
z)

 н
ео
тр
иц
ат
ел
ьн
а 
на

 о
бщ

ей
 ч
ас
ти

 г
ра
ни
ц 

D
 и

 D
r, 
а 

пр
и 
до
ст
ат
оч
но

 м
ал
ы
х 

r 
и 
на

 о
кр
уж

но
ст
ях

 | ݖ
െ
ߞ ௞
|
ൌ
ݎ ,

 и
бо

 ф
ун
кц
ия

 u
(z

) 

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
 

2
 Г
ов
ор
ят

, 
чт
о 
ф
ун
кц
ия

 u
(z

),
 о
пр
ед
ел
ен
на
я 
в 
об
ла
ст
и 

D
, 
пp
ин
им

ае
т 

 з
на
че
ни
е 
ݑ
ሺߞ
ሻ 
в 

гр
ан
ич
но
й 

то
чк
е 
ߞ

 э
то
й 

об
ла
ст
и,

 
ес
ли

 
пр
и 
ݖ
→
ߞ

 п
о 

то
чк
ам

 
об
ла
ст
и 

су
щ
ес
тв
уе
т 

lim
௭→

఍
ݑ
ሺݖ
ሻ
ൌ
ݑ
ሺߞ
ሻ.
 



70 
  по условию

 ограничена, а при ݎ
→
0 значения U

(z) на окруж
ностях неогра-

ниченно возрастаю
т. О

тсю
да на основании обы

чного принципа экстрем
у-

м
а заклю

чаем
, что в лю

бой точке из D
r , а следовательно, и в лю

бой точке 
из D

3, ф
ункция U

(z)-u(z) не отрицательна. Н
о так как при ф

иксированном
 z 

и ߝ
→
0 ф

ункция ܷ
ሺݖሻ

→
ܯ

, то отсю
да вы

текает, что в лю
бой точке D

 им
е-

ем
ݑ| 
ሺݖሻ |

൑
ܯ

. Н
о ф

ункция u(z) не м
ож

ет приним
ать внутри D

 значения, 
равного ее м

аксим
альном

у значению
 М

, следовательно, всю
ду в D

 им
еет 

м
есто строгое неравенство u(z) <

 М
. А

налогично доказы
вается, что всю

ду 
в D

 справедливо неравенство u(z) >
 m

, где ݉
ൌ
infݑ

ሺߞሻ на С
.  

Зам
ечание. Д

ля неограниченны
х ф

ункций u(z) теорем
а не им

еет м
е-

ста. Н
априм

ер, ф
ункция  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
௫
మା

௬
మି
ଶ௫

௫
మା
௬
మ

ൌ
ܴ
݁	ቀ1

െ
ଶ௭ ቁ 

 
 

 
(4.9) 

гарм
онична в круге х

2 +
 у

2<
 2х, равна нулю

 всю
ду на окруж

ности этого 
круга, кром

е точки z =
 0, и тем

 не м
енее внутри круга отлична от нуля.  

Т
еперь легко доказы

вается граничная теорем
а единственности, о ко-

торой м
ы

 говорили вы
ш
е. 

Т
еорем

а 6. П
усть на границе С

 области D
 задана ф

ункция ݑ
ሺߞ ሻ ку-

сочно-непреры
вная 

с 
конечны

м
 
числом

 
точек 

разры
ва 

первого 
рода 

ଵߞ ߞ,
ଶ ,⋯

ߞ,	
௡  . С

ущ
ествует не более одной ф

ункции u(z), гарм
онической и 

ограниченной в области D
, которая в точках ߞ

്
ߞ
௞  границы

 приним
ает за-

данны
е значения u(  .(ߞ
В

 сам
ом

 деле, пусть сущ
ествую

т две ф
ункции ݑ

ଵ ሺݖሻ и ݑ
ଶ ሺݖሻ, удовле-

творяю
щ
ие условиям

 теорем
ы

. И
х разность  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
ଵ ሺݖ ሻ

െ
ݑ
ଶ ሺݖሻ 

гарм
онична в области D

, ограничена и приним
ает значения, равны

е нулю
 

во всех граничны
х точках ߞ

്
ߞ
௞ . П

о теор
ем
е 5 все значения ݑ

ሺݖ ሻ внутри 
D

 заклю
чены

 м
еж

ду м
аксим

альны
м

 и м
иним

альны
м

 ее значением
 в точках 

ߞ
്
ߞ
௞ , т.е. равны

 нулю
. Т
еорем

а доказана.  
Зам

етим
, что в теор

ем
е 6 область D

 м
ож

ет содерж
ать бесконечно 

удаленную
 точку внутри или на границе. Д

ля неограниченны
х  ф

ункций 
теорем

а, конечно, неверна. Н
априм

ер, в случае круга  х
2 +

 у
2<

 2х  и нуле-
вы

х (всю
ду, кром

е z =
 0) граничны

х значений сущ
ествую

т две гарм
ониче-

ские ф
ункции, приним

аю
щ
ие заданны

е значения, −
 ф
ункция (4.9) и ݑ

≡
0.  

В
 заклю

чение вы
ясним

 вопрос об аналитическом
 продолж

ении гар-
м
онических ф

ункций. П
ринцип непреры

вного продолж
ения не переносит-

ся на гарм
онические ф

ункции. Н
априм

ер, пусть ݑ
ଵ ሺݖ ሻ

ൌ
ݕ

 в верхнем
 еди-

ничном
 полукруге, ݑ

ଶ ሺݖሻ
≡
0

 в ниж
нем

; тогда  ݑ
ଵ
ൌ
ݑ
ଶ  на отрезке (-1,1), 

однако ф
ункция ݑ

ሺݖሻ, равная ݑ
ଵ в верхнем

 полукруге и ݑ
ଶ  в ниж

нем
, не яв-

                                                       
3 Д

ействительно, лю
бая точка z области D

 принадлеж
ит некоторой области D

, при до-
статочно м

алом
 r.  
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М
ы

 ограничим
ся рассм

отрением
 стационарны

х полей, т.е. предпо-
лож

им
, что векторы

 поля не м
еняю

тся с течением
 врем

ени и зависят лиш
ь 

от координат точек поля.  
Э
то ограничение позволяет задавать и изучать поля с пом

ощ
ью

 трех 
скалярны

х ф
ункций. Д

алее м
ы

 предполож
им

, что рассм
атриваем

ы
е поля 

плоскопараллельны
. Э

то означает, что все 
векторы

 поля параллельны
 некоторой од-

ной плоскости S, причем
 во всех точках, 

располож
енны

х 
на 

лю
бой 

прям
ой, 

пер-
пендикулярной к S, векторы

 поля одина-
ковы

 по величине и направлению
. Т

акое 
поле 

полностью
 
определяется 

плоским
 

полем
 векторов в лю

бой плоскости S
0 , па-

раллельной 
S 

(рис. 
5.1). 

Д
ля 

описания 
плоскопараллельны

х стационарны
х полей 

достаточно 
двух 

скалярны
х 

ф
ункций 

(двух ком
понент вектора плоского поля) 

от двух аргум
ентов (двух координат точ-

ки на плоскости). К
ом

поненты
 вектора А

 
по осям

 х и у м
ы

 будем
 обозначать через А

х  и А
у , так что 

y
x

iA
A




A
. 

 5.2. П
р
и
м
ер
ы

 п
л
оск

и
х п

ол
ей

 
 П
ри
м
ер 1. Р

ассм
отрим

 электрическое поле равном
ерно заряж

енной 
прям

ой L
. Э

то поле, очевидно, плоскопараллельно, и в качестве S
0  м

ож
но 

принять лю
бую

 плоскость, перпен-
дикулярную

 к L
. О

бозначим
 через q 

линейную
 плотность заряда на пря-

м
ой L

 (т.е. величину заряда, рассчи-
танную

 
на 

единицу 
длины

 
L

) 
и 

найдем
 
вы

раж
ение 

для 
вектора 

Е
 

напряж
енности наш

его поля в про-
извольной 

точке 
Р

 
плоскости 

S
0 . 

Д
ля 

подсчета 
подберем

 
прям

о-
угольную

 декартову систем
у коор-

динат (х, у, h), как на рис. 5.2.  
Н
а 
основании 

известного 
из 

ф
изики принципа суперпозиции м

ы
 

м
ож

ем
 рассм

атривать вектор Е
 как 

векторную
 
сум

м
у 
напряж

енностей 
dE

 элем
ентарны

х зарядов qdh, сосредоточенны
х на элем

ентах dh прям
ой L

.  

Р
и
с. 5.2 

Р
и
с. 5.1 
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Д
ей
ст
ви
те
ль
но

, п
ус
ть

ݒ 
	ሺ
ሻݖ

 –
 г
ар
м
он
ич
ес
ка
я 
ф
ун
кц
ия

, с
оп
ря
ж
ен
на
я 
с 

ݑ
ሺݖ
ሻ.

 В
 с
ил
у 
ус
ло
ви
й 
К
ош

и-
Р
им

ан
а,

 з
ап
ис
ан
ны

х 
в 
то
чк
ах

 к
ри
во
й 
С

 д
ля

 
на
пр
ав
ле
ни
й 	
࢙ 
и 
࢔

, и
м
ее
м

:  
డ
௩ డ
࢙
ൌ

డ
௨

డ
࢔
ൌ
݃
ሺߞ
ሻ.

 

 5.
 П

Р
И
Л
О
Ж
Е
Н
И
Я

 К
 Т
Е
О
Р
И
И

 П
Л
О
С
К
О
Г
О

 П
О
Л
Я

 
  5.

1.
 П
л
ос
к
и
е 
ве
к
то
р
н
ы
е 
п
ол
я 

 П
од

 в
ек
то
рн
ы
м

 п
ол
ем

 п
он
им

аю
т 
ча
ст
ь 
пр
ос
тр
ан
ст
ва

, 
с 
ка
ж
до
й 
то
ч-

ко
й 
ко
то
ро
й 
св
яз
ан
о 
зн
ач
ен
ие

 н
ек
от
ор
ог
о 
ве
кт
ор
а.

 О
со
бы

й 
ин
те
ре
с 
дл
я 
на
с 

бу
ду
т 
пр
ед
ст
ав
ля
ть

 с
ле
ду
ю
щ
ие

 т
ри

 п
ри
м
ер
а 
ве
кт
ор
ны

х 
по
ле
й:

 
1)

 П
ол
е 
ск
ор
ос
те
й 
дв
иж

ен
ия

 ж
ид
ко
ст
и.

 В
 к
аж

ды
й 
м
ом

ен
т 
вр
ем
ен
и 
в 

лю
бо
й 
то
чк
е 
об
ла
ст
и 

D
, 
за
ня
то
й 
дв
иж

ущ
ей
ся

 ж
ид
ко
ст
ью

, 
вп
ол
не

 о
пр
ед
е-

ле
нн
ое

 з
на
че
ни
е 
им

ее
т 
ве
кт
ор

 с
ко
ро
ст
и 

V
 д
ви
ж
ен
ия

 ж
ид
ко
ст
и.

 С
ов
ок
уп

-
но
ст
ь 
вс
ех

 т
оч
ек

 D
 в
м
ес
те

 с
о 
св
яз
ан
ны

м
и 
с 
ни
м
и 
ве
кт
ор
ам
и 

V
 и

 о
бр
аз
уе
т 

на
ш
е 
по
ле

.  
2)

 Э
ле
кт
ро
ст
ат
ич
ес
ки
е 
по
ле

. 
В

 п
ро
ст
ра
нс
тв
е,

 о
кр
уж

аю
щ
ем

 з
ар
яд

, 
де
йс
тв
ую

т 
эл
ек
тр
ич
ес
ки
е 
си
лы

, 
ко
то
ры

е 
об
на
ру
ж
ив
аю

тс
я 
пр
и 
вн
ес
ен
ии

 в
 

по
ле

 «
пр
об
ны

х»
 з
ар
яд
ов

.  
С
ил
а,

 д
ей
ст
ву
ю
щ
ая

 н
а 
ед
ин
ич
ны

й 
пр
об
ны

й 
за
ря
д,

 в
не
се
нн
ы
й 
в 
не
ко

-
то
ру
ю

 т
оч
ку

 п
ро
ст
ра
нс
тв
а,

 н
аз
ы
ва
ет
ся

 н
ап
ря
ж
ен
но
ст
ью

 п
ол
я 
в 
эт
ой

 т
оч
ке

. 
С
ов
ок
уп
но
ст
ь 
то
че
к 
пр
ос
тр
ан
ст
ва

, 
ок
ру
ж
аю

щ
ег
о 
за
ря
д,

 в
м
ес
те

 с
о 
св
яз
ан

-
ны

м
и 
с 
ни
м
и 
ве
кт
ор
ам
и 
Е

 н
ап
ря
ж
ен
но
ст
и 
и 
об
ра
зу
ет

 н
аш

е 
по
ле

. 
3)

 П
ол
е 
ве
кт
ор
а 
по
то
ка

 т
еп
ла

. В
 п
ро
ст
ра
нс
тв
е,

 о
кр
уж

аю
щ
ем

 н
аг
ре
то
е 

те
ло

, 
гд
е 
ра
зл
ич
ны

е 
то
чк
и 
М

 и
м
ею

т 
ра
зл
ич
ны

е 
те
м
пе
ра
ту
ры

 v
(M

),
 п
ро
ис

-
хо
ди
т 
дв
иж

ен
ие

 т
еп
ла

 о
т 
бо
ле
е 
на
гр
ет
ы
х 
ча
ст
ей

 к
 м
ен
ее

 н
аг
ре
ты
м

. 
В
ек
то

-
ро
м

 п
от
ок
а 
те
пл
а 
на
зы
ва
ет
ся

 в
ек
то
р 




M
v

gr
ad

k


Q
, 

гд
е 

k 
– 
ко
эф
ф
иц
ие
нт

 в
ну
тр
ен
не
й 
те
пл
оп
ро
во
дн
ос
ти

. 
В
ек
то
р 

Q
 н
ап
ра
вл
ен

 
по

 н
ор
м
ал
и 
к 
из
от
ер
м
ич
ес
ко
й 
по
ве
рх
но
ст
и 
в 
ст
ор
он
у 
бо
ле
е 
ни
зк
их

 т
ем
пе

-
ра
ту
р 

(т
.е

. в
 т
у 
ст
ор
он
у,

 к
уд
а 
те
че
т 
те
пл
о)

. С
ов
ок
уп
но
ст
ь 
ве
кт
ор
ов

 Q
 и

 о
б-

ра
зу
ет

 р
ас
см
ат
ри
ва
ем
ое

 п
ол
е.

  
Н
аш

и 
да
ль
не
йш

ие
 р
ас
см
от
ре
ни
я 
от
но
ся
тс
я 
к 
ве
кт
ор
ны

м
 п
ол
ям

 п
ро

-
из
во
ль
но
й 
ф
из
ич
ес
ко
й 
пр
ир
од
ы

, 
но

 д
ля

 к
он
кр
ет
но
ст
и 
м
ы

 б
уд
ем

 и
м
ет
ь 
в 

ви
ду

, п
ре
ж
де

 в
се
го

, э
ти

 т
ри

 п
ри
м
ер
а 
по
ле
й.

  
В

 о
бщ

ем
 с
лу
ча
е 
пр
их
од
ит
ся

 р
ас
см
ат
ри
ва
ть

 в
ек
то
рн
ы
е 
по
ля

, 
из
м
ен
я-

ю
щ
ие
ся

 с
 т
еч
ен
ие
м

 в
ре
м
ен
и.

 А
на
ли
ти
че
ск
ое

 з
ад
ан
ие

 т
ак
их

 п
ол
ей

 с
во
ди
тс
я 

к 
за
да
ни
ю

 т
ре
х 
ск
ал
яр
ны

х 
ф
ун
кц
ий

 (
ко
м
по
не
нт

 в
ек
то
ра

 п
ол
я)

 в
 з
ав
ис
им

о-
ст
и 
от

 ч
ет
ы
ре
х 
ск
ал
яр
ны

х 
ар
гу
м
ен
то
в 

(т
ре
х 
ко
ор
ди
на
т 
то
чк
и 
по
ля

 х
, 
у,

 z
 и

 
вр
ем
ен
и 

t)
.  
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 ля
ет
ся

 г
ар
м
он
ич
ес
ко
й,

 и
бо

 в
 т
оч
ка
х 
ди
ам
ет
ра

 у
 =

 0
 о
на

 н
е 
им

ее
т 
пр
ои
зв
од

-
но
й.

 О
дн
ак
о 
пр
ин
ци
пы

 с
им

м
ет
ри
и 
и 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
го

 п
ро
до
лж

ен
ия

 о
ст
аю

т-
ся

 в
 с
ил
е.

 
Т
ео
ре
м
а 

7.
 (
П
ри
нц
ип

 с
им
м
ет
ри
и)

. 
П
ус
ть

 ф
ун
кц
ия

ݑ 
ଵ
ሺݖ
ሻ 
га
рм

он
ич
на

 
в 
об
ла
ст
и 

D
1,

 г
ра
ни
ца

 к
от
ор
ой

 с
од
ер
ж
ит

 о
тр
ез
ок

 ሺ
ߙ
ߚ,
ሻ 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 
ос
и,

 и
 р
ав
на

 н
ул
ю

 н
а 
эт
ом

 о
тр
ез
ке

. Т
ог
да

 ф
ун
кц
ия

  
ݑ ଶ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
െ
ݑ ଵ
ሺ ݖ
̅ሻ  

 
 

 
 

(4
.1

0)
 

га
рм

он
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
2,

 с
им

м
ет
ри
чн
ой

 с
 D

1 
от
но
си
те
ль
но

 д
ей
ст
ви
те
ль

-
но
й 
ос
и,

 и
 д
ае
т 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
е 
пр
од
ол
ж
ен
ие

 ф
ун
кц
ии

ݑ 
ଵ
ሺݖ
ሻ 
в 

D
2.

 
Д
ей
ст
ви
те
ль
но

, г
ар
м
он
ич
но
ст
ь 
ݑ ଶ
ሺݖ
ሻ 
в 
об
ла
ст
и 

D
2 
оч
ев
ид
на

.  
О
на

 с
ле
ду
ет

 и
з 
ус
ло
ви
я 

(4
.1

0)
, з
ап
ис
ан
но
го

 в
 в
ид
е 

ݑ ଶ
ሺ ݔ
ݕ,
ሻ
ൌ
െ
ݑ ଵ
ሺݔ
,െ
ሻݕ

, 
иб
о 
от
сю

да
  

߲
ଶ
ݑ ଶ
ሺݔ
ݕ,
ሻ

ݔ߲
ଶ

ൌ
െ
߲
ଶ
ݑ ଵ
ሺ ݔ
,െ
ሻݕ

ݔ߲
ଶ

;		
			
߲
ଶ
ݑ ଶ
ሺ ݔ
ݕ,
ሻ

ݕ߲
ଶ

ൌ
െ
߲
ଶ
ݑ ଵ
ሺ ݔ
,െ
ሻݕ

ݕ߲
ଶ

. 

О
ст
ае
тс
я 
по
ка
за
ть

, ч
то

 ф
ун
кц
ия

  

ݑ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
ቐ
ݑ ଵ
ሺ ݖ
ሻ 	
в	
ܦ
ଵ
,

0	
	н
аሺ
ߙ
ߚ,
ሻ ,

ݑ ଶ
ሺ ݖ
ሻ 	
в	
ܦ
ଶ

 

га
рм

он
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 =

 D
1 

+
 ሺ
ߙ
ߚ,
ሻ 

+
 D

2.
 Ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݖ
ሻ 
не
пр
ер
ы
вн
а 
в 

D
 

и 
ее

 з
на
че
ни
е 
в 
лю

бо
й 
то
чк
е 

z 
ра
вн
о 
ср
ед
не
м
у 
ар
иф

м
ет
ич
ес
ко
м
у 
зн
ач
ен
ию

 
на

 о
кр
уж

но
ст
и 

 д
ос
та
то
чн
о 
м
ал
ог
о 
ра
ди
ус
а 
с 
це
нт
ро
м

 в
 z

. Д
ля

 т
оч
ек

 о
бл
а-

ст
ей

 D
1 
и 

D
2 
эт
о 
сл
ед
уе
т 
из

 г
ар
м
он
ич
но
ст
и 
ݑ ଵ
ሺݖ
ሻ 
и 
ݑ ଶ
ሺݖ
ሻ,

 а
 д
ля

 т
оч
ек

 о
т-

ре
зк
а 
ሺ ߙ
ߚ,
ሻ ,
		 г
де

ݑ 
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
0,

 −
 и
з 
со
об
ра
ж
ен
ий

 с
им

м
ет
ри
и.

 Н
о 
то
гд
а 
по

 т
ео

-
р
ем
е 

9 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݖ
ሻ 
га
рм

он
ич
на

 в
 D

.  
Т
ео
ре
м
а 

8.
 (
П
ри
нц
ип

 а
на
ли
т
ич
ес
ко
го

 п
ро
до
лж

ен
ия

).
 Е
сл
и 
ф
ун
кц
ия

 
u(

z)
 г
ар
м
он
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
, 
гр
ан
иц
а 
ко
то
ро
й 
со
де
рж

ит
 а
на
ли
ти
че
ск
ую

 
ду
гу

ߛ 
, и

 з
на
че
ни
я	
ݑ
ሺ ݖ
ሻ 	
на

 э
то
й 
ду
ге

 о
бр
аз
ую

т 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ую

 а
на
ли
ти
че

-
ск
ую

 ф
ун
кц
ию

 п
ар
ам
ет
ра

, 
то

ݑ 
ሺݖ
ሻ 
м
ож

но
 а
на
ли
ти
че
ск
и 
пр
од
ол
ж
ит
ь 
че
ре
з 

ду
гу

ߛ 
.  П
ус
ть

 с
на
ча
ла

ߛ 
 п
ре
дс
та
вл
яе
т 
со
бо
й 
от
ре
зо
к 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 о
си

 х
. 

Т
ак

 к
ак

 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݔ
ሻ 
по

 у
сл
ов
ию

 а
на
ли
ти
чн
а 
на

ߛ 
, 
то

 о
на

 
м
ож

ет
 б
ы
ть

 а
на
ли
ти
че
ск
и 
пр
од
ол
ж
ен
а 
в 
ко
м
пл
ек
сн
ую

 о
бл
ас
ть

. О
бо
зн
ач
им

 
эт
о 
пр
од
ол
ж
ен
ие

 ч
ер
ез

 
ଵ݂
ሺݖ
ሻ 

– 
эт
о 

(к
ом

пл
ек
сн
ая

) 
ан
ал
ит
ич
ес
ка
я 
ф
ун
кц
ия

 в
 

ок
ре
ст
но
ст
и 
∆
	 о
тр
ез
ка

 ሺ
ߙ
ߚ,
ሻ 
и 
ее

 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 
ча
ст
ь 
ݑ ଵ
ሺݖ
ሻ 

– 
га
рм

он
ич
е-

ск
ая

 
в 
∆

 
ф
ун
кц
ия

, 
ра
вн
ая

ݑ 
ሺݔ
ሻ

 н
а 
от
ре
зк
е 
ߛ

. 
П
о 
те
ор
ем
е 

7 
ра
зн
ос
ть

 
ݑ
ሺݖ
ሻ
െ
ݑ ଵ
ሺݖ
ሻ 
м
ож

но
 а
на
ли
ти
че
ск
и 
пр
од
ол
ж
ит
ь 
за

 о
тр
ез
ок

 и
м
ен
но

 в
 о
б-

ла
ст
ь,

 с
им

м
ет
ри
чн
ую

 с
 п
ер
ес
еч
ен
ие
м

 о
бл
ас
те
й 

D
 и

 ∆
	о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
от
ре
зк
а 

.ߛ
 Т
ак

 к
ак

  
ݑ ଵ
ሺݖ
ሻ 
уж

е 
оп
ре
де
ле
на

 в
 э
то
й 
об
ла
ст
и,

 т
о 
та
ко
е 
пр
од
ол
ж
ен
ие

 
да
ст

 и
 а
на
ли
ти
че
ск
ое

 п
ро
до
лж

ен
ие

 ф
ун
кц
ии

ݑ 
ሺݖ
ሻ 
в 
ту

 ж
е 
об
ла
ст
ь.

 Д
ля

 
на
ш
ег
о 
ча
ст
но
го

 с
лу
ча
я 
те
ор
ем
а 
до
ка
за
на

.  



76 
 

ቮ
ߨ12

න
ሼݑ
ሺߞ ሻ

െ
ݑ
ሺߞ
଴ ሻሽ

|௧ି
௧బ |ழ

ଶఋ

ܷ
ሺߞ,ݖ ሻ݀ݐቮ

൏
 

൏
ఌଶగ
׬

ܷ
ሺߞ,ݖ ሻ݀ݐ

൏
|௧ି

௧బ |ழ
ଶఋ

ఌଶగ
׬

ܷ
ሺߞ,ݖ ሻ݀ݐ

ൌ
.ߝ

ଶగ
଴

 
 

(4.15) 

Т
еперь предполож

им
, что |߮

െ
଴ݐ |

൏
ߜ

, тогда для всех значений t из 
интервала |ݐ

െ
଴ݐ |

൐
ߜ2

 будем
 
им

еть |߮
െ
ݐ |
൐
ߜ

 и 
в 

силу 
условия 

3) 
найдется такое число ߩ

൏
1, что для этих t и ݎ

൐
1
െ
ߩ

 вы
полняется нера-

венство ܷ
ሺߞ,ݖ ሻ

൏
Т .(ߝ

аким
 образом

, для всех z из области, заш
трихован-

ной на рис. 4.2 (для которы
х |߮

െ
଴ݐ |

൏
ߜ

ݎ ,
൐
1
െ
ߩ

), будем
 им

еть: 

ቚ
ଵଶగ
׬

ሼݑ
ሺߞ ሻ

െ
ݑ
ሺߞ
଴ ሻሽܷ

ሺ0ߞ,ݖሻ݀ݐ
|்
ି
௧బ |வ

ଶఋ
ቚ
൏

ఌଶగ
ܯ2∙

ሺ2ߨ
െ
ߜ2 ሻ

൏
ܯߝ2

,				(4.16) 

где М
 – м

аксим
ум

ݑ| 
ሺߞሻ | на окруж

ности. О
бъединяя полученны

е неравен-
ства (4.15) и (4.16), найдем

, что для всех z из заш
трихованной области 

|Δ
|
൑
ሺ1
൅
ܯ2

ሻߝ, и наш
а лем

м
а доказана.  

П
ерейдем

 к реш
ению

 задачи Д
ирихле для круга. Д

ля этого зам
етим

, 
что ф

ункцию
 ܷ
ሺߞ,ݖሻ лем

м
ы

 м
ож

но получить геом
етрически, как действи-

тельную
 часть конф

орм
ного отображ

ения круга |ݖ |
൏
1

 на правую
 полу-

плоскость ܴ
݁	߱

൐
0:  ܷ

ሺߞ,ݖ ሻ
ൌ
ܴ
݁
఍ା

௭

఍ି
௭
ൌ

ଵି
|௭ | మ

|఍ି
௭ | మ

ൌ
ଵି

௥
మ

ଵି
ଶ௥௖௢

௦ ሺ௧ି
ఝ
ሻା
௥
మ . 

В
 сам

ом
 деле, справедливость свойств 1) и 3) для нее очевидна, а 2) 

получается отделением
 действительны

х частей равенства   
ଵଶగ
׬

఍ା
௭

఍ି
௭

ଶగ
଴

ݐ݀
ൌ

ଵଶగ
ఐ ׬

఍ା
௭

఍ି
௭

|఍ |ୀ
ଵ

ௗ
఍఍
ൌ
1, 

которое  просто доказы
вается по теорем

е о вы
четах (ф

ункция 
఍ା

௭

ሺ఍ି
௭ሻ఍  при 

ݖ
്
0

 им
еет в единичном

 круге два полю
са: ߞ

ൌ
0

 с вы
четом

 -1 и ߞ
ൌ
 с ݖ

вы
четом

 2; при z =
 0 равенство тривиально).  

Т
еперь уж

е нетрудно доказать, что реш
ение обобщ

енной задачи Д
и-

рихле для единичного круга дает
 инт

еграл (С
. П

уассона, 1823 г.)  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ଵଶగ
׬

ݑ
൫݁

௜௧൯
ଵି

௥
మ

ଵି
ଶ௥௖௢

௦ ሺ௧ି
ఝ
ሻା
௥
మ

ଶగ
଴

ݖ൫ݐ݀
ൌ
݁ݎ

௜ఝ
൯. 

 
(4.17) 

В
 сам

ом
 деле, ф

ункция u(z), определяем
ая интегралом

 (4.17), являет-
ся действительной частью

 ф
ункции  

݂ ሺݖ ሻ
ൌ

ଵଶగ
׬

ݑ
ሺߞ ሻ

఍ା
௭

఍ି
௭ ݐ݀

൅
ܥ݅

ଶగ
଴

ሺߞ
ൌ
݁
௜௧ሻ,   

 
       (4.18) 

которая  аналитична в единичном
 круге, следовательно, ݑ

ሺݖሻ гарм
онична в 

единичном
 круге. О

на ограничена, ибо из (4.18) следует  

ݑ|
ሺݖሻ |

൑
ߨ2ܯ
න

1
െ
ݎ
ଶ

1
െ
ݎ2
cos ሺݐ

െ
߮
ሻ
൅
ݎ
ଶ
ݐ݀

ൌ
ܯ
,

ଶగ

଴
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݁
௜௧
ൌ
ݐ
െ
ݖ

ݐ
െ
ݖ . 

Д
иф

ф
еренцируя последнее равенство, находим

 ݁
௜ఛ݀߬

ൌ
ଶ௬

ሺ௧ି
௭̅ ሻ మ -от ,ݐ݀

куда ݀߬
ൌ

ଶ௬
ௗ
௧

ሺ௧ି
௭ ሻሺ௧ି

௭̅ሻ ൌ
ଶ௬
ௗ
௧

ሺ௧ି
௫
ሻ మା

௬
మ ; перейдя в (4.25) к стары

м
 перем

енны
м
 и ݖ	

найдем ,ݐ
 окончательно инт

еграл П
уассона для верхней полуплоскост

и:  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ଵగ
׬

ݑ
ሺݐሻ

௬
ௗ
௧

ሺ௧ି
௫
ሻ మା

௬
మ

ஶି
ஶ

. 
 

              (4.26) 

Т
ак как, очевидно,  

௬

ሺ௧ି
௫
ሻ మା

௬
మ
ൌ
ܴ
݁

ଵ

௜ሺ௧ି
௭ሻ , 

то м
ож

но написать и инт
еграл Ш

варца для полуплоскост
и:  

݂ ሺݖ ሻ
ൌ

ଵగ
௜ ׬

ݑ
ሺݐ ሻ

ௗ
௧

௧ି
௭
൅
ܥ݅

ஶି
ஶ

, 
 

                  (4.27) 

где С
 – действительная постоянная. С

ледует, однако, им
еть в виду, что в то 

врем
я как интеграл (4.26) сходится для ограниченны

х ф
ункций ݑ

	ሺݐሻ, для 
сходим

ости интеграла (4.27) недостаточно ограниченности ݑ
	ሺݐሻ

7. Д
ля схо-

дим
ости этого интеграла достаточно, наприм

ер, чтобы
 ф
ункция ݑ

	ሺݐሻ при 
ݐ| |

→
∞

 стрем
илась 

к 
нулю

 
не 

м
едленнее, 

чем
 
1
ݐ| | ఈ
ൗ

, 
где 

ߙ
൐
	0

–

произвольная постоянная.  
П
риведем

 несколько прим
еров. Н

епосредственно по ф
орм

уле (4.26) 
получаем

 гарм
оническую

 в верхней полуплоскости ф
ункцию

, равную
 1 на 

отрезке ሺߙ
ߚ,
ሻ действительной оси и 0 на остальной части этой оси:  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ଵగ
׬

௬
ௗ
௧

ሺ௧ି
௫
ሻ మା

௬
మ
ൌ

ଵగ

ఉఈ
ሺܽ݃ݐܿݎ

ఉ
ି
௫

௬
െ
݃ݐܿݎܽ

ఈ
ି
௫

௬
ሻ. 

Е
сли ввести углы

 ߮
ఈ

 и ߮
ఉ

 образованны
е векторам

и ݖ	െ
ߙ	

 и ݖ	െ
ߚ	

 
действительной осью

ݔ 
, то м

ож
но написать:  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ఝ
ഁ
ି
ఝ
ഀ

గ
ൌ

ఠగ  
 

 
              (4.28) 

(из рис. 4.3 видно, что ߮
ఉ
ൌ
߮
ఈ
൅
߱

). Т
а-

ким
 образом

, ф
ункция ݑ

ሺݖሻ равна делен-
ном

у на ߨ
 углу ߱

, под которы
м

 отрезок 
ߙ
ߚ
തതതത виден из точки ݖ

. Ф
орм

ула Ш
варца 

здесь такж
е прим

еним
а и она дает  

݂ ሺݖ ሻ
ൌ

ଵగ
௜ ׬

ௗ
௧

௧ି
௭
ൌ

ଵగ
௜

ఉఈ
݈݊

ఉ
ି
௭

ఈ
ି
௭ . 

П
усть 

теперь 
заданы

 
точки 

ܽ
ଵ ,ܽ

ଶ ,…
,ܽ

௡
	 ሺെ

∞
൏
ܽ
ଵ
൏
⋯
൏
ܽ
௡
൏
∞
ሻ

  
действительной 

оси 
и 
требуется 

найти 
гарм

оническую
 в верхней полуплоскости 

                                                       
7 Э
то объяснятся тем

, что интеграл от м
ним

ой части поды
нтегральной ф

ункции в (4.27) 
сходится хуж

е интеграла (4.26). 

Р
и
с. 4.3 
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(р
ис

. 
4.

4,
 
гд
е 
ݎܽ
݃
ሺ 1
െ
ሻݖ
ൌ
߮

).
 
П
оэ
то
м
у 

де
йс
тв
ит
ел
ьн
ая

 ч
ас
ть

 п
ра
ви
ль
но
й 
в 
кр
уг
е 

| ݖ
|
൏
1  
ф
ун
кц
ии

 

  ݃
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
െ
݅l
n
ቂെ
݅ሺ
1
െ
ሻݖ

ଶ
ௗ
ధ ௗ
௭
ቃ 

   
 (

4.
32

) 

на
 о
кр
уж

но
ст
и 
| ݖ
| 	
ൌ
	1

 с
ов
па
да
ет

 c
ߴ 

. 
Е
с-

ли
 
ф
ун
кц
ия

ߴ 
ሺݐ
ሻ

 и
зв
ес
тн
а,

 
то

 
ф
ун
кц
ия

 
݃
	ሺ
ሻݖ

 в
ос
ст
ан
ав
ли
ва
ет
ся

 с
 п
ом

ощ
ью

 и
нт
е-

гр
ал
а 
Ш
ва
рц
а 

 

݃
ሺ ݖ
ሻ
ൌ

ଵ` ଶగ
׬

ߴ
ሺ ݐ
ሻ௘

೔೟
ା
௭

௘
೔೟
ି
௭
ݐ݀
൅
ܣ݅

ଶగ ଴
, 

гд
е 
А

 –
 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 
по
ст
оя
нн
ая

. 
Зн
ая

 
݃
ሺݖ
ሻ,

 м
ы

 
из

 
(4

.3
2)

 
на
хо
ди
м

 
и 

ис
ко
м
ое

 
ко
нф

ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

  

߸
ൌ
݂ሺ
ሻݖ
ൌ
݅ ׬

௘
೔೒
ሺ೥
ሻ ௗ
௭

ሺଵ
ି
௭ሻ
మ
൅
߸
଴

௭ ௭ బ
. 

 
 

(4
.3

3)
 

В
оо
бщ

е 
го
во
ря

, 
ф
ун
кц
ия

ߴ 
ሺݐ
ሻ 
не
из
ве
ст
на

 и
 ф
ор
м
ул
а 
Ч
из
от
ти

 (
4.

33
) 

не
 д
ае
т 
эф
ф
ек
ти
вн
ог
о 
ре
ш
ен
ия

 з
ад
ач
и 
ко
нф

ор
м
но
го

 о
то
бр
аж

ен
ия

. 
О
дн
ак
о 

эт
а 
ф
ор
м
ул
а 
ок
аз
ы
ва
ет
ся

 п
ол
ез
но
й 
вс
як
ий

 р
аз

, 
ко
гд
а 
ߴ
ሺݐ
ሻ 
м
ож

но
 н
ай
ти

 и
з 

ка
ки
х-
ли
бо

 с
оо
бр
аж

ен
ий

. 
Н
ап
ри
м
ер

, 
в 
за
да
че

 о
то
бр
аж

ен
ия

 к
ру
га

 н
а 
м
но

-
го
уг
ол
ьн
ик

ߴ 
ሺݐ
ሻ 
ра
вн
а 
из
ве
ст
но
й 
по
ст
оя
нн
ой

 н
а 
ка
ж
до
й 
ду
ге

 о
кр
уж

но
ст
и,

 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ей

 
ст
ор
он
е 
м
но
го
уг
ол
ьн
ик
а,

 
по
эт
ом

у 
ф
ор
м
ул
а 
Ш
ва
рц
а-

К
ри
ст
оф

ф
ел
я 
ле
гк
о 
по
лу
ча
ет
ся

 и
з 
ф
ор
м
ул
ы

 Ч
из
от
ти

.  
 4.
8.

 З
ад
ач
а 
Н
ей
м
ан
а 

 Н
ар
яд
у 
с 
за
да
че
й 
Д
ир
их
ле

 д
ля

 н
ек
от
ор
ы
х 
пр
ил
ож

ен
ий

 в
аж

но
 р
ас

-
см
от
ре
ть

 т
ак

 н
аз
ы
ва
ем
ую

 в
т
ор
ую

 к
ра
ев
ую

 з
ад
ач
у,

 и
ли

 з
ад
ач
у 
Н
ей
м
ан
а:

  
Н
ай
т
и 
га
рм
он
ич
ес
ку
ю

 в
 о
бл
ас
т
и 
ܦ

 ф
ун
кц
ию

ݑ 
ሺݖ
ሻ,

 з
на
я 
зн
ач
ен
ия

 е
е 

но
рм
ал
ьн
ой

 п
ро
из
во
дн
ой

 н
а 
гр
ан
иц
е	
С:

  
డ
௨

డ
௡
ൌ

డ
௨

డ
௫
co
s
ߙ
൅

డ
௨

డ
௬
si
n
ߙ
ൌ
݃
ሺߞ
ሻ 

 
 

(4
.3

4)
 

и 
зн
ач
ен
ие

ݑ 
ሺݖ
଴
ሻ 
в 
ка
ко
й-
ли
бо

 т
оч
ке

ݖ 
଴
 о
бл
ас
т
и 
ഥܦ

.  
Д
ля

 о
пр
ед
ел
ен
но
ст
и 
м
ы

 б
уд
ем

 п
ре
дп
ол
аг
ат
ь,

 ч
то

 в
 (

4.
34

) 
ра
сс
м
ат
ри

-
ва
ет
ся

 в
не
ш
ня
я 
но
рм

ал
ь,

ߙ 
 о
зн
ач
ае
т 
уг
ол

, 
об
ра
зо
ва
нн
ы
й 

 э
то
й 
но
рм

ал
ью

 с
 

ос
ью

ݔ 
. 
Ф
ун
кц
ия

 ݃
ሺߞ
ሻ 
м
ож

ет
 и
м
ет
ь 
на

 С
 к
он
еч
но
е 
чи
сл
о 
то
че
к 
ра
зр
ы
ва

 
пе
рв
ог
о 
ро
да

, ф
ун
кц
ия

ݑ 
 и

 е
е 
ча
ст
ны

е 
пр
ои
зв
од
ны

е 
пе
рв
ог
о 
по
ря
дк
а 
пр
ед

-
по
ла
га
ю
тс
я 
ог
ра
ни
че
нн
ы
м
и.

  
Д
ля

 р
аз
ре
ш
им

ос
ти

 з
ад
ач
и 
Н
ей
м
ан
а 
не
об
хо
ди
м
о 
вы

по
лн
ен
ие

 с
оо
т-

но
ш
ен
ия

  

න
݃
ሺ ߞ
ሻ ݀
ݏ
ൌ
0

С

. 

Р
и
с.

 4
.4
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 ла
ст
и 
пр
и 
за
да
нн
ой

 т
ем
пе
ра
ту
ре

 и
ли

 п
от
ен
ци
ал
е 
на

 г
ра
ни
це

 о
бл
ас
ти

. 
К

 
не
й,

 к
ак

 м
ы

 у
ви
ди
м

 н
иж

е,
 с
во
дя
тс
я 
и 
кр
ае
вы

е 
за
да
чи

 д
ру
ги
х 
ти
по
в.

  
В

 п
ри
ло
ж
ен
ия
х 
ус
ло
ви
е 
не
пр
ер
ы
вн
ос
ти

 г
ра
ни
чн
ы
х 
зн
ач
ен
ий

തݑ 
ሺߞ
ሻ 

яв
ля
ет
ся

 с
ли
ш
ко
м

 с
те
сн
ит
ел
ьн
ы
м

 и
 п
ри
хо
ди
тс
я 
ра
сс
м
ат
ри
ва
ть

 о
бо
бщ

ен
-

ну
ю

 з
ад
ач
у 

 Д
и
ри
хл
е :

  
Н
а 
гр
ан
иц
е 
С

 о
бл
ас
ти

 D
 з
ад
ан
а 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺߞ
ሻ,

 н
еп
ре
ры

вн
ая

 в
сю

ду
, 

кр
ом

е 
ко
не
чн
ог
о 
чи
сл
а 
то
че
к 
ߞ ଵ
ߞ,
ଶ
,⋯

ߞ,
௡

, 
гд
е 
он
а 
им

ее
т 
то
чк
и 
ра
зр
ы
ва

 
пе
рв
ог
о 
ро
да

. 
Н
ай
ти

 г
ар
м
он
ич
ес
ку
ю

 и
 о
гр
ан
ич
ен
ну
ю

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 ф
ун
к-

ци
ю

 u
(z

),
 п
ри
ни
м
аю

щ
ую

 з
на
че
ни
я 
ݑ
ሺߞ
ሻ 
во

 в
се
х 
то
чк
ах

 н
еп
ре
ры

вн
ос
ти

 э
то
й 

ф
ун
кц
ии

5
.  

Т
ео
ре
м
у 

6 
пр
ед
ы
ду
щ
ег
о 
по
др
аз
де
ла

 м
ож

но
 т
еп
ер
ь 
ф
ор
м
ул
ир
ов
ат
ь 

ка
к 
те
ор
ем
у 
ед
ин
ст
ве
нн
ос
ти

 р
еш

ен
ия

 о
бо
бщ

ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их
ле

.  
Т
ео
ре
м
а 

1.
 
В

 
да
нн
ой

 
об
ла
ст
и 
пр
и 
за
да
нн
ой

 
гр
ан
ич
но
й 
ф
ун
кц
ии

 
ݑ
ሺߞ
ሻс
ущ

ес
тв
уе
т 
не

 б
ол
ее

 о
дн
ог
о 
ре
ш
ен
ия

 о
бо
бщ

ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их
ле

.  
Р
еш

ен
ие

 о
бо
бщ

ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их
ле

 с
 п
ом

ощ
ью

 о
дн
ог
о 
пр
ие
м
а 

м
ож

но
 с
ве
ст
и 
к 
ре
ш
ен
ию

 о
бы

чн
ой

 з
ад
ач
и;

 д
ля

 п
ро
ст
от
ы

 м
ы

 о
гр
ан
ич
им

ся
 

сл
уч
ае
м

 о
дн
ос
вя
зн
ы
х 
об
ла
ст
ей

. О
бо
зн
ач
им

 ч
ер
ез

ݑ 
ି
ሺߞ
௞
ሻ 
и 
ݑ
ା
ሺߞ
௞
ሻ 
пр
ед
ел
ь-

ны
е 
зн
ач
ен
ия

 г
ра
ни
чн
ой

 ф
ун
кц
ии

ݑ 
ሺߞ
ሻ 
пр
и 
ߞ

, 
ст
ре
м
ящ

ей
ся

 к
 т
оч
ке

ߞ 
௞
 

вд
ол
ь 
С

 с
оо
тв
ет
ст
ве
нн
о 
в 
по
ло
ж
ит
ел
ьн
ом

 и
 о
тр
иц
ат
ел
ьн
ом

 н
ап
ра
вл
ен
ия
х,

 
че
ре
з 
݄ ௞

ൌ
ݑ
ା
ሺߞ
௞
ሻ 

ݑ-
ି
ሺߞ
௞
ሻ 
м
ы

 о
бо
зн
а-

чи
м

 с
ка
чо
к 
ݑ
ሺߞ
ሻ 
в 
то
чк
е 
ߞ ௞

 . 
Д
ля

 о
бщ

-
но
ст
и 
пр
ед
по
ло
ж
им

, 
чт
о 
ߞ ௞

  
яв
ля
ет
ся

 
уг
ло
во
й 

то
чк
ой

 
ко
нт
ур
а 
С

 
и 

че
ре
з 

߮
௞ି
	и
	߮

௞ା
 о
бо
зн
ач
им

 у
гл
ы

 м
еж

ду
 о
сь
ю

 
х 

и 
ка
са
те
ль
ны

м
и 

к 
С

 
в 

то
чк
е 
ߞ ௞

   
(р
ис

. 
4.

1)
; 
пу
ст
ь 

ещ
е 
ߙ
௞
ൌ
߮
௞ା
െ
߮
௞ି

 
(е
сл
и 
ߞ ௞
не

 я
вл
яе
тс
я 
уг
ло
во
й 
то
чк
ой

, т
о 

ߙ
௞
ൌ
െ
ߨ

).
 

В
оз
ьм
ем

 
ф
ун
кц
ию

 

ݑ 
௞
ሺ ݖ
ሻ
ൌ

௛
ೖ

ఈ
ೖ
ar
g	ሺ
ݖ
െ
ߞ ௞
ሻ

, 
гд
е 

ar
g 

об
о-

зн
ач
ае
т 
на
дл
еж

ащ
им

 о
бр
аз
ом

 в
ы
бр
ан

-
ну
ю

 в
ет
вь

 а
рг
ум

ен
та

. 
Э
та

 ф
ун
кц
ия

, 
оч
ев
ид
но

, 
га
рм

он
ич
на

 в
 о
бл
ас
ти

 D
 и

 
не
пр
ер
ы
вн
а 
в 
ഥܦ

 в
сю

ду
, к
ро
м
е 
то
чк
и 
ߞ
ൌ
ߞ ௞

. Е
сл
и 
ݖ
→
ߞ ௞

 п
о 
пу
ти

, к
ас
ат
ел
ь-

на
я 
к 
ко
то
ро
м
у 
в 
то
чк
е 
ߞ ௞

 с
ос
та
вл
яе
т 
с 
ос
ью

 х
 у
го
л 
ߠ

 (
зн
ач
ен
ие

ߠ 
 з
ак
лю

че
-

но
 м
еж

ду
 ߮

௞ି
	и
	߮

௞ା
),

 т
о 
эт
а 
ф
ун
кц
ия

 с
тр
ем
ит
ся

 к
 п
ре
де
лу

  ௛
ೖ

ఈ
ೖ
ߠ

. П
ри

 п
ер
ех
о-

де
 п
о 
кр
ив
ой

 С
 в

 п
ол
ож

ит
ел
ьн
ом

 н
ап
ра
вл
ен
ии

 ч
ер
ез

 т
оч
ку

ߞ 
௞

 ф
ун
кц
ия

 

ݑ ௞
ሺߞ
ሻ 
ис
пы

ты
ва
ет

, с
ле
до
ва
те
ль
но

, с
ка
чо
к 

 ௛
ೖ

ఈ
ೖ
߮
௞ା
െ

௛
ೖ

ఈ
ೖ
߮
௞
ୀ
௛
ೖ

ି
. 

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
 

5
 Е
сл
и 
за
да
нн
ая

 ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺߞ
ሻ 
не
пр
ер
ы
вн
а,

 т
о 
об
об
щ
ен
на
я 
за
да
ча

 Д
ир
их
ле

 с
ов
па
да
ет

 с
 

об
ы
чн
ой

, и
бо

 у
сл
ов
ие

 о
гр
ан
ич
ен
но
ст
и 
ф
ун
кц
ии

 u
(z

) 
сл
ед
уе
т 
ав
то
м
ат
ич
ес
ки

 и
з 
ус
ло
ви
я 

ее
 н
еп
ре
ры

вн
ос
ти

 в
ഥܦ 
 

Р
и
с.

 4
.1
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П
усть теперь u(z) будет реш

ением
 обобщ

енной задачи Д
ирихле при 

заданны
х граничны

х значениях ݑ
ሺߞሻ. Р

ассм
отрим

 ф
ункцию

  

ܷ
ሺݖ ሻ

ൌ
ݑ
ሺݖ ሻ

െ
෍

݄
௞

ߙ
௞
arg ሺݖ

െ
ߞ
௞ ሻ

௡

௞
ୀ
ଵ

, 

она гарм
онична в области D

 и непреры
вна в  ܦ ഥ

. В
 сам

ом
 деле, u(z) и все 

ф
ункции  ݑ

௞ ሺݖ ሻ
ൌ

௛
ೖ

ఈ
ೖ arg	ሺݖ

െ
௞ߞ ሻ гарм

оничны
 в D

.  

Д
алее, предельны

е значения U
(z) при ݖ

→
ߞ
്
ߞ
௞  равны

  
ܷ
ሺߞ ሻ

ൌ
ݑ
ሺߞ ሻ

െ
∑

ݑ
௞

௡௞
ୀ
ଵ

ሺߞ ሻ 
 

 
 

(4.11) 
и ф

ункция ܷ
	ሺߞሻ остается непреры

вной при переходе через каж
дую

 точку 
ߞ
௞ , ибо при построении ܷ

	ሺߞሻ м
ы

 вы
читаем

 из ф
ункции ݑ

	ሺߞሻ, им
ею

щ
ей 

скачок ݄
௞  в точке ߞ

௞ , ф
ункцию

ݑ 
௞ 	ሺߞሻ, им

ею
щ
ую

 тот ж
е скачок, а осталь-

ны
е члены

 сум
м
ы

 (4.11) непреры
вны

 в этой точке.  
Т
аким

 образом
, действительно, реш

ение обобщ
енной задачи Д

ирих-
ле u(z) м

ож
но представить как сум

м
у ф

ункции ܷ
	ሺݖሻ, реш

аю
щ
ей задачу 

Д
ирихле с непреры

вны
м
и граничны

м
и значениям

и 
ܷ
ሺߞ ሻ

ൌ
ݑ
ሺߞ ሻ

െ
∑

ݑ
௞ ሺߞሻ

௡௞
ୀ
ଵ

, 
и ф

ункции ∑
ݑ
௞

௡௞
ୀ
ଵ

ሺݖሻ:  ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ܷ
ሺݖ ሻ

൅
∑

௛
ೖ

ఈ
ೖ arg	ሺݖ

െ
௞ߞ ሻ

௡௞
ୀ
ଵ

. 
 

(4.12) 

П
о теорем

е 1 найденное реш
ение единственно.  

И
з ф

орм
улы

 (4.12) вы
текает следую

щ
ая теорем

а, вы
ясняю

щ
ая пове-

дение обобщ
енного реш

ения в окрестности точек ߞ
௞ . 

Т
еорем

а 2. П
ри приближ

ении z к точке разры
ва ߞ

௞  граничной ф
унк-

ции ݑ
ሺߞሻ вдоль различны

х путей реш
ение ݑ

	ሺݖሻ обобщ
енной задачи Д

uри-
хле 

м
ож

ет 
стрем

иться 
к 

лю
бом

у 
пределу, 

заклю
ченном

у 
м
еж

ду 
ݑ
ିሺߞ௞ ሻ	и

ݑ		
ାሺߞ௞ ሻ. 

Д
ействительно, пусть ݖ

→
ߞ
௞  вдоль пути, касательная к котором

у в 
точке ߞ

௞  составляет с осью
 х угол ߠ

. И
з ф

орм
улы

 (4.12) следует, что ݑ
	ሺݖሻ 

при этом
 стрем

ится к пределу  ݑ
଴ ሺߞ

௞ ሻ
ൌ
෤ݑ ሺߞ

௞ ሻ
൅

௛
ೖ

ఈ
ೖ ߠ
,  

                     (4.13) 

где ݑ෤ ሺߞ
௞ ሻ	– предельное значение сум

м
ы

 ܷ
	ሺݖሻ и всех ф

ункций ݑ
௩ ሺݖ ሻ,		кром

е 
ݑ
௞ ሺݖ ሻ, не зависящ

ее от способа приближ
ения z к точке ߞ

௞ . В
 частности, 

приближ
аясь к точке ߞ

௞  вдоль кривой С
 в отрицательном

 направлении, по-

лучим
ݑ	 

ାሺߞ
௞ ሻ
ൌ
෤ݑ ሺߞ

௞ ሻ
൅

௛
ೖ

ఈ
ೖ ߮

௞ ା
, так что ф

орм
улу (4.13) м

ож
но переписать в 

виде 

ݑ
଴ ሺߞ௞ ሻ

ൌ
ݑ
ାሺߞ

௞ ሻ
൅

௛
ೖ

ఈ
ೖ ሺߠ

െ
߮
௞ ାሻ. 

83 
  луокруж

ности соответственно в ниж
ний и верхний берега полосы

, и обо-
значим

ܨ 
ሾ߸
ሺݖሻሿ	ൌ

	݂ሺݖሻ,
ܷ
ሾ߸
ሺݖሻሿ	ൌ

ݑ	
ሺݖሻ. Н

а ниж
нем

 берегу полосы
 при 

ൌ	ߞ
െ	ݐ	

	݄݅  им
еем

: 

߱
ൌ
݁
௜ఛ
ൌ
݄ݐ

గସ௛
ሺݐ
െ
݄݅ ሻ

ൌ
௦௛

ഏ
೟

మ
೓ ି

௜

௖௛
ഏ
೟

మ
೓

,
ሺെ
ߨ
൏
߬
൏
0ሻ, 

откуда ߬
ൌ

ଵ௜ ݈݊
௦௛

ഏ
೟

మ
೓ ି

௜

௖௛
ഏ
೟

మ
೓

	 и ݀߬
ൌ

గ
ௗ
௧

ଶ௛
	௖௛

ഏ
೟

మ
೓ . А

налогично на верхнем
 берегу 

߱
ൌ
݁
௜ఛ
ൌ
݄ݐ

గସ௛
ሺݐ
൅
݄݅ ሻ

ൌ
௦௛

ഏ
೟

మ
೓ ା

௜

௖௛
ഏ
೟

మ
೓

,
ሺ0

൏
߬
൏
ߨ
ሻ, 

откуда ݀߬
ൌ
െ

గ
ௗ
௧

ଶ௛
	௖௛

	 ഏ
೟

మ
೓  . П

одставляя это в ф
орм

улу (4.30), будем
 им

еть:  

݂ ሺݖ ሻ
ൌ

ଵସ௛
ቄ׬

ݑ
ି ሺݐሻ

௦೟ ି
௜ା
௧೥ ∙௖

೟

௦೟ ି
௜ି
௧೥ ∙௖

೟

ஶି
ஶ

ௗ
௧௖
೟
൅
׬

ݑ
ା ሺݐሻ

௦೟ ା
௜ା
௧೥ ∙௖

೟

௦೟ ା
௜ି
௧೥ ∙௖

೟

ஶି
ஶ

ௗ
௧௖
೟ ቅ
൅
ܥ݅

, 

где ݑ
േ ሺݐሻ обозначаю

т значения ݑ
ሺߞሻ в точках ߞ	ൌ

േ	ݐ	
	݄݅

ݏ ,
௧  и ܿ

௧  – гипер-

болические синус и косинус గ
௧

ଶ௛
௭ݐ,

ൌ
݄ݐ

గ
௭

ସ௛  . П
осле просты

х преобразований 

получаем
 окончательно:  

݂ ሺݖ ሻ
ൌ

ଵସ௛
׬

௨
శ
ሺ௧ ሻା

௨
ష
ሺ௧ ሻ

௖௛
ഏమ
೓ ሺ௧ି

௭ሻ
ݐ݀
െ

ஶି
ஶ

ଵସ௛
݄ݏ

గ
௭

ଶ௛
׬

௨
శ
ሺ௧ ሻି

௨
ష
ሺ௧ ሻ

௖௛
ഏ
೟

మ
೓ ௖௛

ഏ
ሺ೟ష

೥ሻ
మ
೓

ݐ݀
൅
ܥ݅

ஶି
ஶ

 .      (4.31) 

Д
ля полосы

 0
	൏

ݕ
൏
	1

 ф
орм

улу (4.31) м
ож

но переписать такж
е в  

виде: ݂ ሺݖ ሻ
ൌ
െ

௜ଶ ׬
ݑ
଴

ஶି
ஶ

ሺݐ ሻ݄ܿݐ
గ
ሺ௧ି

௭ሻ

ଶ
ݐ݀
൅

௜ଶ ׬
ݑ
ଵ

ஶି
ஶ

ሺݐ ሻ݄ݐ
గ
ሺ௧ି

௭ሻ

ଶ
ݐ݀
൅
ܥ݅
ଵ . 

 4.7. Ф
ор
м
ул
а Ч

и
зотти

 
 Ф
орм

ула Ч
изотти (1921 г.) дает вы

раж
ение для конф

орм
ного отоб-

раж
ения ߱

ൌ
݂ሺݖሻ круга |ݖ |

൏
	1 на произвольную

 односвязную
 область D

, 
ограниченную

 контуром
 С

, если в каж
дой точке ݖ	ൌ

	݁
௜௧ окруж

ности изве-
стен угол наклона ߴ

ൌ
ߴ
ሺݐሻ касательной к С

 в точке ߱
, соответствую

щ
ей ݖ. 

П
усть ݀ݖ

ൌ
݅݁

௜௧݀ݐ и ݀߸
ൌ
|݀߸

|݁
௜ణ – элем

енты
 окруж

ности и кривой С
, со-

ответствую
щ
ие друг другу при наш

ем
 конф

орм
ном

 отображ
ении, тогда на 

окруж
ности  ݅

ௗ
ధௗ
௭
ൌ
݁
௜ሺణ

ି
௧ሻ
|ௗ
ధ
|

ௗ
௧

. Т
ак как ݂ሺݖሻ реализует конф

орм
ное отоб-

раж
ение, то ௗ

ధௗ
௭
്
0

 и ф
ункция –

݈݅݊
	ቂ݅

ௗ
ధௗ
௭ ቃ правильна в круге |ݖ |

൏
1

, при-

чем
 по преды

дущ
ем
у ее действительная часть на окруж

ности |ݖ |
ൌ
1 равна 

ߴ
െ
С .ݐ

 другой стороны
, из элем

ентарны
х геом

етрических соображ
ений 

ясно, что на окруж
ности  

ܴ
݁ ሼെ

݅ln ሾെ
ሺ1
െ
ሻݖ ଶሿሽ

ൌ
ߨ
൅
2
arg ሺ1

െ
ݖ ሻ
ൌ
 ݐ
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 ф
ун
кц
ию

ݑ 
ሺ ݖ
ሻ ,

 п
ри
ни
м
аю

щ
ую

 
на

 
от
ре
зк
ах

 ሺ
െ
∞
,ܽ

ଵ
ሻ ,
ሺ ܽ

ଵ
,ܽ

ଶ
ሻ ,
…
,ሺ
ܽ ௡
,∞
ሻ 

по
ст
оя
нн
ы
е 
зн
ач
ен
ия

ݑ 
଴
ݑ,

ଵ
,…

.,
ݑ ௡

 с
оо
тв
ет
ст
ве
нн
о.

 З
ад
ач
а 
ре
ш
ае
тс
я 
пр
и-

м
ен
ен
ие
м

 ф
ор
м
ул
ы

 (
4.

28
):

  
ݑ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ

ఝ
భ
௨
బ

గ
൅

௨
భ గ
ሺ ߮

ଶ
െ
߮
ଵ
ሻ
൅
	…

൅
௨
೙ గ
ሺ ߨ

െ
߮
௡
ሻ ,

 

ил
и,

 п
ос
ле

 п
ер
ег
ру
пп
ир
ов
ки

 ч
ле
но
в,

  
ݑ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ

ఝ
భ గ
ሺ ݑ

଴
െ
ݑ ଵ
ሻ
൅

ఝ
మ గ
ሺ ݑ

ଵ
െ
ݑ ଶ
ሻ
൅
	…

൅
ఝ
೙ గ
ሺ ݑ

௡
ି
ଵ
െ
ݑ ௡
ሻ
൅
ݑ ௡

.  
  (

4.
29

) 

 4.
5.

 В
ы
во
д 
и
н
те
гр
ал
а 
Ш
ва
р
ц
а-
К
р
и
ст
оф

ф
ел
я 

  В
 к
ач
ес
тв
е 
пр
им

ер
а 
пр
им

ен
ен
ия

 п
ол
уч
ен
ны

х 
ф
ор
м
ул

 п
ри
ве
де
м

 в
ы

-
во
д 
ин
те
гр
ал
а 
Ш
ва
рц
а-
К
ри
ст
оф

ф
ел
я.

 Р
ас
см
от
ри
м

 г
ар
м
он
ич
ес
ку
ю

 в
 в
ер
х-

не
й 
по
лу
пл
ос
ко
ст
и 
ф
ун
кц
ию

  
ݑ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
ar
g
݂
ᇱ ሺ
ሻݖ
ൌ
݉ܫ

ln
݂
ᇱ ሺ
ሻݖ

. 
И
з 
ге
ом

ет
ри
че
ск
ог
о 
см
ы
сл
а 
пр
ои
зв
од
но
й 
ко
нф

ор
м
но
го

 о
то
бр
аж

ен
ия

 
м
ы

 з
ак
лю

ча
ем

, 
чт
о 
на

 о
тр
ез
ка
х 
ሺെ
∞
,ܽ

ଵ
ሻ,
ሺܽ

ଵ
,ܽ

ଶ
ሻ,
..
.,
ሺа

௡
,∞
ሻ 
эт
а 
ф
ун
кц
ия

 
пр
ин
им

ае
т 
по
ст
оя
нн
ы
е 
зн
ач
ен
ия

ݑ  
଴
ݑ,

ଵ
,…

ݑ,
௡

, и
бо

 э
ти

 о
тр
ез
ки

 п
ер
ех
од
ят

 в
 

пр
ям
ол
ин
ей
ны

е 
от
ре
зк
и-
ст
ор
он
ы

 м
но
го
уг
ол
ьн
ик
а.

 Н
а 
от
ре
зк
ах

 ሺ
െ
∞
,ܽ

ଵ
ሻ 
и 

ሺа
௡
,∞
ሻ,

ݑ 
଴
ൌ
ݑ ௡

ൌ
ߙ
െ
ߨ
ൌ
ߠ
, г
де

ߙ 
 –

 у
го
л 
от
ре
зк
а 
ܣ
ଵ
ܣ
௡

 с
 о
сь
ю

ݑ 
.  

П
ри

 
пе
ре
хо
де

 
че
ре
з 

то
чк
у 
ܽ ௞

 ф
ун
кц
ия

 
ݑ
	ሺ
ሻݐ

 у
ве
ли
чи
ва
ет
ся

 
на

 
ሺ1
	െ

ߙ	
௞
ሻߨ

, 
иб
о 
от
ре
зо
к 
ܣ
௞
ܣ
௞
ା
ଵ
 п
ол
уч
ае
тс
я 
из

 о
тр
ез
ка

ܣ 
௞
ି
ଵ
ܣ
௞

 п
ов
ор
от
ом

 
на

 э
то
т 
уг
ол

 п
ро
ти
в 
ча
со
во
й 
ст
ре
лк
и,

 с
ле
до
ва
те
ль
но

, 
ݑ ௞

ି
ଵ
െ
ݑ ௞

ൌ
ሺߙ

௞
െ
1ሻ
ߨ

. 
П
о 
ф
ор
м
ул
е 

(4
.2

9)
 н
ах
од
им

 т
ог
да

:  
ݑ
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
ሺ ߙ

ଵ
െ
1ሻ
߮
ଵ
൅
ሺ ߙ

ଶ
െ
1ሻ
߮
ଶ
൅
	…

൅
ሺ ߙ

௡
െ
1ሻ
߮
௡
൅
ߠ
ൌ
ߠ
൅

൅
∑

ሺ ߙ
௞
െ
1ሻ
ar
gሺ
ݖ
െ
ߙ
௞
ሻ

௡ ௞
ୀ
ଵ

. 
П
о 
из
ве
ст
но
й 
м
ни
м
ой

 ч
ас
ти

 л
ег
ко

 в
ос
ст
ан
ав
ли
ва
ет
ся

 и
 а
на
ли
ти
че

-
ск
ая

 ф
ун
кц
ия

  ln
݂
ᇱ ሺ
ሻݖ
ൌ
ln
ܥ ଴
൅
ߠ݅
൅
∑

ሺߙ
௞
െ
1ሻ
݈݊

௡ ௞
ୀ
ଵ

	ሺ
ݖ
െ
ߙ
௞
ሻ,

 
от
ку
да

 п
от
ен
ци
ро
ва
ни
ем

 и
 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
ем

 н
ах
од
ит
ся

 и
ск
ом

ое
 к
он
ф
ор
м

-
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

  

݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ܥ ଴
݁௜
ఏ
න
ሺݖ
െ
ܽ ଵ
ሻఈ

భ
ି
ଵ
ሺݖ
െ
ܽ ଶ
ሻఈ

మ
ି
ଵ

௭ ௭ బ

…
ሺݖ
െ
ܽ ௡
ሻఈ

೙
ି
ଵ
ݖ݀

൅
ܥ ଵ

 

( ܥ
଴
 –

 п
ол
ож

ит
ел
ьн
ая

ܥ ,
ଵ
 –

 к
ом

пл
ек
сн
ая

 п
ос
то
ян
на
я)

.  
 4.

6.
 И
н
те
гр
ал

 Ш
ва
р
ц
а 
дл
я 
п
ол
ос
ы

 െ
ࢎ
൏
࢓ࡵ

ࢠ
൏
ࢎ

 
 И
нт
ег
ра
л 
Ш
ва
рц
а 
дл
я 
кр
уг
а 
| ߸
|
൏
	1

 и
м
ее
т 
ви
д:

  

ܨ
ሺ ߸
ሻ
ൌ

ଵ ଶగ
׬

ܷ
ሺ ߱
ሻఠ

ା
ధ

ఠ
ି
ధ
݀߬

൅
ܥ݅
,

గ ି
గ

 
 

   
   

   
   

   
   

(4
.3

0)
 

гд
е 
߱
ൌ
݁௜
ఛ .

 Р
ас
см
от
ри
м

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 ߸
ൌ
߸
ሺ ݖ
ሻ
ൌ
݄ݐ

గ
௭

ସ௛
  
кр
у-

га
 | ߱

|
൏
1  
на

 п
ол
ос
у 
െ
݄
൏
݉ܫ
ݖ	
൏
݄,

 п
ер
ев
од
ящ

ее
 н
иж

ню
ю

 и
 в
ер
хн
ю
ю

 п
о-
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О
тс
ю
да

 и
 с
ле
ду
ет

 у
тв
ер
ж
де
ни
е 
те
ор
ем
ы

 2
 

(р
ис

. 4
.2

).
  

П
ер
ей
де
м

 к
 р
еш

ен
ию

 з
ад
ач
и 
Д
ир
их
ле

 
дл
я 

пр
ои
зв
ол
ьн
ой

 
од
но
св
яз
но
й 

об
ла
ст
и 

D
, 

пр
ич
ем

 с
на
ча
ла

 р
ас
см
от
ри
м

 с
лу
ча
й,

 к
ог
да

 D
 

пр
ед
ст
ав
ля
ет

 с
об
ой

 е
ди
ни
чн
ы
й 
кр
уг

 |
|ݖ
൏
1

. 
Д
ля

 э
то
го

 с
лу
ча
я 
ре
ш
ен
ие

 о
сн
ов
ы
ва
ет
ся

 н
а 

сл
ед
ую

щ
ей

 л
ем
м
е:

 
Л
ем
м
а.

 П
ус
ть

 д
ей
ст
ви
те
ль
на
я 
ф
ун
кц
ия

 
ܷ
	ሺ
,ݖ
ሻߞ

, г
де

 
ݖ
ൌ
݁ݎ

௜ఝ
ߞ,
ൌ
݁௜
௧ ,
0
൑
ݎ
൏
1,
0
൑
߮
ݐ,
൏
ߨ2
, 

1)
 н
еп
ре
ры

вн
а 
и 
не
от
ри
ца
те
ль
на

, 
2)

 д
ля

 л
ю
бо
го

 z
  

1 ߨ2
න
ܷ
ሺݖ
ߞ,
ሻ݀
ݐ

ଶగ ଴

, 

3)
 п
ри

ݖ 
→
ߞ ଴
ൌ
݁௜
௧ బ

 (
ߞ ଴

 –
 л
ю
ба
я 
то
чк
а 
ок
ру
ж
но
ст
и)

 и
ߞ 
്
ߞ ଴

 ф
ун
кц
ия

 
ܷ
	ሺ
,ݖ
ሻߞ

 с
тр
ем
ит
ся

 к
 н
ул
ю

, п
ри
че
м

 р
ав
но
м
ер
но

 о
тн
ос
ит
ел
ьн
о 
6ߞ

.  
Т
ог
да

 д
ля

 л
ю
бо
й 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 ф
ун
кц
ии

ݑ 
	ሺ
ሻߞ

, к
ус
оч
но

-н
еп
ре
ры

вн
ой

 
с 
то
чк
ам
и 
ра
зр
ы
ва

 п
ер
во
го

 р
од
а,

 в
 л
ю
бо
й 
то
чк
е 
ее

 н
еп
ре
ры

вн
ос
ти

ߞ 
଴
 с
ущ

е-
ст
ву
ет

 п
ре
де
л 

lim
௭→

఍ బ
ଵ ଶగ
׬

ݑ
ሺ ߞ
ሻ ܷ
ሺ ݖ
ߞ,
ሻ ݀
ݐ
ൌ
ݑ
ሺߞ
଴
ሻ

ଶగ ଴
. 

  
   

  (
4.

14
) 

Д
ля

 д
ок
аз
ат
ел
ьс
тв
а 
м
ы

, 
пр
еж

де
 в
се
го

, 
во
сп
ол
ьз
уе
м
ся

 у
сл
ов
ие
м

 2
) 
и 

пр
ед
ст
ав
им

 р
аз
но
ст
ь 
м
еж

ду
 и
нт
ег
ра
ло
м

 в
 л
ев
ой

 ч
ас
ти

 (
4.

14
) 
и 
ег
о 
пр
ед
по

-
ла
га
ем
ы
м

 п
ре
де
ло
м

 в
 в
ид
е 

∆
ൌ

ଵ ଶగ
׬

ሼ ݑ
ሺ ߞ
ሻ
െ
ݑ
ሺ ߞ
଴
ሻሽ
ܷ
ሺݖ
ߞ,
ሻ݀
ݐ

ଶగ ଴
. 

За
да
ди
м
ся

 ч
ис
ло
м

ߝ	 
൐
0 
и,

 п
ол
ьз
уя
сь

 н
еп
ре
ры

вн
ос
ть
ю

ݑ 
	ሺ
ሻߞ
в 
то
чк
е 

ߞ ଴
, 
вы

бе
ре
м

ߜ 
൐
0

 т
ак

, 
чт
об
ы

 п
ри

 |
ݐ
െ
ݐ ଴
|
൏
ߜ2

 б
ы
ло

 |
ݑ
ሺ ߞ
ሻ
െ
ݑ
ሺߞ
଴
ሻ|
൏
 ߝ

 
(р
ис

. 4
.2

).
 И
м
ее
м

: 

∆
ൌ

1 ߨ2
න

൅
1 ߨ2

| ௧
ି
௧ బ
| ழ
ଶఋ

න
,

| ௧
ି
௧ బ
| ஹ
ଶఋ

 

гд
е 
ин
те
гр
ал
ы

 б
ер
ут
ся

 п
о 
те
м

 д
уг
ам

 е
ди
ни
чн
ой

 о
кр
уж

но
ст
и,

 д
ля

 а
рг
ум

ен
-

то
в 
то
че
к 
ко
то
ры

х 
вы

по
лн
ен
ы

 с
оо
тв
ет
ст
ву
ю
щ
ие

 н
ер
ав
ен
ст
ва

. 
П
ри
м
ен
яя

 к
 

пе
рв
ом

у 
из

 н
их

 и
зв
ес
тн
ую

 и
з 
ан
ал
из
а 
те
ор
ем
у 
о 
ср
ед
не
м

 и
 с
но
ва

 п
ол
ьз
уя
сь

 
ус
ло
ви
ям
и 

1)
 и

 2
),

 м
ы

 п
ол
уч
им

:  

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
 

6
  
Т
оч
ны

й 
см
ы
сл

 у
сл
ов
ия

 3
) 
сл
ед
ую

щ
ий

: 
дл
я 
лю

бо
го

ߝ 
൏
0

 н
ай
ду
тс
я 
чи
сл
а 
ߩ
൏
1

  
и 

ߜ
൐
0	
	т
ак
ие

, 
чт
о 
пр
и 
ݎ
൐
1
െ
ߩ

 и
 |
߮
െ
ݐ ଴
|
൏
ߜ

 д
ля

 в
се
х 

t, 
уд
ов
ле
тв
ор
яю

щ
их

 н
ер
ав
ен

-
ст
ву

 | ݐ
െ
ݐ ଴
|
൐
ߜ2

, с
пр
ав
ед
ли
во

 н
ер
ав
ен
ст
во

 0
൑
ܷ
ሺ ݖ
ߞ,
ሻ
൏
.ߝ

  

Р
и
с.

 4
.2
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О
тд
ел
яя

 в
 и
нт
ег
ра
ле

 Ш
ва
рц
а 
м
ни
м
ы
е 
ча
ст
и,

 м
ы

 п
ол
уч
им

 в
ы
ра
ж
ен
ие

 
га
рм
он
ич
ес
ко
й 
ф
ун
кц
ии

ݒ 
	ሺ
ሻݖ

 ч
ер
ез

 г
ра
ни
чн
ы
е 
зн
ач
ен
ия

 с
оп
ря
ж
ен
но
й 
к 
не
й 

ф
ун
кц
ии

: 

ሺݒ
ሻݖ
ൌ

1 ߨ2
න
ݑ
ሺ݁

௜௧
ሻ

ݎ2
	s
in
	ሺ߮

െ
ሻݐ

1
െ
ݎ2
co
sሺ
߮
െ
ሻݐ
൅
ଶݎ

ଶగ ଴

. 

Е
сл
и 
м
ы

 в
ос
по
ль
зу
ем
ся

 м
ет
од
ом

 д
ля

 в
ос
ст
ан
ов
ле
ни
я 
ан
ал
ит
ич
ес
ко
й 

ф
ун
кц
ии

 п
о 
ее

 д
ей
ст
ви
те
ль
но
й 
ча
ст
и,

 т
о 
по
лу
чи
м

 и
нт
ег
ра
л,

 р
еш

аю
щ
ий

 т
у 

ж
е 
за
да
чу

, 
чт
о 
и 
ин
те
гр
ал

 Ш
ва
рц
а,

 н
о 
не
ск
ол
ьк
о 
от
ли
ча
ю
щ
ий
ся

 о
т 
не
го

. 
П
ол
ож

им
ݖ 
	ൌ

	0
; т
ог
да

 б
уд
ем

 и
м
ет
ь:

  

ଶݎ
ൌ
ݔ
ଶ
൅
ݕ
ଶ
ൌ
ଶݖ 4
െ
ଶݖ 4

ൌ
0,

 

ݎ2
co
sሺ
߮
െ
ሻݐ
݁ݎ

௜ఝ

݁௜
௧
൅
݁ݎ

௜௧

௜ݎ
ఝ
ൌ
ݖ ߞ
൅
ଶݎ
ߞ ݖ
ൌ
ݖ ߞ
,		
			
			
ݐ݀

ൌ
െ
݅݀
ߞ ߞ

 

(к
ак

 и
 в
ы
ш
е,

 м
ы

 с
чи
та
ем

ݖ 
	ൌ

ݎ	
е௜
ఝ

ߞ ,
	ൌ

	݁
௜௧

).
 П

од
ст
ав
ля
я 
эт
о 
в 
ин
те
гр
ал

 
П
уа
сс
он
а 

 

ݑ
ሺ ݔ
ݕ,
ሻ
ൌ

1 ߨ2
න

ݑ
൫݁

௜௧
൯

1
െ
ଶݎ

1
൅
ଶݎ
െ
ݎ2
co
sሺ
߮
െ
ሻݐ
ݐ݀
,

ଶగ ଴
 

по
 ф
ор
м
ул
е 

(4
.4

) 
по
лу
чи
м

: 

݂ሺ
ሻݖ
ൌ
ݑ2

ቀݖ 2
ݖ, 2݅

ቁ
െ
݂ሺ
0ሻ

ത ത
തത
തത
ൌ
1 ߨ

න
ݑ
ሺߞ
ሻ

െ
݅݀
ߞ

ሺߞ
1
െ

௭ ఍ሻ
| ఍
| ୀ
ଵ

െ
݂ሺ
0ሻ

ത ത
തത
തത
, 

ил
и 
ок
он
ча
те
ль
но

  

݂ሺ
ሻݖ
ൌ

ଵ గ
௜
׬

௨
ሺ఍
ሻௗ
఍

఍ି
௭

| ఍
| ୀ
ଵ

െ
݂ሺ
0ሻ

ത ത
തത
തത

. 

 4.
4.

 3
ад
ач
а 
Д
и
р
и
хл
е 
дл
я 
п
ол
уп
л
ос
к
ос
ти

 
  П
ус
ть

 н
а 
де
йс
тв
ит
ел
ьн
ой

 о
си

 з
ад
ан
а 
ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݐ
ሻ,

 о
гр
ан
ич
ен
на
я 
и 
с 

ко
не
чн
ы
м

 ч
ис
ло
м

 т
оч
ек

 р
аз
ры

ва
; 
пу
ст
ь 
ещ

е 
пр
ед
ел
ы

ݑ 
	ሺ
ሻݐ

 п
ри

ݐ 
	→

േ
∞

 
су
щ
ес
тв
ую

т 
и 
ко
не
чн
ы

. Д
ля

 т
ог
о 
чт
об
ы

 н
ай
ти

 з
на
че
ни
е 
в 
то
чк
е 
 ݖ
га
рм

он
и-

че
ск
ой

 в
 в
ер
хн
ей

 п
ол
уп
ло
ск
ос
ти

 ф
ун
кц
ии

ݑ 
	ሺ
ሻݖ

, 
пр
ин
им

аю
щ
ей

 з
ад
ан
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 н
а 
ос
и,

 м
ы

 с
ов
ер
ш
им

 к
он
ф
ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

  

߱
ൌ
ߞ
െ
ݖ

ߞ
െ
 ݖ

по
лу
пл
ос
ко
ст
и 
݉ܫ
ߞ	
൐
0

 н
а 
кр
уг

 |
߱
|
൏
	1

. 
Т
ак

 к
ак

 т
оч
ка

ݖ 
 п
ер
ех
од
ит

 п
ри

 
эт
ом

 в
 ߱
	ൌ

	0
, т
о 
по

 т
ео
ре
м
е 
о 
ср
ед
не
м

  

ܷ
ሺ 0
ሻ
ൌ

ଵ ଶగ
׬

ܷ
ሺ߱
ሻ݀
߬

ଶగ ଴
 , 

 
   

   
   

   
   

   
(4

.2
5)

 

гд
е 
ݑ
ሾ ߞ
ሺ ߱
ሻሿ
ൌ
ܷ
ሺ߱
ሻ 

– 
ар
гу
м
ен
т 
то
чк
и 
на

 о
кр
уж

но
ст
и:

  

77
 

 гд
е 
ܯ

 –
 
м
ак
си
м
ум

 |
ݑ
ሺߞ
ሻ|

 н
а 
ок
ру
ж
но
ст
и 

(с
во
йс
тв
о 

2)
 
ф
ун
кц
ии

 
(4

.1
7)

. 
Н
ак
он
ец

, 
по

 п
ре
ды

ду
щ
ей

 л
ем
м
е,

 п
ри

ݖ 
, 
ст
ре
м
ящ

ем
ся

 к
 л
ю
бо
й 
то
чк
е 
 ߞ
не

-
пр
ер
ы
вн
ос
ти

ݑ 
ሺߞ
ሻ,

 ф
ун
кц
ия

ݑ 
ሺݖ
ሻ 
ст
ре
м
ит
ся

 к
ݑ 
ሺߞ
ሻ,

 ч
то

 и
 т
ре
бу
ет
ся

. 
Т
еп
ер
ь 
не
тр
уд
но

 д
ок
аз
ат
ь 
ра
зр
еш

им
ос
ть

 о
бо
бщ

ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их

-
ле

 и
 д
ля

 п
ро
из
во
ль
но
й 
од
но
св
яз
но
й 
об
ла
ст
и.

  
Т
ео
ре
м
а 

3.
 
Д
ля

 
лю
бо
й 
од
но
св
яз
но
й 
об
ла
ст
и 
ܦ

 и
 
лю
бо
й 
ку
со
чн
о-

не
пр
ер
ы
вн
ой

 с
 т
оч
ка
м
и 
ра
зр
ы
ва

 п
ер
во
го

 р
од
а 
гр
ан
ич
но
й 
ф
ун
кц
ии

ݑ 
ሺߞ
ሻ 
ре

-
ш
ен
ие

 о
бо
бщ
ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их
ле

 с
ущ
ес
т
ву
ет

. 
В

 с
ам
ом

 д
ел
е,

 с
ущ

ес
тв
уе
т 
ко
нф

ор
м
но
е 
от
об
ра
ж
ен
ие

 ߸
	ൌ

	߸
	ሺ
ሻݖ

 о
б-

ла
ст
и 
ܦ

 н
а 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

 |
ݓ
|
൏
	1

. 
За
да
нн
ы
е 
на

 г
ра
ни
це

ܦ 
 к
ус
оч
но

-
не
пр
ер
ы
вн
ы
е 
зн
ач
ен
ия

ݑ 
ሺߞ
ሻ 
пе
ре
хо
дя
т 
в 
ку
со
чн
о-
не
пр
ер
ы
вн
ы
е 
на

 е
ди
ни
ч-

но
й 
ок
ру
ж
но
ст
и 
зн
ач
ен
ия

ݑ 
ሾ ݖ
ሺ ߱
ሻሿ
ൌ
ܷ
ሺ߱
ሻ,

 г
де

ݖ 
ൌ
ሺݖ
߸
ሻ 

– 
ф
ун
кц
ия

, 
об

-
ра
тн
ая

 к
 ߸
	ൌ

߸
	ሺ
ሻݖ

. 
П
о 
эт
им

 г
ра
ни
чн
ы
м

 з
на
че
ни
ям

 с
 п
ом

ощ
ью

 и
нт
ег
ра
ла

 
П
уа
сс
он
а 
м
ож

но
 
по
ст
ро
ит
ь 
га
рм

он
ич
ес
ку
ю

 
в 
кр
уг
е 
| ߸
|
൏
	1

 ф
ун
кц
ию

 
ܷ
ሺ߸
ሻ.

 Т
ог
да

 ф
ун
кц
ия

   
ݑ
ሺݖ
ሻ
ൌ
ܷ
ሾ߸
ሺݖ
ሻሿ

 
 

 
 

 
(4

.1
9)

 
бу
де
т 
га
рм

он
ич
ес
ко
й 
в 
об
ла
ст
и 
ܦ

. О
на

 о
гр
ан
ич
ен
а 
вм
ес
те

 с
 ܷ
ሺ߸
ሻ,

 и
 п
ри

ݖ 
, 

ст
ре
м
ящ

ем
ся

 к
 т
оч
ке

ߞ 
 н
еп
ре
ры

вн
ос
ти

 з
ад
ан
но
й 
ф
ун
кц
ии

ݑ 
ሺߞ
ሻ,

 с
тр
ем
ит
ся

 
к 
зн
ач
ен
ию

ݑ 
ሺߞ
ሻ
ൌ
ܷ
	ሾ߸

	ሺ
ሻߞ
ሿ,

 и
бо

 п
ри

 э
то
м

 т
оч
ка

 ߸
ൌ
߸
	ሺ
ሻݖ
	с
тр
ем
ит
ся

 к
 

то
чк
е 
߸
ൌ
߸
	ሺ
ሻߞ

 н
еп
ре
ры

вн
ос
ти

 ф
ун
кц
ии

 ܷ
ሺ߱
ሻ.

 Т
ак
им

 о
бр
аз
ом

, 
ф
ун
кц
ия

 
(4

.1
9)

 д
ае
т 
ре
ш
ен
ие

 о
бо
бщ

ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их
ле

 д
ля

 о
бл
ас
ти

ܦ 
, и

 т
ео
ре
м
а 

3 
до
ка
за
на

.  
Е
сл
и 
гр
ан
иц
а 
ܥ

 о
бл
ас
ти

ܦ 
 н
е 
им

ее
т 
бе
ск
он
еч
ны

х 
ве
тв
ей

 и
 о
бл
ад
ае
т 

не
пр
ер
ы
вн
ой

 к
ри
ви
зн
ой

, 
то

 р
еш

ен
ие

 о
бо
бщ

ен
но
й 
за
да
чи

 Д
ир
их
ле

 м
ож

но
 

вы
ра
зи
ть

 з
ам
кн
ут
ой

 ф
ор
м
ул
ой

. 
Д
ля

 п
ол
уч
ен
ия

 э
то
й 
ф
ор
м
ул
ы

 ф
ик
си
ру
ем

 
пр
ои
зв
ол
ьн
ую

 т
оч
ку

ݖ 
଴
 о
бл
ас
ти

ܦ 
 и

 о
бо
зн
ач
им

 ч
ер
ез

  
߸
ൌ
݂ሺ
,ݖ
ݖ ଴
ሻ ;
	݂
ሺ ݖ
଴
ݖ,
଴
ሻ
ൌ
0  

 
 

   
   

(4
.2

0)
 

ф
ун
кц
ию

, 
ре
ал
из
ую

щ
ую

 о
то
бр
аж

ен
ие

ܦ 
 н
а 
ед
ин
ич
ны

й 
кр
уг

 | ߸
|
൏
	1

. 
П
е-

ре
хо
дя

, к
ак

 п
ри

 д
ок
аз
ат
ел
ьс
тв
е 
те
ор
ем
ы

 3
, к

 п
ло
ск
ос
ти

 ߸
, м

ы
 м
ож

ем
 п
ре
д-

ст
ав
ит
ь 
ре
ш
ен
ие

 з
ад
ач
и 
Д
ир
их
ле

 с
 п
ом

ощ
ью

 и
нт
ег
ра
ла

 П
уа
сс
он
а.

 В
 ч
ас
т-

но
ст
и,

 п
ол
ьз
уя
сь

 о
бо
бщ

ен
ны

м
и 
зн
ач
ен
ия
м
и,

 в
ве
де
нн
ы
м
и 
в 
эт
ом

 д
ок
аз
а-

те
ль
ст
ве

, в
 ц
ен
тр
е 
кр
уг
а 
߱
ൌ
0 
м
ы

 п
ол
уч
им

: 

ܷ
ሺ 0
ሻ
ൌ

ଵ ଶగ
׬

ܷ
ሺ ߱
ሻ ݀
߬
ൌ

ଵ ଶగ
׬

ܷ
ሺ߱
ሻ݀
ߪ

| ఠ
| ୀ
ଵ

ଶగ ଴
,  

   
   

   
   

   
   

 (
4.

21
) 

гд
е 

 ߱
ൌ
݁௜
ఛ
 и

 ݀
ߪ
ൌ
݀߬

 -
 э
ле
м
ен
т 
дл
ин
ы

 о
кр
уж

но
ст
и 
| ߱
|
ൌ
1 .

  
В

 н
аш

их
 у
сл
ов
ия
х 
ф
ун
кц
ия

 (
4.

20
) 
об
ла
да
ет

 н
еп
ре
ры

вн
ой

 п
ро
из
во
д-

но
й 
на

 г
ра
ни
це

 и
, с
ле
до
ва
те
ль
но

,  
ߪ݀

ൌ
| ݂

ᇱ ሺ
;ߞ
ݖ ଴
ሻ|
ݏ݀

, 
гд
е 

ds
 –

 э
ле
м
ен
т 
дл
ин
ы

 С
, 
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ий

 ݀
ߪ

. 
О
бо
зн
ач
им

 ч
ер
ез

 d
n 
эл
е-

м
ен
т 
вн
ут
ре
нн
ей

 н
ор
м
ал
и 
к 
С

 и
 ч
ер
ез

 −
 ݀
 ߩ
со
от
ве
тс
тв
ую

щ
ий

 е
м
у 
эл
ем
ен
т 

ра
ди
ус
а 
ок
ру
ж
но
ст
и 
| ߱
|
ൌ
1 ;

 т
ог
да

 б
уд
ем

 и
м
ет
ь 
| ݂

ᇱ ሺ
;ߞ
ݖ ଴
ሻ|
݀݊

ൌ
െ
ߩ݀

. 
Т
ак
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  как 

ߩ
ൌ
|݂

ᇱሺݖ;ߞ
଴ ሻ |

ൌ
1
на 

С
, 

то 
м
ож

но 
написать 

ߩ݀
ൌ

ௗ
ఘఘ
ൌ
ߩ݈݊݀

 и 

|݂
ᇱሺݖ;ߞ

଴ ሻ |
ൌ
െ

ௗ
ఘ

ௗ
௡
ൌ
െ

ௗ
௟௡
ఘ

ௗ
௡
ൌ

డడ
௡
ln

ଵఘ
, 

где 
డడ
௡

 означает 
производную

 
в 

направлении внутренней норм
али к С

. П
одставляя это в найденное вы

ш
е 

вы
раж

ение для ݀ߪ
, находим

ߪ݀  :
ൌ

డడ
௡
݈݊

ଵ

|௙
ᇲሺ఍;௭

బ ሻ |   .ݏ݀
 

  
   (4.22) 

Т
еперь остается в ф

орм
уле (4.21) возвратиться к перем

енной z. У
чи-

ты
вая норм

ировку (4.27), по которой точке ߱
ൌ
0 соответствует ݖ

଴ , и соот-
нош

ение (4.22), м
ы

 получаем
:  

ݑ
ሺݖ
଴ ሻ
ൌ

ଵଶగ
׬

ݑ
ሺߞሻ

డడ
௡

஼
݈݊

ଵ

ห௙
ሺഅ;೥బ ሻห   .ݏ݀

 
   (4.23) 

Ф
ункция  

݃
ሺݖ;ݖ

଴ ሻ
ൌ
݈݊

1
|݂ሺݖ;ݖ

଴ ሻ |  

назы
вается ф

ункцией Г
рuна для области D

, она, очевидно, гарм
онична 

всю
ду в D

, кром
е точки ݖ

଴ , где им
еет полю

с. В
водя в (4.23) эту ф

ункцию
 и 

зам
еняя ݖ

଴  на ݖ, м
ы

 получаем
 иском

ую
 ф
орм

улу для реш
ения обобщ

енной 
задачи Д

ирихле:  

ݑ
ሺݖ ሻ

ൌ
ߨ12
න
ݑ
ሺߞሻ ߲݃

ሺݖ,ߞሻ
߲݊

஼

 ݏ݀

(
డడ
௡  – производная в направлении внутренней норм

али).  

Ф
орм

ула Г
рина вы

раж
ает реш

ение задачи Д
ирихле для некоторой 

области D
 через логариф

м
 конф

орм
ного отображ

ения D
 на единичны

й 
круг, т.е. сводит реш

ение задачи Д
ирихле к задаче конф

орм
ного отобра-

ж
ения. О

казы
вается и обратно, если для некоторой области D

 известно 
реш

ение задачи Д
ирихле, то м

ож
но построить конф

орм
ное отображ

ение 
этой области на единичны

й круг.  
В

 сам
ом

 деле, по основной теорем
е такое отображ

ение ߱
ൌ
݂ ሺݖ;ݖ

଴ ሻ,
݂ ሺݖ

଴ ݖ;
଴ ሻ
ൌ
0

 сущ
ествует. П

редполож
им

 сначала, что м
ы

 знаем
 это отоб-

раж
ение, и рассм

отрим
 ф
ункцию

  

ܨ
ሺݖ ሻ

ൌ
݂ሺݖ,ݖ

଴ ሻ
ݖ
െ
ݖ
଴
,

ܨ
ሺݖ
଴ ሻ
ൌ

lim
௭⟶

௭
బ ݂ሺݖ,ݖ

଴ ሻ
ݖ
െ
ݖ
଴
ൌ
݂
ᇱሺݖ

଴ ݖ,
଴ ሻ. 

О
на, очевидно, аналитична  и отлична от нуля всю

ду в области D
 

(ф
ункция ݂ ሺݖ,ݖ

଴ ሻ равна 0 лиш
ь при ݖ

ൌ
ݖ
଴ , а ݂

ᇱሺݖ,ݖ
଴ ሻ
്
0 в силу ком

ф
орм

-
ности отображ

ения). П
оэтом

у ф
ункция ܷ

ሺݖ ሻ
ൌ
݈݊
ܨ|
ሺݖሻ | гарм

онична в об-
ласти D

. Е
е значения на границе С

 этой области  

ܷ
ሺߞ ሻ

ൌ
݈݊
ฬ ݂ሺݖ,ߞ

଴ ሻ
ߞ
െ
ݖ
଴
ฬ
ൌ
݈݊

1
ߞ|
െ
ݖ
଴ |  

не зависят от вида ф
ункции ݂ሺݖ,ݖ

଴ ሻ, ибо |݂
ᇱሺݖ;ߞ

଴ ሻ |
ൌ
1 на С

.  
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П
редполож

им
 теперь, что ф

ункция ݂ሺݖ,ݖ
଴ ሻ неизвестна. П

о заданны
м

 
граничны

м
 значениям

 гарм
онической ф

ункции ܷ
	ሺߞሻ м

ы
 м
ож

ем
 однознач-

ны
м

 образом
 восстановить значения ܷ

	ሺݖሻ внутри D
 (задача Д

ирихле). За-
тем

 с пом
ощ

ью
 интегрирования восстанавливаем

 сопряж
енную

 гарм
они-

ческую
 ф
ункцию

 ܸ
	ሺݖሻ; она находится с точносты

о до постоянного слагае-
м
ого ߙ

. Т
аким

 образом
, м

ы
 находим

 ф
ункцию

 
l݊ܩ

ሺݖሻ
ൌ
	ܷ
ሺݖሻ

൅
ܸ݅
ሺݖሻ

൅
݅ܽ

, 
а затем

 и иском
ое конф

орм
ное отображ

ение  
݂	 ሺݖ,ݖ

଴ ሻ
ൌ
	 ሺݖ	െ

ݖ
଴ ሻе

஼
ሺ௭ ሻ	ൌ

	݁
௜ఈ	 ሺݖ

െ
ݖ
଴ ሻе

௎
ሺ௭ ሻା

௜௏
ሺ௭ ሻ. 

О
но определяется с точностью

 до поворота, что соответствует при-
няты

м
 условиям

 норм
ировки.  

И
т
ак, 

задача 
конф

орм
ного 

от
ображ

ения 
област

и 
на 

единичны
й 

круг и задача Д
ирихле для т

ой ж
е област

и эквивалент
ны

; они сводят
ся 

друг к другу с пом
ощ
ью

 прост
ы
х операций диф

ф
еренцирования и инт

егри-
рования.  

Задача отображ
ения области D

 на полосу 0
൏
൏	ݒ	

	1:  
ݓ
	ൌ

	݂	 ሺݖ ሻ;	݂	 ሺݖ
ଵ ሻ
ൌ
	െ
∞
;	݂	ሺݖ

ଶ ሻ	ൌ
	О
,݂	ሺݖ

ଷ ሻ	ൌ
∞
,	

ещ
е более просто сводится к обобщ

енной задаче Д
ирихле. М

ы
 находим

 
гарм

оническую
 ф
ункцию

ሻ по условиямݖሺ	ݒ 
ൌ	ሻߞሺ	ݒ :

	0
 на дуге ݖ

ଵ ݖ
ଶ ݖ

ଷ  гра-
ницы

 С
 и ݒ	ሺߞሻ	ൌ

	1
 на остальной части С

, затем
 находим

 сопряж
енную

 к 
ней 

ф
ункцию

 
ݑ
ሺݖሻ,

 удовлетворяю
щ
ую

 
условию

 
ݑ
ሺݖ
ଶ ሻ
ൌ
0

. 
Ф
ункция 

݂ ሺݖ ሻ
ൌ
ݑ
ሺݖ ሻ

൅
ሻ и есть искомݖሺݒ݅

ая.  
 4.3. И

н
тегр

ал
 Ш

вар
ц
а 

 Р
ассм

отрим
 интеграл  

݂ ሺݖ ሻ
ൌ

ଵଶగ
׬

ݑ
ሺߞሻ

ଶగ
଴

఍ା
௭

఍ି
௭ ݐ݀

൅
ܥ݅
	,
൫ߞ
ൌ
݁
௜௧൯, 

                (4.24) 

где С
 – 

действительная 
постоянная, 

реш
ает 

следую
щ
ую

 
задачу: 

найт
и 

aнaлит
ическую

 в круге |ݖ |
൏
1

 ф
ункцию

, дейст
вит

ельная част
ь кот

орой 
на окруж

ност
и приним

ает
 заданны

е значения ݑ
	ሺߞሻ в каж

дой т
очке не-

преры
вност

и ф
ункции ݑ

	ሺߞሻ (Г
. Ш

варц, 1869 г.).  
Д
ействительно, по теорем

е единственности реш
ения задачи Д

ирихле 
действительная 

часть ݑ
	 ሺߞ ሻ

 ф
ункции ݂	ሺݖሻ

 вполне 
определяется 

своим
и 

граничны
м
и значениям

и, а из уравнений К
ош

и-Р
им

ана следует, что тогда 
м
ним

ая часть ݒ	ሺݖሻ этой ф
ункции определена с точностью

 до постоянного 
слагаем

ого. Т
аким

 образом
, ф

орм
ула (4.24) при различны

х С
 содерж

ит все 
реш

ения поставленной задачи.  
П
олагая в этой ф

орм
уле ݖ	ൌ

	0
 и пользуясь теорем

ой о среднем
, по-

лучим
, что член с интегралом

 равен ݑ
	ሺ0ሻ

; м
ы

 м
ож

ем
, следовательно, 

утверж
дать, что постоянная С	ൌ

  .ሺ0ሻ	ݒ	
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