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ВВЕДЕНИЕ 
 

Данное учебное пособие является частью учебно–методического 
комплекса по дидактической единице «Векторная алгебра». Оно служит 
дополнением к базовым учебникам и учебным пособиям, которые указаны 
в списке основной учебной литературы рабочей программы. Учебное по-
собие предназначено для проведения практических аудиторных занятий, 
контрольных и самостоятельных работ, тестирования и выдачи расчетно–
графического задания. 

Цель настоящего учебного пособия – оказание помощи студенту в 
приобретении навыков решения типовых задач по дидактической единице 
«Векторная алгебра». Описание основных методов решения сопровожда-
ется не только необходимыми теоретическими сведениями, но и подроб-
ными решениями соответствующих задач, что в значительной степени  
облегчает подготовку студентов к контрольной или самостоятельной рабо-
там, а также к тестированию. Подробное решение типового варианта рас-
четно–графического задания окажет существенную помощь в решении и 
оформлении своего варианта. 

В данном учебном пособии приведены краткие теоретические сведе-
ния из курса векторной алгебры – понятие вектора, линейные операции 
над векторами, проекция вектора на ось, координаты вектора, длина векто-
ра, деление отрезка в данном отношении, линейная комбинация векторов, 
базис, скалярное, векторное и смешанное произведение векторов и их при-
ложения.  

Работа содержит достаточное количество задач, снабженных по-
дробными решениями. Задачи подобны тем, что предлагаются в наборах 
задач для аудиторных (практических) занятий, самостоятельных работ и в 
расчетно–графических заданиях. В конце пособия предложен типовой ва-
риант контрольной работы с подробным решением, в котором содержатся 
задачи по всем разделам и образец теста (с ответами). 
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1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 
 
1.1.  Понятие вектора. Линейные операции над векторами 

 
 
Определение 1.1. Направленный отрезок с началом в точке А и кон-

цом в точке В называется вектором. Обозначается одной строчной буквой 
или двумя заглавными буквами латинского алфавита со стрелкой сверху: 

,, ba
 AB… 

 

                                                                             AB 
         В 
                 аሬԦ         А 
 
 

Определение 1.2. Если точки А и В совпадают, то вектор называется 

нулевым. Нулевой вектор обозначается 0


.  
 
Определение 1.3. Два вектора называются коллинеарными, если они 

лежат на одной прямой или на параллельных прямых.  
 
Определение 1.4. Два вектора называются сонаправленными, если 

они коллинеарны и направлены в одну сторону.  
 
Определение 1.5. Два вектора называются противоположно направ-

ленными, если они коллинеарны и направлены в противоположные стороны. 
 

Определение 1.6. Два вектора a


 и b


 называются равными, если они 
сонаправлены и имеют одинаковую длину. Обозначение: ba


 . 

 
Определение 1.7. Три вектора в пространстве называются компла-

нарными, если они лежат в одной плоскости или в параллельных  
плоскостях. 

 
Классификация векторов представлена в табл. 1.1. 
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Таблица 1.1 
 

Наименование векторов Пример их расположения 
на плоскости 

Обозначение 

Нулевой вектор • а→ 
Коллинеарные векторы              а→ 

 
      	в→ 

 
 
 

 
аሬԦ║вሬԦ 

 

Сонаправленные векторы  
 
             	а→  

                           	в→ 

 
 
 
 

 
аሬԦ↑↑вሬԦ 

 

Противоположно  
направленные векторы 

 
 
 
                           	в→ 

 
             а→ 

 
 

 
аሬԦ↑↓вሬԦ 

 

Равные векторы  
 
 
 
                           	в→ 

 
             	а→ 

 
 
 

 
аሬԦ═вሬԦ 
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Линейные операции над векторами 

Линейными операциями над векторами являются умножение вектора 
на число и сложение векторов. 

 
Определение 1.8. Если точка А является началом вектора a


, то гово-

рят, что вектор a


 отложен от точки А. Отложим от точки А вектор AB, 

равный a


. Затем от точки В отложим вектор BC , равный b


. Вектор AC , 

равный c


, называется суммой векторов a


 и b


 и обозначается: .bac


  
Для любых трех точек А, В, С справедливо равенство (правило  

треугольника): ACBCAB   (рис. 1). 
 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1 
 

Определение 1.9. Разностью векторов ba


и  называется вектор c


, 

сумма которого с вектором b


 равна вектору a


. Обозначается: .bac


  
Разность векторов можно определить также равенством: .)1( bac


  

На рис. 2 изображена сумма и разность векторов Ԧܽ	и	 ሬܾԦ: 
 
 

                                                   bа


  

                                                                        bа


  
 
                      a


 

                                                        b


 
 

Рис. 2 
 

 

 

B

A 

C 
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Определение 1.10. Произведением a


  вектора a


 на действительное 

число   называется новый вектор b , который обладает свойствами: 

1о  длина вектора b  в   раз больше длины вектора a


: 

ab


 ; 

2° векторы a


 и b


 сонаправлены, если 0  (рис. 3, а) и противопо-
ложно направленны, если 0  (рис. 3, б). 

 
 

а)                       С                                        б)                    В 

                                                                                    А 

          В                                                                  

   А                                                               С 

)0(

,

,






aАС

aАВ




                                                                         

)0(

,

,






aАС

aАВ




 

Рис. 3 
 
Свойства линейных операций над векторами: 
 
1)  )()()( aaa


; 

2) aaa


 )( ; 

3) abba


 ; 

4) baba


 )( ; 

5) )()( cbacba


 ; 

6) )( baba


 . 
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1.1.1. Практическое занятие 
 

1) Укажите, какими являются следующие пары векторов: 
 
 

а)                  a


                         b


 
 
 
 
 
 

б)           a


              b


 
 
 
 
 

в)           a


                             b


 
 
 
 
 

г)                               a


                     b


 
 
 
 

2) Даны векторы a


, b


 и  с


. Построить следующие вектора:  ba


 ,  

b


2 , bac


 ,   .2
2

1
3 bac


  

 

    a


                                           b


                                   с


 
 
 
 

3) Даны векторы a


, b


 и  с


. Построить следующие вектора:  bс


 ,  

а


2 , bac


 ,   .2
2

1
3 bac


  

 

    a


                                         b


                                    с

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1.1.2. Самостоятельная работа 
 
Вариант 1 

Даны векторы a


, b


 и  с


. Построить следующие вектора:  ba


 ,  
bac


 ,   .23 bac


  
 

    a


                                          b


                                         с


 
 
 
 
Вариант 2 
Даны векторы a


, b


 и  с


. Построить следующие вектора:  bс


 ,  
bac


32  ,   .23 bac


  
 

    a


                                              b


                                    с


 
 

 
 

1.2. Проекция вектора на ось. Координаты вектора 
 
Определение 1.11. Осью называется прямая с заданным началом  

отсчета и направлением (направление на рисунках указывается стрелкой). 
 

Определение 1.12. Проекцией вектора ABa 


 на ось 0u называется 
число, равное: 

  11BA , если вектор 11BA  и ось 0u одинаково направлены (рис. 4, а); 

– 11BA , если вектор 11BA  и ось 0u направлены противоположно                    

(рис. 4, б); 
  0, если вектор a


 и ось 0u перпендикулярны. 

uB1 A1 

A 

а) 

uA1 B1

A 

B

 

Рис. 4 

б)
B 
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Обозначается проекция вектора на ось 0u символом: au


пр . Из опре-

деления следует, что  cosпр aau


, где  – угол между положительным 

направлением оси 0u и вектором a


. 
 
Определение 1.13. Единичный вектор e


, направление которого сов-

падает с направлением оси 0u, называется направляющим вектором этой 
оси или ортом оси. 

Свойства проекции: 
1) При умножении вектора на число, его проекция также умножается 

на это число. 
2) При сложении векторов, их проекции складываются. 
 
Координаты вектора 

Если заданы координаты начала и конца вектора AB: 

),,,(),,,( 222111 zyxBzyxA  то  координаты вектора AB можно вычислить 
по формуле 

 .,, 121212 zzyyxxAB   

Координаты вектора записываются в фигурные скобки через запятую 
или точку с запятой. 

Рассмотрим декартову систе-
му координат, т.е. три взаимно пер-
пендикулярных, пересекающихся в 
точке 0, оси 0х, 0у, 0z. Пусть kji


,,  

– единичные направляющие векторы 
этих осей и a


 – произвольный век-

тор. Отложим вектор a


 от начала 
координат и обозначим zyx aaa ,,  – 

проекции вектора a  на соответ-
ствующие оси координат (рис. 5). 

 
 
 
 
 

Определение 1.14. Проекции вектора на оси координат называются 
координатами вектора. Координатная запись вектора a


 имеет вид: 

kajaiaa zyx


     или     },,{ zyx aaaa 


. 

Рис. 5 

yMy 

M0 Mx
x

z 

0

Mz

 

M 
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Пусть },,{ zyx aaaa 


, },,{ zyx bbbb 


. Тогда правила сложения  век-

торов и умножения вектора на число выражаются формулами: 

}.,,{},,,{ zyxzzyyxx aaaababababa 


 

 
Пример 1.1. По данным точкам А(2, 1, –1), В(4, –3, 1), С(2, 1, 0) 

найти координаты вектора Ԧܿ ൌ 3АВሬሬሬሬሬԦ െ 2ВСሬሬሬሬሬԦ: 

Решение: 
Зная координаты точек А, В и С, найдем координаты векторов 

 :ሬሬሬሬሬԦܥܤ	ሬሬሬሬሬሬԦи	ܤܣ

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ4 െ 2,െ3 െ 1, 1 െ ሺെ1ሻሽ ൌ ሼ2, െ4, 2ሽ; 

ܥܤ ൌ ሼ2 െ 4, 1 െ ሺെ3ሻ, 0 െ 1ሽ ൌ ሼെ2, 4, െ1ሽ. 

Теперь найдем координаты вектора Ԧܿ: 

Ԧܿ ൌ 3АВሬሬሬሬሬԦ െ 2ВСሬሬሬሬሬԦ ൌ 3 ∙ ሼ2, െ4, 2ሽ െ 2 ∙ ሼെ2, 4, െ1ሽ ൌ 

ൌ ሼ6,െ12, 6ሽ െ ሼെ4, 8, െ2ሽ ൌ ሼ6 െ ሺെ4ሻ, െ12 െ 8, 6 െ ሺെ2ሻሽ ൌ 

ൌ ሼ10,െ20, 8ሽ. 

Ответ: Ԧܿሼ10, െ20, 8ሽ. 
 
Пример 1.2. Даны координаты точек ܣሺെ5, 1, 6ሻ, ,ሺ1ܤ 4, 3ሻ	и	ܥሺ6, 3,9ሻ.	 

Найти проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ 	вектор	на	ሬሬሬሬሬԦܥܤ Ԧ݀ ൌ  .ሬሬሬሬሬԦܤܣ

Решение:  

прௗԦ Ԧܿൌ
Ԧܿ	∙	 Ԧ݀

ห Ԧ݀ห
. 

Зная координаты точек А, В и С, найдем координаты векторов ܤܣሬሬሬሬሬԦ и 	ܥܤሬሬሬሬሬԦ: 

ԦܿൌܥܤሬሬሬሬሬԦ ൌ ሼ5, െ1, 6ሽ 

Ԧ݀ൌܤܣሬሬሬሬሬԦൌሼ6, 3, െ3ሽ,	 

Ԧܿ	∙	 Ԧ݀ൌ30 െ 3 െ 18ൌ9,	 

ห Ԧ݀ห ൌ √36 ൅ 9 ൅ 9 ൌ √54. 

Следовательно, 

пр௕ሬԦ Ԧܿ ൌ
9

√54
. 
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1.2.1. Практическое занятие 
 

1) Даны точки  1,4,31M ,  3,2,12 M  и вектор  8,4,1a


. Найти 

21MMпрa
 . 

2) По данным точкам найти координаты векторов AB, 2АВሬሬሬሬሬԦ െ 4ВСሬሬሬሬሬԦ: 

А(1, 4, –3), В(0, –2, 1), С(2, 3, 0); 

А(–1, –7, –1), В(1, 0, –1), С(–1, 2, –1); 

А(0, –5, 2), В(–4, –4, 6), С(0, 6, 1); 

А(2, –2, 4), В(2, –1, 5), С(–6, 6, –1). 

3) Найти проекцию	вектора		 Ԧܽ ൌ ሬܾԦ	вектор	на	ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ -ሬሬሬሬሬԦ, если изܥܤ
вестны координаты точек А(2, –3, 5), В(–1, –1, 6), С(0, 2, 1). 
 

1.2.2. Самостоятельная работа 
 
Вариант 1 
1) Даны точки  6,0,21M ,  0,2,22 M  и вектор  4,3,2a


. 

Найти 21MMпрa
 . 

2) По данным точкам найти координаты векторов 2АСሬሬሬሬሬԦ ൅ 4ВАሬሬሬሬሬԦ,
3АВሬሬሬሬሬԦ െ 2ВСሬሬሬሬሬԦ: 

А(–1, 0, –8), В(9, 0, –1), С(3, –1, 2); 

А(5, –4, 2), В(0, –2, 1), С(2, 0, 0); 

А(–8 , –7, –3), В(0, –2, 4), С(–1, –1, 5). 

3) Найти проекцию	вектора		 Ԧܽ ൌ ሬܾԦ	вектор	на	ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ -ሬሬሬሬሬԦ, если известܥܤ
ны координаты точек А(1, –4, 2), В(–2, –1, 1), С(2, 0, 1). 

 
Вариант 2 
1) Даны точки  1,2,31 M ,  2,3,12 M  и вектор  5,2,2a


. 

Найти 21MMпрa
 . 

2) По данным точкам найти координаты векторов െ5СВሬሬሬሬሬԦ െ 3АСሬሬሬሬሬԦ,
2АВሬሬሬሬሬԦ ൅ 6ВСሬሬሬሬሬԦ: 

А(2, 4, –4), В(2, 0, –4), С(–2, 7, 2); 

А(–9, 2, –2), В(–1, 2, –2), С(0, –1, 4); 

А(4, 8, 1), В(1, 5, 4), С(3, 0, –1). 

3) Найти проекцию	вектора		 Ԧܽ ൌ ሬܾԦ	вектор	на	ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ -ሬሬሬሬሬԦ, если изܥܤ
вестны координаты точек А(3, –2, 1), В(–5, –2, 6), С(4, 1, 0). 
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1.3. Длина вектора. Деление отрезка в данном отношении 
 
Определение 1.15. Длина отрезка АВ называется длиной, или моду-

лем вектора, и обозначается: aAB


, . 

Нулевой вектор не имеет направления и длина его равна нулю. 
 
Определение 1.16. Вектор, длина которого равна единице, называется 

единичным и обозначается e


, т.е. 1e


. 

Длина вектора определяется по формуле 

222
zyx aaaa 


. 

Если заданы координаты начала и конца вектора ),,,( 111 zyxA

),,,( 222 zyxB  то   

 .,, 121212 zzyyxxAB   

Тогда длина вектора равна: 

     212
2

12
2

12 zzyyxxAB  . 
 

Условие коллинеарности векторов, заданных своими координатами: 
 

z

z

y

y

x

x

a

b

a

b

a

b
 .    

Пример 1.3. Вычислить модуль вектора а , если   

2

2
32

kji
kjiа


 
 . 

Приведем подобные в координатной записи вектора а : 











222

2
32

kji
kjiа




 

kji
k

k
j

jii








2

1

2

5

22
32  . 

Коэффициенты векторов ଓԦ, 	ଔሬሬԦ, kሬԦ  и есть координаты вектора Ԧܽ, т.е. 







 

2

1
,

2

5
,1а .  
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Таким образом, длина вектора а  равна: 

  





 






 

4

1

4

25
1

2

1

2

5
1

22
2а  

30
2

1

4

30

4

1254



 . 

Ответ: 30
2

1
а ед. 

 
Пример 1.4. Проверить коллинеарность векторов  

a = {2, –1, 3} и b = {–6, 3, –9}. 

Если векторы a  и b  коллинеарны, то их координаты должны быть  
пропорциональны. Проверим это. 

9

3

3

1

6

2








, 

т.е. коэффициент пропорциональности существует и равен 
3

1
 . 

Следовательно, Ԧܽ║ܾ.ሬሬሬԦ 
 
Пример 1.5. Даны координаты точек ሺെ5, 1, 6ሻ, ,ሺ1ܤ 4, 3ሻ	и	ܥሺ6, 3,9ሻ.	 

Найти модуль	вектора	 Ԧܽൌ4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  .ሬሬሬሬሬԦܥܤ

Решение:  

Зная координаты точек А, В и С, найдем координаты векторов ܤܣሬሬሬሬሬԦ и 	ܥܤሬሬሬሬሬԦ: 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ6, 3, െ3ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܤ	 ൌ ሼ5,െ1, 6ሽ. 

Найдем	координаты	вектора	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  :ሬሬሬሬሬԦܥܤ

ሬሬሬሬሬԦܤܣ4 ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ 4 ∙ ሼ6, 3, െ3ሽ ൅ ሼ5, െ1, 6ሽ ൌ 

ൌ ሼ24, 12,െ12ሽ ൅ ሼ5, െ1, 6ሽ ൌ ሼ29, 11, െ6ሽ. 

Тогда 

ห4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦหܥܤ ൌ ඥ29ଶ ൅ 11ଶ ൅ ሺെ6ሻଶ ൌ √998. 
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Деление отрезка в данном отношении 
 

Определение 1.17. Отношением, в котором точка М делит отрезок 
М1М2, называется число λ, удовлетворяющее равенству ܯଵܯሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ λܯܯଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ. 
Связь между координатами делящей точки М(х, y, z), точек М1(х1, y1, z1), 
М2(х2, y2, z2) и числом λ задается равенствами: 

ݔ ൌ
ଵݔ ൅ ଶݔߣ
1 ൅ ߣ

	; 

 

ݕ ൌ
ଵݕ ൅ ଶݕߣ
1 ൅ ߣ

	; 

 

ݖ ൌ
ଵݖ ൅ ଶݖߣ
1 ൅ ߣ

	. 

 
Деление отрезка М1М2 будет внутренним, если λ ൐ 0, и внешним,  

если λ ൏ 0. При λ ൌ 0  точка М будет серединой отрезка М1М2, λ не может 
принимать значение –1, т.е. λ ് െ1. 

 
Пример 1.6. Известны координаты концов отрезка АВ:  А(2, 4, 1),     

В(1, 0, 5). Найти координаты точки М, делящей отрезок АВ в отношении 
1:4. 

Имеем: λ ൌ ଵ

ସ
ெݎ 		, ൌ ୰ఽା஛୰ా

ଵା஛
,  где r = x, y, z. 

Следовательно, 

ெݔ ൌ
2 ൅

1
4 ∙ 1

1 ൅
1
4

ൌ
9
5
	; 

ெݕ	 ൌ
4 ൅

1
4 ∙ 0

1 ൅
1
4

ൌ
16
5
; 

ெݖ ൌ
1 ൅

1
4 ∙ 5

1 ൅
1
4

ൌ
9
5
; 

ܯ	 ൬
9
5
;
16
5
;
9
5
൰. 
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1.3.1. Практическое занятие 
 

1) Вычислить модуль вектора а , если 

а) 
2

42
32

kji
kjiа





; 

б) 
3

963
243

kji
kjiа





. 

2) Установите правильное соответствие: при каком значении α дли-
на вектора а  в два раза меньше длины вектора b , если известны координа-
ты этих векторов? 

а) а {2,3,α} b {5,0, –3} 1)  α = 1 
б) а {3, –1,1} b {3,α,2} 2)  α = –3 
в) а {2,α,2} b { –1,4, –1} 3)  α = 0 
г) а {1,α,1} b {0, –2,0} 4)  α = 5 
д) а {4,5,0} b {α,4, – 9} 5) α = –2 
 
3) Найти координаты точки М, делящей отрезок АВ в отношении λ, если: 

а) А(4, ˗3, 0), В(2, ˗1, ˗2), λ = 
ଶ

ଷ
; 

б) А(0, 1, 1), В(˗1, 2, ˗3), λ = െ
1
2
. 

 
1.3.2. Самостоятельная работа 

 
Вариант 1 

1) Вычислить модуль вектора а , если 3

54
53

kji
kjiа


 
 . 

2) Найдите значение α, при котором длины векторов а и b  будут 
равны, если известны координаты этих векторов: 

а) а {12, 3, α} b {4, 1, –3}; 

б) а {2, 5, 1} b {4, α, 2}; 

в) а {1, α, 1} b { –1, 1, –1}. 
 
3) Найти координаты точки М, делящей отрезок АВ в отношении λ, если: 

а)  А(2, ˗2, 1), В(4, ˗5, ˗1),  λ =
ଵ

	ଷ
; 

б)  А(1, 2, 0), В(˗3, 3, ˗3),  λ =	െ
3
2
.  
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Вариант 2 

1) Вычислить модуль вектора а , если 4

232
3

kji
kjiа


 
 . 

2) Найдите значение α, при котором длины векторов а и b  будут 
равны, если известны координаты этих векторов. 

а) а {1,α,1} b { –1,1, –1}; 
б) а {10,α,1} b { –1, –2, –10}; 
в) а {4,6,α} b {7,2, – 2}. 
 
3) Найти координаты точки М, делящей отрезок АВ в отношении λ, если: 

а) А(0, ˗6, 4),  В(1, 2, ˗2), λ =	
1
5
; 

б) А(9, 3, 2),  В(˗2, 0, ˗1), λ =	െ
4
3
. 

 
1.4. Линейная комбинация векторов. Базис  

 

Определение 1.18. Линейной комбинацией naaa ,,, 21   называется 

вектор 


n

k
kk ac

1
, где числа ck – коэффициенты линейной комбинации. 

 

Определение 1.19. Векторы naaa ,,, 21   называются линейно  
независимыми, если равенство нулевому вектору их линейной комбинации 
возможно тогда и только тогда, когда все коэффициенты линейной комби-
нации  равны нулю.  

0
1




n

k
kk ac

       верна, если ck = 0 для  k. 

В противном случае, векторы naaa ,,, 21   – линейно зависимы. 

Замечание. Если naaa ,,, 21   – линейно зависимы, то, по крайней  
мере, один из них может быть представлен в виде линейной комбинации 
остальных. 

Утверждение: любые три вектора на плоскости являются линейно  
зависимыми. 

 
Пример 1.7. Разложить вектор c = {9, 4} по векторам a = {2, –3} и 

b = {1, 2}. 

Найдем коэффициенты  и   в разложении:  bас


 . 
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Запишем эту формулу в координатах. Сначала вычислим координаты 
правой части: 

 a  + b = {2 ; –3} + {1 ; 2} = {2  +  ; –3  + 2}. 

Эти координаты должны быть равны соответствующим координатам 
вектора c , т.е. {9, 4}={2  +  ; –3  + 2}. 

Следовательно,                   







2-34

+   2 = 9

. 

Решим эту систему уравнений методом исключения переменных: 







2-34

  2  - 9 = 
   








147

  2  - 9 = 
   








5

2

. 

Ответ: c  = 2 a  + 5b . 

 

Базис 
 
Определение 1.20. Набор векторов п

aaa ,,,
21
  образует базис  

в некотором пространстве векторов, если: 
1) эти векторы линейно независимы; 
2) любой другой вектор данного пространства может быть представ-

лен в виде линейной комбинации векторов базиса, то есть для  (любого) 
вектора b  из данного множества векторов: 

nnn axaxaxbRxxx   221121 :,,, . 

Вывод 1: на множестве векторов, расположенных на прямой, базис 
может быть образован с помощью одного ненулевого вектора. 

Вывод 2: в пространстве векторов на плоскости базис может состо-
ять из двух неколлинеарных векторов. 

Вывод 3: в трехмерном пространстве базис могут образовать любые 
три некомпланарных вектора. 

 

Пример 1.8. Даны векторы:      ,5,1,2,2,1,1,1,2,3  cba


 

 5,6,11 d


 в некотором базисе. Показать, что векторы cba


,,  образуют  

базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 

Составим определитель  из координат векторов cba


,,  и вычислим 

его разложением, например, по первой строке: 
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    















 

12

11
11

32

21
12

31

21
13

312

211

123
3121  

      821432233  . 

Так как    0, то векторы cba


,,  образуют базис. 

Найдем координаты вектора d


 относительно базиса cba


,, , т.е. чис-

ловые коэффициенты d1, d2, d3 разложения 

cdbdadd


321  . 

Последнее векторное равенство можно записать в виде системы  
трех  линейных уравнений с тремя неизвестными: 














.532

,62

,1123

321

321

321

ddd

ddd

ddd

 

Решая эту систему, например, по формулам Крамера, находим: 

d1 = 2, d2 = 3, d3 = 1. 

Ответ: Ԧ݀ሼ	2, 3, 1	ሽ. 

 
1.4.1. Практическое занятие 

 
1) Найти разложение вектора а ={–11; –12} по векторам p ={–1; –3} 

и q ={3;2}. 

2) Найти разложение вектора   а ={4; 3} по векторам p ={–2; –1} и 

q ={4;1}. 

3) Найти координаты вектора а  в базисе p  и q ,  где а ={–11; –12}, 

p ={–1; –3} и q ={3;2}. 

4) Даны векторы:      ,5,1,2,2,1,1,1,2,3  cba


  5,6,11 d


 в 

некотором базисе. Показать, что векторы cba


,,  образуют  базис, и найти 

координаты вектора d


 в этом базисе. 
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1.4.2. Самостоятельная работа 
 

Вариант 1 
1) Найти  разложение  вектора  а ={1; 2} по  векторам  p ={11; 0} и 

q ={–2; –2}. 

2) Найти координаты вектора  а ={–1; 2; 5}  в  базисе p , q  и  r ,  где 

p ={2; –1; 3}, q ={3; 0; –1} и r ={– 2; 3; 1}. 

3) Найти  координаты  вектора а   в  базисе p  и q ,   где  а ={–1; –2}, 

p ={–2; –3} и q ={3; 4}. 
 
Вариант 2 
1) Найти  разложение  вектора а ={–2; 0} по  векторам p ={–1; –3}, 

q ={0; 3}. 

2) Найти координаты вектора  а ={–2; 0; 9}  в  базисе p , q  и  r ,  где 

p ={0; –1; 2}, q ={1; 0; –1} и r ={– 1; 2; 4}. 

3) Найти координаты вектора а  в базисе p  и q ,  где а ={–11; –12}, 

p ={–1; –3} и q ={3; 2}. 
 

1.5. Скалярное произведение векторов и его свойства.  
Приложение скалярного произведения векторов 

 
Определение 1.21. Скалярным произведением векторов ba


и  назы-

вается число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла 

между ними. Обозначение: ba

  или ),( ba


. 

Таким образом, по определению 

 cos),( bababa


, 

где   – угол между векторами ba


и .  
Выражение скалярного произведения векторов },,{ zyx aaaa 


, 

},,{ zyx bbbb 


 через координаты сомножителей: 

.zzyyxx babababa 


 

Свойства скалярного произведения векторов:
 

1о  0ba


 прямой угол ( ba


 ), 
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  0ba


 – острый угол, 

  0ba


 – тупой угол; 

2о ;abba

  

3о  ;)( cabacba

  

4o  ).()()( bababa


  

Если ba


 , то по определению .0cos 2aaaaa


  

Определение 1.22. Произведение 2aaa


  называется скалярным 

квадратом вектора a


.  

Используя свойства 1° – 4°, легко получить формулу для вычисления 

скалярного произведения векторов kajaiaa zyx


 , kbjbibb zyx


  

через координаты сомножителей. Скалярное произведение векторов равно 
сумме попарных произведений соответствующих координат этих векторов: 

zzyyxx babababa 


. 

Пример 1.9. Даны координаты точек ሺെ5, 1, 6ሻ, ,ሺ1ܤ 4, 3ሻ	и	ܥሺ6, 3,9ሻ.	 

Найти скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ	ൌ	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ  .ሬሬሬሬሬሬԦ	ܥܤ

Решение:  

Зная координаты точек А, В и С, найдем координаты векторов ܤܣሬሬሬሬሬԦ и 	ܥܤሬሬሬሬሬԦ: 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ6, 3, െ3ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܤ	 ൌ ሼ5,െ1, 6ሽ. 

Найдем	координаты	вектора	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  :ሬሬሬሬሬԦܥܤ

ሬሬሬሬሬԦܤܣ4 ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ 4 ∙ ሼ6, 3, െ3ሽ ൅ ሼ5, െ1, 6ሽ ൌ 

ൌ ሼ24, 12,െ12ሽ ൅ ሼ5, െ1, 6ሽ ൌ ሼ29, 11, െ6ሽ. 

Следовательно, 

Ԧܽൌ4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ ሼ29, 11, െ6ሽ, 
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ሬܾԦൌܥܤሬሬሬሬሬԦ ൌ ሼ5,െ1, 6ሽ. 

Тогда скалярное произведение равно: 

Ԧܽ	∙	 ሬܾԦൌ29∙5൅11∙ሺ െ 1ሻ൅ሺ െ 6ሻ∙6	ൌ	98. 

Пример 1.10. Даны векторы  Ԧܽ	ൌ	4ଓԦ൅4ሬ݇Ԧ	и	ܾ	ሬሬሬԦൌ	⎼ଓԦ൅3ଔԦ൅2ሬ݇Ԧ. 
Необходимо:  
а) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ	и	3ሬܾԦ;  
б) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы 

Ԧܽ	и	 ሬܾԦ. 
 

Решение: 
а) находим: 3ሬܾԦൌ െ 3ଓԦ൅9ଔԦ൅6ሬ݇Ԧ,	 

	 Ԧܽ∙3ሬܾԦൌ4ሺ െ 3ሻ൅0	∙	9൅4	∙	6ൌ12; 

б) так как Ԧܽൌሼ4, 0, 4ሽ,	 ሬܾԦൌሼെ1,	3,	2ሽ		и   
ସ

ିଵ
്

଴

ଷ
്

ସ

ଶ
,	то векторы Ԧܽ	и	 ሬܾԦ 

не коллинеарны.  

Поскольку  

Ԧܽ	∙	 ሬܾԦ	ൌ	4ሺ⎼1ሻ	൅	0	∙	3	൅	4	∙	2	ൌ െ 4	൅	0	൅	8	ൌ	4	്	0, 

то векторы Ԧܽ	и	 ሬܾԦ не ортогональны. 
 

Приложение скалярного произведения векторов 
 
1) Вычисление угла между векторами: 

,cos
222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba









 



 

где   – угол между векторами ba


и . 
2) Условие перпендикулярности (ортогональности) векторов: 

.00  zzyyxx bababababa


 

3) Вычисление проекции одного вектора на другой: 

222222
пр,пр

zyx

zzyyxx
b

zyx

zzyyxx
a

bbb

bababa

b

ba
a

aaa

bababa

a

ba
b















 







 . 
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Пример 1.11. Найти угол между векторами a


 и b


, если a


= {3, 0, 4} 

и b


= {7, 0, 1}. 

Пусть   – угол между векторами a


 и b


. Тогда 

ba

ba







cos . 

Найдем скалярное произведение: 

254021140073 ba


. 

Найдем модули векторов  a


 и b


: 

5251609403 222 a


; 

25501049107 222 b


. 

Найдем cos : 

2

2

2

1

255

25
cos 


 . 

Тогда 
42

2
arccos


 . 

Ответ: 
4


 . 

Пример 1.12.  Даны векторы   ܽ	ሬሬሬԦൌ െ ሬ݉ሬԦ	൅	6 ሬ݊Ԧ			и			ܾ	ሬሬሬԦൌ	3 ሬ݉ሬԦ	൅	4 ሬ݊Ԧ,		 

где	| ሬ݉ሬԦ| ൌ 2;	 | ሬ݊Ԧ| ൌ 5;  ൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯ ൌ 2π/3.  

Найти:  
а)  скалярное произведение векторов  Ԧܽ	и		 ሬܾԦ; 
б)  проекцию вектора ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯ на вектор  ሬܾԦ;	  

в) cosሺ2ሬܾԦ െ Ԧܽ,	4ሬܾԦሶ
෣

ሻ. 
 

Решение. 
а) Найдем скалярное произведение векторов   Ԧܽ	и		 ሬܾԦ.  
Вычисляем  Ԧܽ	∙	 ሬܾԦ: 

Ԧܽ	∙	 ሬܾԦൌሺ െ ሬ݉ሬԦ൅6ሬ݊Ԧሻ	∙	ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻൌ 

ൌ െሬ݉ሬԦ ∙ 3 ሬ݉ሬԦ െ ሬ݉ሬԦ ∙ 4ሬ݊Ԧ ൅ 6ሬ݊Ԧ ∙ 3 ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧ ∙ 4ሬ݊Ԧ ൌ 
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ൌ െ3ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ െ 4ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 18ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 24ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ3ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 14ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 24ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ3| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 14	| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 24|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ െ3	 ∙ 	2ଶ ൅ 14	 ∙ 2	 ∙ 5 ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 24	 ∙ 	5ଶ ൌ 518. 

Получили  Ԧܽ	∙	 ሬܾԦ ൌ 518. 

 

б) Найдем проекцию вектора ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯ на вектор ሬܾԦ, т.е. пр௕ሬԦ	൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯.	 

Согласно формуле  пр௕ሬԦ൫4Ԧܽ െ 5Ԧܾ൯ൌ
ሺ4Ԧܽെ5Ԧܾሻ	∙	௕ሬԦ	

ห௕ሬԦห
.		 

Выразим вектор  ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯  через векторы ሬ݉ሬԦ	и	 ሬ݊Ԧ: 

4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦൌ4∙ሺ െ ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧሻ െ 5 ∙ ሺ3 ሬ݉ሬԦ ൅ 4ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ െ4ሬ݉ሬԦ ൅ 24ሬ݊Ԧ െ 15ሬ݉ሬԦ െ 20ሬ݊Ԧ ൌ െ19ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧ. 

Найдем скалярное произведение векторов ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯	и		 ሬܾԦ: 

൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯	∙	 ሬܾԦൌሺ െ 19ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ	∙	ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻൌ 

ൌ െ57ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 12ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݉ሬԦ െ 76ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ57ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ െ 64 ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ57| ሬ݉ሬԦ|ଶ െ 64| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 16|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ െ57 ∙ 2ଶ െ 64 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 16 ∙ 5ଶ ൌ െ148; 

 

ห ሬܾԦห ൌ ටሬܾԦ ∙ ሬܾԦ ൌ ටሺ3ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ ∙ ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ ඥ9ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 12ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 12ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ඥ9ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 24 ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ට9| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 24| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 16|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

=ට9 ∙ 2ଶ ൅ 24 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 16 ∙ 5ଶ ൌ √316. 
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Окончательно получаем 

пр௕ሬԦሺ4 Ԧܽ⎼5ሬܾԦሻൌ െ
148

√316
. 

в) Найдем cosሺ2ሬܾԦ െ Ԧܽ,	4ሬܾԦሶ
෣

ሻ. 

cos ൬2ሬܾԦ െ Ԧܽ,	4ሬܾԦሶ
෣

൰ ൌ
൫2ሬܾԦ െ Ԧܽ൯	∙	4ሬܾԦ

ห2ሬܾԦ െ Ԧܽห 	 ∙ 	 ห4ሬܾԦห
. 

Выразим векторы  ൫2ሬܾԦ െ Ԧܽ൯	и	4ሬܾԦ  через векторы ሬ݉ሬԦ	и	 ሬ݊Ԧ: 

2ሬܾԦ െ Ԧܽൌ2∙ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ െ ሺെ݉ ൅ 6݊ሻ ൌ 

ൌ6ሬ݉ሬԦ൅8ሬ݊Ԧ൅ሬ݉ሬԦ െ 6ሬ݊Ԧ ൌ 7ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧ, 

 

4ሬܾԦൌ4∙ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻൌ12ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧ. 

Тогда 

൫2ሬܾԦ െ Ԧܽ൯	∙	4ሬܾԦൌሺ7 ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧሻ	∙	ሺ12 ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧሻൌ 

ൌ 84ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 24ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 112ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 32ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ 84ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 136ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 32ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ 84| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 136| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 32|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ 84 ∙ 2ଶ ൅ 136 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 32 ∙ 5ଶ ൌ 456; 

 

ห2ሬܾԦ െ Ԧܽห ൌ ටሺ7ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧሻ ∙ ሺ7 ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ ඥ49ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 28ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 4ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ට49| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 28| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 4|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ ඨ49 ∙ 2ଶ ൅ 28 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ൬െ
1
2
൰ ൅ 4 ∙ 5ଶ ൌ √156; 
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ห4ሬܾԦห ൌ ටሺ12ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧሻ∙ሺ12 ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ ඥ144ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 384ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 256ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ට144| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 384	| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯ ൅ 256|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ ඨ144 ∙ 2ଶ ൅ 384 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ൬െ
1
2
൰ ൅ 256 ∙ 5ଶ ൌ √5056. 

В результате имеем: 

cosሺ2ሬܾԦ⎼ Ԧܽ,	4ሬܾԦ෣ሻ ൌ
456

√156 ∙ √5056
ൌ

456

√788736
ൎ 0,5. 

 
1.5.1. Практическое занятие 

 
1) Вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ ൌ ሼ3;	െ2; 1; 3; െ3ሽ 

и  ሬܾԦ ൌ ሼ6; 0;െ3; 2;	െ1ሽ. 
2) Вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ ൌ ሼ2;	െ1; 	4; 	0; െ1ሽ 

и  ሬܾԦ ൌ ሼ4; 3; 2; 9;	െ3ሽ. 
3) Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если известны 

координаты точек  А(2; –2; 3), В(1; –1; 2), С(4; –4; 5). 
4) Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если известны 

координаты точек А(–2; 4; –6), В(0; 2; – 4), С(–6; 8; –10). 
5) Вычислить, при каком значении α векторы Ԧܽ и ሬܾԦ будут перпенди-

кулярными, если известны координаты этих векторов? 
а) а {12,3,α} b {4,1, –3}; 
б) а {2,5,1} b {4,α,2}. 
 

1.5.2. Самостоятельная работа 
 
Вариант 1 
1) Вычислить скалярное произведение векторов  Ԧܽ ൌ ሼ1;	െ1; 0; 5; െ3ሽ 

и  ሬܾԦ ൌ ሼ5; 2; 9; െ2;	െ1ሽ. 
2) Вычислить скалярное произведение векторов  Ԧܽ ൌ ሼ3;	െ3; 6; 0; െ2ሽ 

и  ሬܾԦ ൌ ሼ2; 4;െ1; 3;	െ3ሽ. 
3) Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если известны 

координаты точек  А(1; –1; 5), В(2; –1; 1), С(5; –4; 4). 
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4) Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если известны 
координаты точек А(–6; 2; –4), В(2; 0; –4), С(–8; 10; –6). 

5) Вычислить, при каком значении α векторы а  и b  будут перпен-
дикулярными, если известны координаты этих векторов: 

а) а {1,α,1} b { –1, 1, –1}; 
б) а {10,α,1} b { –1, –2, –10}. 
 
Вариант 2 
1) Вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ ൌ ሼ1;	െ1; 	8; 	0; െ3ሽ 

и  ሬܾԦ ൌ ሼ3; 1; 0; 11;	െ6ሽ. 
2) Вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ ൌ ሼ1;	െ3; 	14; 	1; െ2ሽ 

и   ሬܾԦ ൌ ሼെ4; 1; 0; 9;	െ1ሽ. 
3) Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если известны 

координаты точек  А(0; –4; 3), В(2; –2; 1), С(3; –4; 0). 
4) Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если известны 

координаты точек А(–1; 2; –2), В(1; 0; – 4), С(–2; 7; –1). 
5) Вычислить, при каком значении α векторы а  и b  будут перпен-

дикулярными, если известны координаты этих векторов: 
а) а {1, 2, α} b {4, 0, –3}; 
б) а {3, 5, 6} b {1, α, 0}. 

 
1.6. Векторное произведение векторов и его свойства.  

Приложение векторного произведения векторов 
 
Определение 1.23. Упорядоченная тройка векторов cba


,,  называет-

ся правой, если кратчайший поворот первого вектора ко второму виден из 
конца третьего вектора против часовой стрелки, в противном случае трой-
ка векторов называется левой. 

 

Определение 1.24. Векторным произведением двух векторов ba


и  
называется третий вектор c


, удовлетворяющий условиям: 

а) длина вектора c


 равна произведению длин векторов ba


и  на  

синус угла  между векторами ba


и : 

 sinbac


; 

б) вектор c


 перпендикулярен векторам ba


и ; 

в) тройка векторов cba ,,  – правая. 

Обозначение: bac   или ],[ bac  .  
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Выражение векторного произведения векторов },,{ zyx aaaa 


, 

},,{ zyx bbbb 


 через координаты сомножителей: 

k
bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa

bbb

aaa

kji

ba
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx






 . 

 

Свойства векторного произведения векторов: 

1)    abbа


 ; 

2)      bababa


 ; 

3)   0||  baba


; 

4)   cbcacba


 . 
 

Пример 1.13. Даны векторы ሬܾԦ	ൌ	⎼ଓԦ൅3ଔԦ൅2ሬ݇Ԧ	и	 Ԧܿ	ൌ	3ଓԦ൅5ଔԦ.	 

Найти модуль векторного произведения 3сԦ	и	ሬܾԦ. 
Решение: 
Поскольку 3 Ԧܿൌ9ଓԦ൅15ଔԦ, то 

3 ԦܿൈሬܾԦൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
9 15 0
െ1 3 2

ቮ ൌ 30ଓԦ൅27ሬ݇Ԧ൅15ሬ݇Ԧ െ 18ଔԦ	ൌ	30ଓԦെ 18ଔԦ൅42݇.ሬሬሬԦ 

А следовательно, модуль векторного произведения равен: 

ห3 ԦܿൈሬܾԦห ൌ ඥ30ଶ ൅ ሺെ18ሻଶ ൅ 42ଶ ൌ √2988. 

 
Приложение векторного произведения векторов 

1) Вычисление площади параллело-
грамма: 

baS  , 

где S – площадь параллелограмма, постро-
енного на векторах ba


и . 

2) Вычисление площади треугольника: 

baS 
2

1
, 

где S – площадь треугольника с вершинами 
в точках А, В, С, ACbABa  ,  (рис. 6). 

А 

В 

 
С 

 

Рис. 6 
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Пример 1.14. Найти вектор c , перпендикулярный векторам             
a = {2, –2, –3} и b = {4, 0, 6}. 

 

Решение: 

Так как ac   и bc  , то bac  (векторное произведение векто-
ров a  и b ). 











04

22

64

32

60

32

604

322 kji

kji

bac  

kji 82412  . 
Таким образом, получили координаты вектора c . 
Ответ: c {–12, –24, 8}.  

 
Пример 1.15. Вычислить площадь параллелограмма ABDC и тре-

угольника ABC, если А(0, 2, 2), B(1, –2, 3), C(–1, 2, 1), D(0, –2, 2). 
 

Решение. 

Найдем векторы AB  и AC : 

AB = { 1, –4,  1}, 

AC = {–1,  0, –1}. 
Найдем векторное произведение полученных векторов: 

















01

41

11

11

10

14

101

141 kji

kji

ACAB  

kji )4(04  . 

Найдем площадь параллелограмма ABDC, как длину полученного 
вектора 

243216016)4(04 224  ACABS ABCD . 

Зная площадь параллелограмма, найдем площадь треугольника ABC: 

22
2

24

2

1
 ABDCABC SS . 

Ответ: 24ABDCS кв. ед., 22ABCS кв. ед.  
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1.6.1. Практическое занятие 
 

1) Вычислить площадь треугольника АВС, если известны координа-
ты его вершин А(2, 4, –2), В(–1, 6, –3) и С(1, 4, –1). 

2) Вычислить площадь параллелограмма АВСD, если известны  
координаты трех его вершин А(–2, 1, 0), В(2, 5, –2), С(–1, 3, –1). 

3) Вычислить значение α, при котором векторы p =4а –3b  и   

q
 
= 9b –12а  будут коллинеарны, где а {–13, –13, α}, b {39, 39, –105}. 

4) Вычислить значение α, при котором векторы p =6а –2b  и q = b –3а   

будут коллинеарны, где а {1, 2, α}, b {2, –1, 0}. 
 

1.6.2. Самостоятельная работа 
 
Вариант 1 
1) Вычислить площадь треугольника АВС, если известны координа-

ты его вершин А(1, 2, 0), В(3, 0, 3) и С(5, 2, 6). 
2) Вычислить площадь параллелограмма АВСD, если известны ко-

ординаты трех его вершин А(–1, 2, –3), В(1, 0, –1), С(–2, 4, –1). 
3) Установите правильное соответствие, при каком значении α векто-

ры а  и b  будут коллинеарными, если известны координаты этих векторов: 
а) а {12, –3, α} b {–4, 1, –3} 1) –9 
б) а {–2, 5, 1} b {4, α, –2} 2) 9 
в) а {1, α, 1} b { –1, 1, –1} 3) 10 
г) а {2, –5, –1} b {– 4, α, 2} 4) –10 
д) а {–63, –18, α} b {7, 3, 1} 5) –1 
 6) 1 
 
Вариант 2 
1) Вычислить площадь треугольника АВС, если известны координа-

ты его вершин А(–3, –2, 1), В(–2, 2, –1), С(–4, 2, –1). 
2) Вычислить площадь параллелограмма АВСD, если известны ко-

ординаты трех его вершин А(–2, 2, –2), В(2, 3, –1), С(–1, 1, –3).  
3) Установите правильное соответствие, при каком значении α векто-

ры а  и b  будут коллинеарными, если известны координаты этих векторов: 
а) а {12,3,α} b {4,1, –3} 1) 10 
б) а {2,5,1} b {4,α,2} 2) –8 
в) а {2, – 6, 1} b {4,α,2} 3) –9 
г) а {–2,α, –2} b { –1,1, –1} 4) 2 
д) а {14,6,α} b {7,3, – 4} 5) –12 

 6) 8 
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1.7. Смешанное произведение векторов и его свойства.  
Приложение смешанного произведения векторов 

 
Пусть cba ,,  – три произвольных вектора. 

Определение 1.25. Смешанным произведением векторов cba ,,  
называется число, равное скалярному произведению векторного произве-
дения векторов ba и  на вектор ,c  т.е. cba  )( .  

Так как выполняется свойство ),()( cbacba   то смешанное 

произведение можно обозначать проще: cba . 
Выражение смешанного произведения векторов },,{ zyx aaaa 


, 

},,{ zyx bbbb 


,  },,{ zyx cccc   через координаты сомножителей: 

.)(

yyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cbacba   

 

Свойства смешанного произведения векторов: 
1) Смешанное произведение не меняется при циклической переста-

новке сомножителей: 

bacabccbа

 )()()( . 

2) Смешанное произведение меняет знак при перемене мест любых 
двух векторов-сомножителей 

abccba

cabcba

bcacba







.

 

3) Смешанное произведение трех ненулевых векторов равно нулю 
тогда и только тогда, когда они компланарны, т.е. лежат в одной или  
параллельных плоскостях. 
 

Пример 1.16. Даны векторы Ԧܽ	ൌ	4ଓԦ൅4ሬ݇Ԧ,	 ሬܾԦ	ൌ	⎼ଓԦ൅3ଔԦ൅2ሬ݇Ԧ	и	 Ԧܿ	ൌ	3ଓԦ൅5ଔԦ.	 
Необходимо: 

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ,	 ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ,	 ሬܾԦ	и	сԦ. 
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Решение: 
а) так как   5 Ԧܿ	ൌ	15ଓԦ൅25ଔԦ, то  

ሺ ԦܽൈሬܾԦሻ∙5ܿ	ሬሬԦൌ อ
4 0 4
െ1 3 2
3 5 0

อ ൌ െ100 െ 180 െ 200 ൌ െ480; 

б) векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	 Ԧܿ компланарны, тогда и только тогда, когда их сме-
шанное произведение равно  0. Вычисляем 

൫ Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ൯ൌ อ
4 0 4
െ1 3 2
3 5 0

อ ൌ െ20 െ 36 െ 40 ് 0, 

т.е. векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	 Ԧܿ не компланарны. 

Ответ: а) ( Ԧܽ× ሬܾԦ)·5 Ԧܿ= െ 480;	б) a , b  и c  – не компланарны. 

 
Приложения смешанного произведения векторов 
 
1) Условие компланарности векторов: 

.омпланарнык,,0)(  cbacba  
 

2) Вычисление объема тетраэдра (параллелепипеда), построенного на 
векторах cba ,,  (рис. 7). Если векторы cba ,,  не компланарны, то 

 

 cbaVcbaV  партетр 6

1
. 

 
Пример 1.17. Найти объем 

пирамиды, вершины которой нахо-
дятся в точках A(2, –1, 1), B(5, 5, 4), 
C(3, 2, –1), D(4, 1, 3).  

 
Решение 
Найдем координаты векторов 

AB , AC , AD : 
 

AB {3, 6,   3}, 

AC = {1, 3, –2}, 
AD= {2, 2,  2}. 

  

S

h	

	

h

Рис. 7 
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Вычислим смешанное произведение этих векторов: 








22

31
3

22

21
6

22

23
3

222

231

363

ADACAB  

18)62(3)42(6)46(3  . 

Найдем объем пирамиды: 

3
6

18
18

6

1

6

1

6

1
...  ADACABVV пппир . 

Ответ: 3. пирV куб. ед. 

Пример 1.18. Проверить компланарность векторов a = {2, 3, –1},  
b = {1, –1, 3} и c = {1, 9, –11}. 

 

Решение 
Вычислим смешанное произведение векторов a , b  и c : 



















91

11
)1(

111

31
3

119

31
2

1191

311

132

cba  

 )19)(1()311(3)2711(2  

0104232101)311(3)16(2  . 

Так как 0cba , следовательно, векторы a , b  и c  – компланарны. 
Ответ: a , b  и c  – компланарны. 

 
1.7.1. Практическое занятие 

 
1) Вычислить смешанное произведение векторов а {2; 0; 1}, b {1; 0; 2} 

и c {3; 2; 1}. 
2) Вычислить смешанное произведение векторов AB , BC  и AC ,  

если А(–2, 6, 9), В(1, 0, –4), С(4, 3, 8). 
3) Вычислить объем тетраэдра АВСD, если известны координаты 

его вершин A(2, 1, 4), B(4, 3, 8), C(1, 1, 3), D(0, 2, –2). 
4) Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 

AB , AC  и AD , если известны координаты его вершин А(–1, –1, 1), В(–1, 3, –1), 
С(–2, –1, 5), D(4, 4, –2). 
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1.7.2. Самостоятельная работа 
 

Вариант 1 
1) Вычислить смешанное произведение векторов а {3, 0, 1},  

b {–1, 0, 2} и c {–2, 0, –1}. 
2) Вычислить смешанное произведение векторов AB , BC  и AC ,  

если А(3, 2, 1), В(2, 0, 1), С(1, 0, 2). 
3) Вычислить объем тетраэдра АВСD, если известны координаты 

его вершин A(7, 7, 3), B(0, 1, 2), C(3, 7, 3), D(4, 1, –1). 
4) Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 

AB , AC  и AD , если известны координаты его вершин А(–3, –2, 1), В(–2, 2, –1), 
С(–4, 2, –1), D(6, 5, –2). 

 
Вариант 2 
1) Вычислить смешанное произведение векторов а {–1, 1, 0}, b {10, –6, 0} 

и c {2, – 4, 0}. 
2) Вычислить смешанное произведение векторов AB , BC  и AC ,  

если А(–1, 2, –3), В(1, 0, –1), С(–2, 4, –1). 
3) Вычислить объем тетраэдра АВСD, если известны координаты 

его вершин А(2, –2, 1), В(–2, – 4, –1), С(5, 0, 5), D(– 4, 0, 1). 
4) Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 

AB , AC  и AD , если известны координаты его вершин А(–2, 2, –2), В(2, 3, –1), 
С(–1, 1, –3), D(2, 1, 1). 

 
 

2. РАСЧЕТНО⎼ГРАФИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 
 
Выбор варианта по расчетно⎼графическому заданию осуществляется 

в соответствии с порядковым номером студента в списке согласно группо-
вому журналу. 

 
2.1. Расчетно⎼графическое задание 

 
Вариант 1 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{3, 2, 2}, b


{2, 3, 1}, c


{1, 1, 3} и   

d


{5, 1, 11} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образуют 

базис и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
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Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ െ5ሬ݉ሬԦ െ 4ሬ݊Ԧ и ሬܾԦ ൌ 3 ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|	= 3, 

| ሬ݊Ԧ|=5, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ହ

ଷ
  .ߨ

Найти: 

а) ቀെ2 Ԧܽ ൅
ଵ

ଷ
ሬܾԦቁ ∙ ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 

 

Задача  3. Даны векторы Ԧܽ	=	5ଓԦെ 6ଔԦെ 4 ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ	=	4ଓԦ+8ଔԦെ 7 ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=3ଓԦെ 4 ሬ݇Ԧ. 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼4, ⎼2, ⎼3),  

B(2, 5, 7), С(6, 3, ⎼1) и D(6, ⎼4, 1). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середины ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача 5. Сила F = (2, 2, 9) приложена к точке A(4, 2, ⎼3). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(2, 4, 0);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ4, 6, 7ሻ, ,ሺ2ܤ െ4, 1ሻ	и	ܥሺെ3,െ4, 2ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	ܽ	ሬሬሬԦ=	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 2:3. 
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Вариант 2 

Задача 1. Даны  векторы  a


{1, 2, 3},  b


{⎼2, 3, ⎼2}, c


 {3, ⎼4, ⎼5} и                   

d


{6, 20, 6} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образуют 

базис и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ െ2ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 4 ሬ݉ሬԦ െ ሬ݊Ԧ,  где | ሬ݉ሬԦ|=1, 
| ሬ݊Ԧ|=3, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ  :Найти .ߨ

а) ൫3 Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯ ∙ ൫െ2 Ԧܽ ൅ 4ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫െ2ܽሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ൅ 4ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	4ሬܾԦ෣ ቁ. 
 

Задача 3. Даны векторы Ԧܽ	= െ 9ଓԦ+4 ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=	2ଓԦെ 4ଔԦ+6 ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=3ଓԦെ 6ଔԦ൅ 9ሬ݇Ԧ. 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача 4. Вершины пирамиды находятся в точках A(4, 2, 3), B(⎼5, ⎼4, 2), 

С(5, 7, ⎼4) и D(6, 4, ⎼7). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (4, 7, ⎼3) приложена к точке A(5, ⎼4, 2). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(8, 5, ⎼4);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ3, 5, 4ሻ, ,ሺ4ܤ 2, െ3ሻ	и	ܥሺെ2, 4, 7ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ2
бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ2 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 1:2. 
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Вариант 3 

Задача 1. Даны  векторы  a


{4, 2, 5},  b


{⎼3, 5, 6},  c


{2, ⎼3, ⎼2} и  

d


{9, 4, 18} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образуют 

базис и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 5ሬ݉ሬԦ െ 2ሬ݊Ԧ   и  ሬܾԦ ൌ െ3ሬ݉ሬԦ െ ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=4, 

| ሬ݊Ԧ|=5, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ସ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ൫2 Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦ൯ ∙ ൫െ Ԧܽ ൅ 5ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫െܽሬሬሬሬሬԦ ൅ 5ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	5ሬܾԦ෣ ቁ. 

 

Задача 3. Даны векторы Ԧܽ	=	4ଓԦെ 5ଔԦെ 4 ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ	=	5ଓԦെ ଔԦ и Ԧܿ	=	2ଓԦ+4ଔԦെ 3ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  
а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(3, 5, 3), B(⎼3, 2, 8), 

С(⎼3, ⎼2, 6) и D(7, 8, ⎼2). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (⎼5, 4, 4) приложена к точке A(3, 7, ⎼5). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь  

прямолинейно, перемещается из положения A в положение B(2, ⎼4, 1);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ3,െ5, 6ሻ, ,ሺ3ܤ 5, െ4ሻ	и	ܥሺ2, 6, 4ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 4:3. 
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Вариант 4 

Задача 1. Даны  векторы  a


{1, 2, 4},  b


{1, ⎼1, 1},  c


{2, 2, 4} и                     

d


{⎼1, ⎼4, ⎼2} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ 5 ሬ݉ሬԦ ൅ 2ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ െ6ሬ݉ሬԦ െ 4ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=3, 

| ሬ݊Ԧ|=2, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ହ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀെ Ԧܽ ൅
ଵ

ଶ
ሬܾԦቁ ∙ ൫2 Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫2 Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	3ሬܾԦ෣ ቁ. 
 

Задача  3. Даны векторы ܽ	ሬሬሬԦ=3ଓԦെ ଔԦ+5 ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ	=2ଓԦെ 4ଔԦ+6 ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=ଓԦെ 2ଔԦ൅ 3ሬ݇Ԧ. 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 

Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼9, ⎼7, 4),  
B(⎼4, 3, ⎼1), С(5, ⎼4, 2) и D(3, 4, 4). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 

Задача  5. Сила F = (6, 5, ⎼7) приложена к точке A(7, ⎼6, 4). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь  

прямолинейно, перемещается из положения A в положение B(4, 9, ⎼6);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 

Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ6, 5, െ4ሻ, ,ሺെ5,െ2ܤ 2ሻ	и	ܥሺ3, 3, 2ሻ.	 
Найти: 
аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
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вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 3:2. 
 
Вариант 5 

Задача 1. Даны  векторы a


{2, 3, 3}, b


{⎼1, 4, ⎼2}, c


 {⎼1, ⎼2, 4} и                     

d


{4, 11, 11} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 
Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 3ሬ݉ሬԦ െ 2ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ െ4ሬ݉ሬԦ ൅ 5ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=2, 

| ሬ݊Ԧ|=3, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ଵ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ൫2 Ԧܽ െ 3ሬܾԦ൯ ∙ ൫5ܽሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫5 Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	 ሬܾԦ෢ ቁ. 

 

Задача  3. Даны векторы Ԧܽ	= െ 3ଓԦ+2ଔԦ+7 ሬ݇Ԧ, ܾ	ሬሬሬԦ=	ଓሬԦ െ 5ሬ݇Ԧ и Ԧܿ	=	6ଓԦ+4ଔԦെ ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(4, 3, 1), B(2, 7, 5), 

С(⎼4, ⎼2, 4) и D(2, ⎼3, ⎼5). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 

Задача  5. Сила F = (⎼9, 5, 7) приложена к точке A(1, 6, ⎼3). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(4, ⎼3, 5);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
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Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ6, 4, 5ሻ, ,ሺെ7ܤ 1, 8ሻ	и	ܥሺ2, െ2,െ7ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ2

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ2 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 1:4. 
 
Вариант 6 

Задача 1. Даны  векторы a


{3, 2, 1}, b


{4, ⎼1, 5}, c


{2, ⎼3, 1} и                     

d


{8, ⎼4, 0} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образуют 

базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 5ሬ݉ሬԦ െ 3ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 4 ሬ݉ሬԦ ൅ 2ሬ݊Ԧ,  где | ሬ݉ሬԦ|=4, 

| ሬ݊Ԧ|=1, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ଶ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀ2 Ԧܽ െ
ଵ

ଶ
ሬܾԦቁ ∙ ൫3 Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫3 Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	 ሬܾԦ෢ ቁ. 
 

Задача  3. Даны векторы ܽ Ԧ= െ 3ଓԦെ ଔԦെ 5ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=2ଓԦെ 4ଔԦ+8 ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=3ଓԦ+7ଔԦെ ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼8, 2, 7), B(3, ⎼5, 9), 

С(2, 4, ⎼6) и D4, 6, ⎼5). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
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Задача  5. Сила F = (5, 4, 11) приложена к точке A(6, 1, ⎼5). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(4, 2, ⎼6);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ5, 4, 3ሻ, ,ሺ4ܤ 5, 2ሻ	и	ܥሺ2, 7, െ4ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 3:1. 
 
Вариант 7 

Задача 1. Даны  векторы a


{1, 8, 4}, b


{1, 3, 1}, c


 {⎼1, ⎼6, ⎼3} и                     

d


 {1, 2, 3} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образуют 

базис и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 3ሬ݉ሬԦ െ 6ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ െ2ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=6, 

| ሬ݊Ԧ|=3, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ହ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀ3 Ԧܽ െ
ଵ

ଷ
ሬܾԦቁ ∙ ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 

Задача  3. Даны векторы Ԧܽ=3ଓԦെ ଔԦ+2 ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=⎼ଓԦ+5ଔԦെ 4ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=6ଓԦെ 2ଔԦ൅ 4ሬ݇Ԧ. 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
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Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(7, 4, 2), B(⎼5, 3, ⎼9), 
С(1, ⎼5, 3) и D(7, ⎼9, 1). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (3, ⎼5, 7) приложена к точке A(2, 3, ⎼5). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(0, 4, 3);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ4, 3, 2ሻ, ,ሺെ4,െ3ܤ 5ሻ	и	ܥሺ6, 4, െ3ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 2:3. 
 
Вариант 8 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{1, 3, 3}, b


{⎼4, 1, ⎼5}, c


{⎼2, 1, ⎼6} и                     

d


{⎼3, 5, ⎼9} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 
Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 3ሬ݉ሬԦ ൅ ሬ݊Ԧ  и  вሬԦ ൌ െ2ሬ݉ሬԦ െ 4ሬ݊Ԧ,  где | ሬ݉ሬԦ|=3, 

| ሬ݊Ԧ|=2, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
଻

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀെ
ଵ

ଶ
Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦቁ ∙ ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 

 

Задача  3. Даны векторы ܽ Ԧ=4ଓԦെ 6ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=⎼2ଓԦ+3ଔԦ+ ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=3ଓԦെ 5ଔԦ൅ 7ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
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в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼6, ⎼3, ⎼5),  

B(5, 1, 7), С(3, 5, ⎼1) и D(4, ⎼2, 9). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (4, 11, ⎼6) приложена к точке A(3, 5, 1). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(4, ⎼2, ⎼3);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ3, 4, 1ሻ, ,ሺ5ܤ െ2, 6ሻ	и	ܥሺ4, 2, െ7ሻ.	 
Найти: 
аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=4ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ2
бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=4ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ2 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 2:5. 
 
Вариант 9 

Задача 1. Даны  векторы a


{7, 4, 2}, b


{⎼5, 0, 3}, c


{0, 11, 4} и                     

d


 {31, ⎼43, ⎼20} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 об-

разуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ െሬ݉ሬԦ ൅ 2ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 4 ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ,  где | ሬ݉ሬԦ|=4, 

| ሬ݊Ԧ|=5, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ଷ

ଶ
 :Найти .ߨ

а) ൫2 Ԧܽ െ 3ሬܾԦ൯ ∙ ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ.   
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Задача  3. Даны векторы ܽ Ԧ=7ଓԦെ 4ଔԦെ 5ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=ଓԦെ 11ଔԦ+3 ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=5ଓԦ+5ଔԦ൅ 3ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼2, ⎼5, ⎼1), 

B(⎼6, ⎼7, 9), С(4, ⎼5, 1) и D(2, 1, 4). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (⎼4, 5, ⎼7) приложена к точке A(4, ⎼2, 3). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь  

прямолинейно, перемещается из положения A в положение B(7, 0, ⎼3);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ5,െ2,െ6ሻ, ,ሺ3ܤ 4, 5ሻ	и	ܥሺ2, െ5, 4ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ2

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ2 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 4:3. 
 
Вариант 10 

Задача 1. Даны  векторы a


{1, 5, 3}, b


{2, 1, ⎼1}, c


{4, 2, 1} и                     

d


{31, 20, 9} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 
Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 5ሬ݉ሬԦ ൅ ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ െ2ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ,  где | ሬ݉ሬԦ|=2, 

| ሬ݊Ԧ|=5, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ  :Найти .ߨ2

а) ൫െ3 Ԧܽ ൅ 4ሬܾԦ൯ ∙ ൫2 Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦ൯; 
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б) пр௕ሬԦ൫2ܽሬሬሬሬԦ ൅ 3ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	3ሬܾԦ෣ ቁ. 

 
Задача  3. Даны векторы Ԧܽ=2ଓԦെ 7ଔԦ+5 ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=⎼ଓԦ+2ଔԦെ 6ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=3ଓԦ+2ଔԦെ 4ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(5, 2, 7), B(7, ⎼6, ⎼9), 

С(⎼7, ⎼6, 3) и D(1, ⎼5, 2). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (2, 19, ⎼4) приложена к точке A(5, 3, 4). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(6, ⎼4, ⎼1);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ3, 4, 6ሻ, ,ሺെ4ܤ 6, 4ሻ	и	ܥሺ5, െ2,െ3ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 4:3. 
 
Вариант 11 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{⎼1, 4, 3}, b


{⎼2, ⎼7, 1}, c


{3, 2, ⎼4} и                     

d


{6, 20, ⎼3} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
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Задача 2. Даны векторы  аሬԦ ൌ 5ሬ݉ሬԦ ൅ 2ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 4 ሬ݉ሬԦ െ 3ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=4, 
| ሬ݊Ԧ|=7, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ

ସ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ൫െ3 Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯ ∙ ൫2ܽሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫2 Ԧܽ െ ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 

 
Задача 3. Даны векторы  Ԧܽ	=	 െ 9ଓԦ+4ଔԦെ 5ሬ݇Ԧ, 	 ሬܾԦ	=	ଓሬԦ െ 2ଔԦ+4 ሬ݇Ԧ		 и   

Ԧܿ	= െ 5ଓԦ+10ଔԦെ 20ሬ݇Ԧ. 
Необходимо:  
а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача 4. Вершины пирамиды находятся в точках A(7, ⎼1, ⎼2),  

B(1, 7, 8), С(3, 7, 9) и D(⎼3, ⎼5, 2). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (⎼3, 1, ⎼9) приложена к точке A(6, ⎼3, 5). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(9, 5, ⎼7);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ5, 4, 4ሻ, ,ሺെ5ܤ 2, 3ሻ	и	ܥሺ4, 2, െ5ሻ.	 
Найти: 
аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܥܤ3
бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ3 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 2:3. 
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Вариант 12 
 

Задача 1. Даны векторы a


{⎼3, 1, 3}, b


{5, 7, ⎼2}, c


{1, ⎼4, 6} и                     

d


{14, 9, ⎼1} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ 2 ሬ݉ሬԦ ൅ 4ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ െ5ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=5, 
| ሬ݊Ԧ|=4, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ π. Найти: 

а) ቀെ3 Ԧܽ ൅
ଵ

ଶ
ሬܾԦቁ ∙ ൫െ Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫െ Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀെ Ԧܽ;	 ሬܾԦ෢ ቁ. 
 

Задача 3. Даны векторы Ԧܽ= െ 2ଓԦ+4ଔԦെ 3ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ=5ଓԦ+ଔԦെ 2 ሬ݇Ԧ и Ԧܿ=7ଓԦ+4ଔԦെ ሬ݇Ԧ.  
Необходимо:  
а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 

Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼7, ⎼6, ⎼5),  
B(5, 1, ⎼3), С(8, ⎼4, 0) и D(3, 4, ⎼7). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 

Задача  5. Сила F = (5, ⎼3, 9) приложена к точке A(3, 4, ⎼6). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(2, 6, 5);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ4,െ2,െ5ሻ, ,ሺ3ܤ 7, 2ሻ	и	ܥሺ4, 6, െ3ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 4:3. 
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Вариант 13 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{⎼2, ⎼4, 3}, b


{0, ⎼2, 3}, c


{1, ⎼3, 1} и                     

d


{⎼8, ⎼10, 13} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ 3 ሬ݉ሬԦ ൅ 4ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 5 ሬ݉ሬԦ െ 2ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=2, 
| ሬ݊Ԧ|=5, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ

ଵ

ଶ
 :Найти .ߨ

а) ൫2 Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦ൯ ∙ ൫ Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯; 
б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	െ2ሬܾԦ෣ ቁ. 
 

Задача 3. Даны векторы Ԧܽ ൌ 9ଓԦെ 3ଔԦ൅ ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ ൌ 3ଓԦെ 15ଔԦ൅ 21ሬ݇Ԧ	и		
Ԧܿ ൌ ଓԦെ 5ଔԦ൅ 7ሬ݇Ԧ.	 

Необходимо:  
а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(5, ⎼4, 4),  

B(⎼4, ⎼6, 5), С(3, 2, ⎼7) и D(6, 2, ⎼9). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 

Задача  5. Сила F = (4, 4, 18) приложена к точке A(8, 4, ⎼6). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(4, 8, 0);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 

Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ2, 4, 6ሻ, ,ሺെ3ܤ 5, 1ሻ	и	ܥሺ4, െ5,െ4ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ5

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ5 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
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вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 2:5. 
 
Вариант 14 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{1, 3, 1}, b


{⎼3, ⎼6, 7}, c


{4, 5, 1} и                    

d


{19, 33, 0} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 
Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ 2 ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 7 ሬ݉ሬԦ െ 3ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=3, 

| ሬ݊Ԧ|=4, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ହ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀ3 Ԧܽ െ
ଵ

ଶ
ሬܾԦቁ ∙ ൫2 Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫2 Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ2 Ԧܽ; 	 ሬܾԦ෢ ቁ. 

 
Задача 3. Даны векторы Ԧܽ ൌ 2ଓԦെ 4ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ, 	ሬܾሬԦ ൌ ⎼9ଓԦ൅ 2ሬ݇Ԧ		и																	

	 Ԧܿ ൌ 3ଓԦ൅ 5ଔԦെ 7ሬ݇Ԧ.	 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача 4. Вершины пирамиды находятся в точках A(5, 3, 6),  

B(⎼3, ⎼4, 4), С(5, ⎼6, 8) и D(4, 0, ⎼3). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача 5. Сила F = (8, 14, ⎼6) приложена к точке A(10, ⎼8, 4).  

Вычислить:  
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(16, 10, ⎼8);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
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Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ4, 5, 3ሻ, ,ሺെ4ܤ 2, 3ሻ	и	ܥሺ5, െ6,െ2ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ2

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ2 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 2:3. 
 
Вариант 15 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{4, ⎼5, ⎼1}, b


{⎼2, 4, 1}, c


{3, ⎼1, 2} и                     

d


{⎼5, 11, 1} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 образу-

ют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ െሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 4 ሬ݉ሬԦ െ 5ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=6, 

| ሬ݊Ԧ|=3, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ଶ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ൫2 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯ ∙ ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 

 
Задача 3.  Даны  векторы   Ԧܽ ൌ െ3ଓԦ	൅ 8ଔԦ,				 ሬܾԦ ൌ 2ଓԦ൅ 3ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ			и	 

Ԧܿ ൌ 8ଓԦ൅ 12ଔԦെ 8ሬ݇Ԧ.	 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача 4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼6, 4, 5),  

B(5, ⎼7, 3), С(4, 2, ⎼8) и D(2, 8, ⎼3). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
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Задача 5. Сила F = (⎼10, 8, 8) приложена к точке A(6, 14, ⎼10).  
Вычислить:  

а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-
молинейно, перемещается из положения A в положение B(4, ⎼8, 1);  

б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ2, 3, െ4ሻ, ,ሺ3,െ1ܤ 2ሻ	и	ܥሺ4, 2, 4ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ	=	3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 5:3. 
 
Вариант 16 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{2, 3, 4}, b


{⎼4, 3, ⎼1}, c


{3, 1, 2} и                     

d


{14, 14, 20} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ െ2ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 3 ሬ݉ሬԦ െ 5ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=1, 

| ሬ݊Ԧ|=6, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ଷ

ଶ
 :Найти .ߨ

а) ൫4 Ԧܽ ൅ 5ሬܾԦ൯ ∙ ൫ Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	െ2ሬܾԦ෣ ቁ. 

 

Задача 3.  Даны  векторы   Ԧܽ ൌ െ4ଓԦ൅ 2ଔԦെ 3ሬ݇Ԧ,			 ሬܾԦ ൌ ⎼3ଓԦ൅ 5ሬ݇Ԧ		и	
	 Ԧܿ ൌ 6ଓԦ൅ 6ଔԦെ 4ሬ݇Ԧ.	 

Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
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Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(5, 2, 4), B(⎼3, 5, ⎼7), 
С(1, ⎼5, 8) и D(9, ⎼3, 5). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 

Задача  5. Сила F = (12, 10, ⎼14) приложена к точке A(14, ⎼12, 8). 
Вычислить:  

а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-
молинейно, перемещается из положения A в положение B(8, 18, ⎼12);  

б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ3, 2, 4ሻ, ,ሺെ2ܤ 1, 3ሻ	и	ܥሺ2, െ2,െ1ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ3

бሻ	скалярное	произведение	векторов	ܽ	ሬሬሬԦ=	ܤܣሬሬሬሬሬሬԦ െ 		и		ሬሬሬሬሬԦܥܤ3 ሬܾԦ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 5:2. 
 
Вариант 17 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{4, ⎼3, 2}, b


{⎼2, 5, 1}, c


{3, 2, ⎼7} и                     

d


{⎼4, 22, ⎼13} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ െ2ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 4 ሬ݉ሬԦ െ 3ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=4, 

| ሬ݊Ԧ|=7, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ଵ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀ2 Ԧܽ െ
ଵ

ଶ
ሬܾԦቁ ∙ ൫3 Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫3 Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ3 Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 

 
Задача 3.  Даны векторы   Ԧܽ ൌ െ4ଓԦെ 6ଔԦ൅ 2ሬ݇Ԧ, 	ሬܾሬԦ ൌ 2ଓԦ൅ 3ଔԦെ ሬ݇Ԧ				и	

	 Ԧܿ ൌ െଓԦ൅ 5ଔԦെ 3ሬ݇Ԧ.	 
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Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼4, ⎼5, ⎼3),  

B(3, 1, 2), С(5, 7, ⎼6) и D(6, ⎼1, 5). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (⎼18, 10, 14) приложена к точке A(2, 12, ⎼6).  

Вычислить:  
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь  

прямолинейно, перемещается из положения A в положение B(8, ⎼6, 10);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ10, 6, 3ሻ, ,ሺെ2ܤ 4, 5ሻ	и	ܥሺ3, െ4,െ6ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=2ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 5:4. 
 
Вариант 18 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{⎼6, 4, 5}, b


{⎼5, 3, ⎼1}, c


{1, 2, 3} и                     

d


{⎼4, 11, 20} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 
Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ െ4ሬ݉ሬԦ െ 2ሬ݊Ԧ  и  вሬԦ ൌ 5ሬ݉ሬԦ ൅ 3ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=6, 

| ሬ݊Ԧ|=3, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ହ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ቀെ2 Ԧܽ െ
ଵ

ଶ
ሬܾԦቁ ∙ ൫3 Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 
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б) пр௕ሬԦ൫3 Ԧܽ ൅ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ3 Ԧܽ; 	2ሬܾԦ෣ ቁ. 
 

Задача 3.  Даны векторы    Ԧܽ ൌ െ5ଓԦ൅ 2ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ,			 ሬܾԦ ൌ 7ଓԦെ 5ሬ݇Ԧ		и	
	 Ԧܿ ൌ 2ଓԦ൅ 3ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ.	 

Необходимо:  
а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 
Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(⎼4, ⎼7, ⎼3), 

B(⎼4, ⎼5, 7), С(2, ⎼3, 3) и D(3, 2, 1). Вычислить:  
а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача  5. Сила F = (10, 8, 22) приложена к точке A(12, 2, ⎼10).  

Вычислить:  
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(8, 4, ⎼12);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺ5, 6, 1ሻ, ,ሺെ2ܤ 4, െ1ሻ	и	ܥሺ3, െ3, 3ሻ.	 
Найти: 
аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ4
бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=3ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ4 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 4:3. 
 
Вариант 19 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{3, ⎼5, 6}, b


{⎼4, 3, ⎼4}, c


{7, 2, 1} и                     

d


{⎼1, 18, ⎼16} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
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Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ െሬ݉ሬԦ െ 3ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ 6 ሬ݉ሬԦ െ 7ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=2, 

| ሬ݊Ԧ|=6, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ
ସ

ଷ
 :Найти .ߨ

а) ൫3 Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯ ∙ ൫ Ԧܽ ൅ 4ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫ Ԧܽ ൅ 4ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀ Ԧܽ; 	4ሬܾԦ෣ ቁ. 

 
Задача 3. Даны векторы Ԧܽ ൌ െ4ଓԦ൅ 3ଔԦെ 7ሬ݇Ԧ, ሬܾԦ ൌ 4ଓԦ൅ 6ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ	и	

				 Ԧܿ ൌ 6ଓԦ൅ 9ଔԦെ 3ሬ݇Ԧ.	 
Необходимо:  
а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 

Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(7, 4, 9), B(1, ⎼2, ⎼3), 
С(⎼5, ⎼3, 0) и D(1, ⎼3, 4). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 
Задача 5. Сила F = (6, ⎼10, 14) приложена к точке A(4, 6, ⎼10).  

Вычислить:  
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(0, 8, 6);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ2,െ3,െ2ሻ, ,ሺ1ܤ 4, 2ሻ	и	ܥሺ1,െ3, 3ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=5ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ2

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=5ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ2 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 5:4. 
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Вариант 20 
 

Задача 1. Даны  векторы a


{4, ⎼7, 4}, b


{⎼3, 2, 1}, c


{9, 5, 3} и                     

d


{⎼10, ⎼13, 8} в некотором базисе. Показать, что векторы a


, b


, c


 обра-

зуют базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе. 
 

Задача 2. Даны векторы аሬԦ ൌ 5 ሬ݉ሬԦ െ 6ሬ݊Ԧ  и  ሬܾԦ ൌ െ3ሬ݉ሬԦ ൅ 4ሬ݊Ԧ, где | ሬ݉ሬԦ|=4, 
| ሬ݊Ԧ|=5, ൫ ሬ݉ሬԦ	 ሬ݊Ԧ෢ ൯ ൌ  :Найти .ߨ

а) ൫2 Ԧܽ ൅ 3ሬܾԦ൯ ∙ ൫െ3 Ԧܽ െ ሬܾԦ൯; 

б) пр௕ሬԦ൫െ3 Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯; 

в) cos ቀെ3 Ԧܽ;	െሬܾԦ෣ ቁ. 

 

Задача  3. Даны векторы Ԧܽ ൌ 5ଓԦെ 3ଔԦ൅ 4ሬ݇Ԧ, 	ሬܾሬԦ ൌ 2ଓԦെ 4ଔԦെ 2ሬ݇Ԧ	и		

Ԧܿ ൌ 3ଓԦ൅ 5ଔԦെ 7ሬ݇Ԧ.	 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ, ሬܾԦ	и	5сԦ;  

б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и ሬܾԦ;  

в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ и 3 ሬܾԦ;  

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ и ሬܾԦ; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	сԦ. 
 

Задача  4. Вершины пирамиды находятся в точках A(3, ⎼5, ⎼2), B(⎼4, 
2, 3), С(1, 5, 7) и D(⎼2, ⎼4, 5). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середину ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
 

Задача  5. Сила F = (⎼8, 10, 14) приложена к точке A(8, ⎼4, 6). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь  

прямолинейно, перемещается из положения A в положение B(7, 0, ⎼3);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 
 

Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ2,െ3,െ4ሻ, ,ሺ2ܤ െ4, 0ሻ	и	ܥሺ1, 4, 5ሻ.	 
Найти: 
аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽ=4ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ6
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бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ=4ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ6 ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ
вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 5:2. 

 
2.2. Решение типового варианта 

 
Задача 1. Даны векторы ܽ	ሬሬሬԦൌ	ሼ3, െ1, 0ሽ,	 ሬܾԦ	ൌ	ሼ2, 3, 1ሽ,	 Ԧܿ	ൌ	ሼെ1, 4, 3ሽ и                    

Ԧ݀ ൌ ሼ2, 3, 7ሽ	 в некотором базисе. Показать, что векторы Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿ образуют 

базис, и найти координаты вектора d


 в этом базисе.  
Решение: 
Вычисляем определитель, составленный из координат векторов базиса 

Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿൌ อ
3 െ1 0
2 3 1
െ1 4 3

อ ൌ 22 ് 0. 

Так как определитель отличен от нуля, следовательно, векторы 

ܽ,ሬሬሬԦ	ܾ	ሬሬሬԦ	и	 Ԧܿ образуют базис, и вектор Ԧ݀ линейно выражается через базисные 
векторы:  

Ԧ݀ൌα Ԧܽ൅βሬܾԦ൅γ Ԧܿ. 

Подставляем вместо векторов их координаты:  

൭
2
3
7
൱ ൌ α൭

3
െ1
0
൱ ൅ β൭

2
3
1
൱ ൅ γ൭

െ1
4
3
൱, 

 

൭
2
3
7
൱ ൌ ቌ

3α ൅ 2β െ γ
െα ൅ 3β ൅ 4γ

β ൅ 3γ
ቍ. 

Меняем местами правую и левую часть. Из равенства матриц полу-
чаем систему линейных уравнений: 

൝
3α ൅ 2β െ γ ൌ 2,
െα ൅ 3β ൅ 4γ ൌ 3,

β ൅ 3γ ൌ 7.
 

Решаем полученную систему по формулам Крамера.  
Находим ᇞ	ൌ 22	(найден ранее) 

∆ሺαሻ ൌ อ
2 2 െ1
3 3 4
7 1 3

อ ൌ 66,		 
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∆ሺβሻ ൌ อ
3 2 െ1
െ1 3 4
0 7 3

อ ൌ െ44,		 

∆ሺγሻ ൌ อ
2 2 2
3 3 3
7 1 7

อ ൌ 66, 

α ൌ
∆ሺαሻ

∆
ൌ 3, 

	β ൌ
∆ሺβሻ

∆
ൌ െ2, 

	γ ൌ
∆ሺγሻ
∆

ൌ 3, 

поэтому  Ԧ݀ൌሼ3, െ2, 3ሽ		или		 Ԧ݀ൌ	3 Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൅3 Ԧܿ. 
 

Задача 2. Даны векторы  Ԧܽൌ െ ሬ݉ሬԦ൅6ሬ݊Ԧ		и		 ሬܾԦൌ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧ,		где		| ሬ݉ሬԦ| ൌ 2;	  

| ሬ݊Ԧ| ൌ 5;  ൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯ ൌ 2π/3.  
Найти:  

а)  скалярное произведение векторов  Ԧܽ	и		 ሬܾԦ; 

б)  проекцию вектора ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯ на вектор  ሬܾԦ;	  

в) cosሺ2ሬܾԦ െ Ԧܽ,	4ሬܾԦሶ
෣

ሻ. 
 

Решение. 

а) Найти скалярное произведение векторов   Ԧܽ	и		 ሬܾԦ.  

Вычисляем  Ԧܽ	∙	 ሬܾԦ: 

Ԧܽ	∙	 ሬܾԦൌሺ െ ሬ݉ሬԦ൅6ሬ݊Ԧሻ	∙	ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻൌ 

ൌ െሬ݉ሬԦ ∙ 3 ሬ݉ሬԦ െ ሬ݉ሬԦ ∙ 4ሬ݊Ԧ ൅ 6ሬ݊Ԧ ∙ 3 ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧ ∙ 4ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ3ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ െ 4ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 18ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 24ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ3ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 14ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 24ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ3| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 14	| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 24|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ െ3	 ∙ 	2ଶ ൅ 14	 ∙ 2	 ∙ 5 ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 24	 ∙ 	5ଶ ൌ 518. 

Получили  Ԧܽ	∙	 ሬܾԦ ൌ 518. 
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б) Найти проекцию вектора ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯ на вектор ሬܾԦ, т.е. 		пр௕ሬԦ	൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯.	 

Согласно формуле  пр௕ሬԦ൫4Ԧܽ െ 5Ԧܾ൯ൌ
ሺ4Ԧܽെ5Ԧܾሻ	∙	௕ሬԦ	

ห௕ሬԦห
. 

Выразим вектор  ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯  через векторы ሬ݉ሬԦ	и	 ሬ݊Ԧ: 

4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦൌ4∙ሺ െ ሬ݉ሬԦ ൅ 6ሬ݊Ԧሻ െ 5 ∙ ሺ3 ሬ݉ሬԦ ൅ 4ሬ݊Ԧሻ ൌ 
ൌ െ4ሬ݉ሬԦ ൅ 24ሬ݊Ԧ െ 15ሬ݉ሬԦ െ 20ሬ݊Ԧ ൌ െ19ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧ. 

Найдем скалярное произведение векторов ൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯	и		 ሬܾԦ: 

൫4 Ԧܽ െ 5ሬܾԦ൯	∙	 ሬܾԦൌሺ െ 19ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ	∙	ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻൌ 

ൌ െ57ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 12ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݉ሬԦ െ 76ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 
ൌ െ57ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ െ 64 ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ െ57| ሬ݉ሬԦ|ଶ െ 64| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 16|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ െ57 ∙ 2ଶ െ 64 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 16 ∙ 5ଶ ൌ െ148. 

 

ห ሬܾԦห ൌ ටሬܾԦ ∙ ሬܾԦ ൌ ටሺ3ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ ∙ ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ ඥ9ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 12ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 12ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ඥ9ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 24 ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 16ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ට9| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 24| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 16|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ඨ9 ∙ 2ଶ ൅ 24 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ൬െ
1
2
൰ ൅ 16 ∙ 5ଶ ൌ √316. 

 

Окончательно получаем 

пр௕ሬԦሺ4 Ԧܽ⎼5ሬܾԦሻൌ െ
148

√316
. 

 

в) Найти cosሺ2ሬܾԦ െ Ԧܽ,	4ሬܾԦሶ
෣

ሻ: 

cos ൬2ሬܾԦ െ Ԧܽ,	4ሬܾԦሶ
෣

൰ ൌ
൫2ሬܾԦ െ Ԧܽ൯	∙	4ሬܾԦ

ห2ሬܾԦ െ Ԧܽห 	 ∙ 	 ห4ሬܾԦห
. 

 

Выразим векторы  ൫2ሬܾԦ െ Ԧܽ൯	и	4ሬܾԦ  через векторы ሬ݉ሬԦ	и	 ሬ݊Ԧ: 

2ሬܾԦ െ ܽ	ሬሬሬԦൌ	2∙ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ െ ሺെ݉ ൅ 6݊ሻ ൌ 
ൌ	6 ሬ݉ሬԦ൅8ሬ݊Ԧ൅ሬ݉ሬԦ െ 6ሬ݊Ԧ ൌ 7ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧ, 
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4ܾ	ሬሬሬԦൌ	4∙ሺ3 ሬ݉ሬԦ൅4ሬ݊Ԧሻ	ൌ	12 ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧ.	 
Тогда 

൫2ሬܾԦ െ Ԧܽ൯	∙	4ሬܾԦൌሺ7 ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧሻ	∙	ሺ12 ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧሻൌ 

ൌ 84ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 24ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 112ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 32ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 
ൌ 84ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 136ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 32ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ 84| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 136| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 32|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ 84 ∙ 2ଶ ൅ 136 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ቀെ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 32 ∙ 5ଶ ൌ 456; 

ห2ሬܾԦ െ Ԧܽห ൌ ටሺ7ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧሻ ∙ ሺ7 ሬ݉ሬԦ൅2ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ ඥ49ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 28ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 4ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ට49| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 28| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯൅ 4|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ ඨ49 ∙ 2ଶ ൅ 28 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ൬െ
1
2
൰ ൅ 4 ∙ 5ଶ ൌ √156; 

ห4ሬܾԦห ൌ ටሺ12ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧሻ∙ሺ12 ሬ݉ሬԦ൅16ሬ݊Ԧሻ ൌ 

ൌ ඥ144ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݉ሬԦ ൅ 384ሬ݉ሬԦ ∙ ሬ݊Ԧ ൅ 256ሬ݊Ԧ ∙ ሬ݊Ԧ ൌ 

ൌ ට144| ሬ݉ሬԦ|ଶ ൅ 384	| ሬ݉ሬԦ| ∙ | ሬ݊Ԧ| 	cos൫ ሬ݉ሬԦ,	 ሬ݊Ԧ෣൯ ൅ 256|ሬ݊Ԧ|ଶ ൌ 

ൌ ඨ144 ∙ 2ଶ ൅ 384 ∙ 2 ∙ 5 ∙ ൬െ
1
2
൰ ൅ 256 ∙ 5ଶ ൌ √5056. 

 

В результате имеем: 

cosሺ2ሬܾԦ⎼ Ԧܽ,	4ሬܾԦ෣ሻ ൌ
456

√156 ∙ √5056
ൌ

456

√788736
ൎ 0,5. 

 

Задача 3. Даны векторы Ԧܽൌ4ଓԦ൅4ሬ݇Ԧ,	 ሬܾԦൌ⎼ଓԦ൅3ଔԦ൅2ሬ݇Ԧ	и	 Ԧܿൌ3ଓԦ൅5ଔԦ.	 
Необходимо:  

а) вычислить смешанное произведение векторов Ԧܽ,	 ሬܾԦ	и	5сԦ;  
б) найти модуль векторного произведения 3сԦ	и	ሬܾԦ;  
в) вычислить скалярное произведение векторов Ԧܽ	и	3ሬܾԦ;  
г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы Ԧܽ	и	 ሬܾԦ; 
д) проверить, будут ли компланарны векторы Ԧܽ,	 ሬܾԦ	и	сԦ. 
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Решение: 
а) Так как 5 Ԧܿൌ15ଓԦ൅25ଔԦ, то  

ሺ ԦܽൈሬܾԦሻ∙5 Ԧܿൌ อ
4 0 4
െ1 3 2
3 5 0

อ ൌ െ100 െ 180 െ 200 ൌ െ480. 

 
б) Поскольку 	3 Ԧܿൌ9ଓԦ൅15ଔԦ,  то 

3 ԦܿൈሬܾԦൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
9 15 0
െ1 3 2

ቮ ൌ 30ଓԦ൅27ሬ݇Ԧ൅15ሬ݇Ԧ െ 18ଔԦൌ30ଓԦെ 18ଔԦ൅42ሬ݇Ԧ, 

ห3 ԦܿൈሬܾԦห ൌ ඥ30ଶ ൅ ሺെ18ሻଶ ൅ 42ଶ ൌ √2988. 
 

в) Находим: 3ሬܾԦൌ െ 3ଓԦ൅9ଔԦ൅6ሬ݇Ԧ,	 

	 Ԧܽ∙3ܾ	ሬሬሬԦൌ	4ሺ െ 3ሻ	൅	0	∙	9	൅	4	∙	6	ൌ	12. 
 

г) Так как Ԧܽൌሼ4, 0, 4ሽ,	 ሬܾԦൌሼെ1,	3,	2ሽ		 и 
ସ

ିଵ
്

଴

ଷ
്

ସ

ଶ
,	 то векторы Ԧܽ	и	 ሬܾԦ 

не коллинеарны.  
Поскольку  

Ԧܽ	∙	 ሬܾԦ	ൌ	4ሺ⎼1ሻ൅0	∙	3൅4	∙	2	്	0, 

то векторы Ԧܽ	и	 ሬܾԦ не ортогональны;  
 

д) векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	 Ԧܿ компланарны, тогда и только тогда, когда их сме-
шанное произведение равно  0. Вычисляем 

൫ Ԧܽ ሬܾԦ Ԧܿ൯ൌ อ
4 0 4
െ1 3 2
3 5 0

อ ൌ െ20 െ 36 െ 40 ് 0, 

т.е. векторы Ԧܽ, ሬܾԦ	и	 Ԧܿ не компланарны. 
 

Задача 4. Вершины пирамиды находятся в точках A(2, 3, 4), B(4, 7, 3), 
С(1, 2, 2) и D(⎼2, 0, ⎼1). Вычислить:  

а) площадь грани ABC;  
б) площадь сечения, проходящего через середины ребер AB, AC, AD;   
в) объем пирамиды ABCD. 
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Решение: 

а) Известно, что S஺஻஼ ൌ
ଵ

ଶ
หܤܣሬሬሬሬሬԦ ൈ  ሬሬሬሬሬԦห. Находим координаты векторовܥܣ

  :ሬሬሬሬሬԦܥܣ	и	ሬሬሬሬሬԦܤܣ

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ2, 4, െ1ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ ሼെ1,െ1,െ2ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൈ ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
2 4 െ1
െ1 െ1 െ2

ቮ ൌ െ9ଓԦ൅5ଔԦ൅2ሬ݇Ԧ. 

Окончательно имеем: 

S஺஻஼ ൌ
1
2
ඥሺെ9ሻଶ ൅ 5ଶ ൅ 2ଶ ൌ

1
2
√110. 

 

б) Середины ребер AB, BC и AD находятся в точках K, M и N. 
Координаты середины отрезка есть полусумма координат концов 

этого отрезка. Таким образом, получаем:  

K(3; 5; 3,5), M(1,5; 2,5; 3), N(0; 1,5; 1,5). 

Далее имеем: 

Sсеч ൌ
1
2
หܯܭሬሬሬሬሬሬሬԦ ൈ  .ሬሬሬሬሬሬԦหܰܭ

Находим координаты векторов ܯܭሬሬሬሬሬሬሬԦ	и	ܰܭሬሬሬሬሬሬԦ:  

ሬሬሬሬሬሬሬԦܯܭ ൌ ሼെ1,5;	െ2,5;	െ0,5ሽ, 

ሬሬሬሬሬሬԦܰܭ ൌ ሼെ3;	െ3,5;	െ2ሽ,	 

ሬሬሬሬሬሬሬԦܯܭ ൈ ሬሬሬሬሬሬԦܰܭ ൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ

െ1,5 െ2,5 െ0,5
െ3 െ3,5 െ2

ቮ ൌ 3,25ଓԦെ 1,5ଔԦെ 2,25ሬ݇Ԧ, 

Sсеч ൌ
1
2
ඥ3,25ଶ ൅ ሺെ1,5ሻଶ ൅ ሺെ2,25ሻଶ ൌ

1
2
ඥ17,875. 

 

в) Поскольку пܸир ൌ
ଵ

଺
ห൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൈ ሬሬሬሬሬԦ൯ܥܣ ∙  .ሬሬሬሬሬԦหܦܣ

Находим координаты векторов ܤܣሬሬሬሬሬԦ,   :ሬሬሬሬሬԦܦܣ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܣ

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ2, 4, െ1ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ ሼെ1,െ1,െ2ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܦܣ	 ൌ ሼെ4,െ3,െ5ሽ,	 
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൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൈ ሬሬሬሬሬԦ൯ܥܣ ∙ ሬሬሬሬሬԦܦܣ ൌ อ
2 4 െ1
െ1 െ1 െ2
െ4 െ3 െ5

อ ൌ 11, 

то		ܸ	 ൌ 11
6 . 

 
Задача 5. Сила F = (2, 3, ⎼5) приложена к точке A(1, ⎼2, 2). Вычислить: 
а) работу силы F в случае, когда точка ее приложения, двигаясь пря-

молинейно, перемещается из положения A в положение B(1, 4, 0);  
б) модуль момента силы F относительно точки B. 

 

Решение: 
а) Так как ܣ ൌ F	 ∙ s,	 

s = ܤܣሬሬሬሬሬԦ = ሼ0, 6, െ2ሽ, 
то 

F · ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ 2 ∙ 0 ൅ 3 ∙ 6 ൅ ሺെ5ሻሺെ2ሻ ൌ 28, 
ܣ ൌ 28. 

 

б) Момент силы M =	ܣܤሬሬሬሬሬሬԦ ൈ F, ሬሬሬሬሬሬԦܣܤ	 ൌ ሼ0, െ6,2ሽ,	 

ሬሬሬሬሬԦܣܤ ൈ F ൌ ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ݇Ԧ
0 െ6 2
2 3 െ5

ቮ ൌ 24ଓԦ൅4ଔԦ൅12ሬ݇Ԧ. 

Следовательно, |ܯ| ൌ √24ଶ ൅ 4ଶ ൅ 12ଶ ൌ 4√46. 
 
Задача 6. Даны координаты точек ܣሺെ5, 1, 6ሻ, ,ሺ1ܤ 4, 3ሻ	и	ܥሺ6, 3,9ሻ.	 
Найти: 

аሻ	модуль	вектора	 Ԧܽൌ4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

бሻ	скалярное	произведение	векторов	 Ԧܽ	ൌ	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬܾԦ	и	ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܥܤ

вሻ	проекцию	вектора		 Ԧܿ ൌ ሬܾԦ	на	вектор	 Ԧ݀ ൌ  ;ሬሬሬሬሬԦܤܣ
г) координаты точки М, делящей отрезок l = АВ в отношении 1:3. 
 

Решение:  

а) Зная координаты точек А, В и С, найдем координаты векторов ܤܣሬሬሬሬሬԦ и 	ܥܤሬሬሬሬሬԦ: 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ6, 3, െ3ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܤ	 ൌ ሼ5,െ1, 6ሽ. 
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Найдем	координаты	вектора	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅  :ሬሬሬሬሬԦܥܤ

ሬሬሬሬሬԦܤܣ4 ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ 4 ∙ ሼ6, 3, െ3ሽ ൅ ሼ5, െ1, 6ሽ ൌ 
ൌ ሼ24, 12,െ12ሽ ൅ ሼ5, െ1, 6ሽ ൌ ሼ29, 11, െ6ሽ. 

Тогда 

ห4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦหܥܤ ൌ ඥ29ଶ ൅ 11ଶ ൅ ሺെ6ሻଶ ൌ √998. 
 

б) Найдем координаты векторов Ԧܽ и  ሬܾԦ: 

ܽ	ሬሬሬԦൌ	4ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ ሼ29, 11,െ6ሽ,         ሬܾԦൌܥܤሬሬሬሬሬԦ ൌ ሼ5, െ1, 6ሽ. 

Тогда скалярное произведение равно: 

Ԧܽ	∙	ܾ	ሬሬሬԦൌ	29∙5൅11∙ሺ െ 1ሻ൅ሺ െ 6ሻ∙6	ൌ	98. 
 

в) Так как  

прௗԦ Ԧܿൌ
Ԧܿ	∙	 Ԧ݀

ห Ԧ݀ห
,	 

Ԧܿ	ൌ	ܥܤሬሬሬሬሬԦ ൌ ሼ5, െ1, 6ሽ,   Ԧ݀ൌܤܣሬሬሬሬሬԦൌሼ6, 3, െ3ሽ, 

Ԧܿ	∙	 Ԧ݀ൌ30 െ 3 െ 18ൌ9,		 ห Ԧ݀ห ൌ √36 ൅ 9 ൅ 9 ൌ √54. 
То     

пр௕ሬԦ Ԧܿ ൌ
9

√54
. 

г) Имеем: λ ൌ ଵ

ଷ
ெݎ , ൌ ௥ಲା஛௥ಳ

ଵା஛
.	 

Следовательно,  

ெݔ ൌ
െ5 ൅

1
3 ∙ 1

1 ൅
1
3

ൌ െ
7
2
	;	 

ெݕ	 ൌ
1 ൅ 4 ∙

1
3

1 ൅
1
3

ൌ
7
4
; 

ெݖ ൌ
6 ൅

1
3 ∙ 3

1 ൅
1
3

ൌ
21
4
; 

ܯ	 ൬െ
7
2
;
7
4
;
21
4
൰. 
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3. КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
 

3.1. Типовой вариант контрольной работы  
 
Здесь приведены два типовых варианта контрольной работы по  

дидактической единице «Векторная алгебра». 
 
Вариант 1 

Задача 1. Коллинеарны ли векторы 1c


 и 2c


, разложенные по векторам 

a

 и b


, если     1 21; 2;3 , 3;0; 1 , 2 4 , 3 ?a b c a b c a b        

      
 

 
Задача 2. Перпендикулярны ли векторы a

  и b


, если 

   1;3; 1 , 3; 2;3 ?a b   


 

 

Задача 3. Компланарны ли векторы , ,a b c
 

, если 

     2;3; 1 , 1; 1; 3 , 1; 9;1 ?a b c       
 

 

 
Задача 4. При каком значении   векторы AB


 и AC


 перпендикуляр-

ны, если      ; 2;3 , 0; 1;2 , 3; 4;5 .A B C     

 
Задача 5. Даны координаты точек      1;2;1 , 1;3; 4 , 0;1; 2 .A B C      

Вычислить: 

1) пр  (2 3 )
AB CB

AC CB


 

 
; 

2) модуль вектора 4AB BC


; 

3) угол между векторами   ( ),AB CB AB 
  

; 

4) орт вектора AB


; 

5) скалярное произведение векторов       4 ,AB BC BA AC 
  

;  

6) векторное произведение векторов     2 ,AB BC CB AB   
  

; 

7) смешанное произведение векторов  AB BC AC 
 

. 
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Задача 6. Даны координаты вершин пирамиды А(1; -1;1), В(-1; 2; -4), 
С(2;0;-6);  D(-2; 5; 1).         

Вычислить: 
1) объем пирамиды; 
2) длину ребра AB ; 
3) площадь грани ABC . 
 
Вариант 2 

Задача 1. Коллинеарны ли векторы 1c


 и 2c


, разложенные по векторам 

a


 и b


, если     1 21;0;1 , 2;3;5 , 2 , 3 2 ?a b c a b c a b      
      

 

 
Задача 2. Перпендикулярны ли векторы a

  и b


, если 

   2;1; 4 , 4;1;3 ?a b 


 

 

Задача 3. Компланарны ли векторы , ,a b c
 

, если 

     3; 2;1 , 2;1;1 , 3; 1; 2 ?a b c     
 

 

 
Задача 4. При каком значении   векторы AB


 и AC


перпендикуляр-

ны, если      0; 3; , 12; 3; 3 , 9; 3; 6 ?A B C        

 
Задача 5. Даны координаты точек      0;1;2 , 3; 1;2 , 1;2;5 .A B C    

Вычислить: 

1) пр  (2 3 )
AB CB

AC CB


 

 
; 

2) модуль вектора 4AB BC


; 

3) угол между векторами   ( ),AB CB AB 
  

; 

4) орт вектора AB


; 

5) скалярное произведение векторов      4 ,AB BC BA AC 
  

; 

6) векторное произведение векторов    2 ,AB BC CB AB   
  

; 

7) смешанное произведение векторов  AB BC AC 
 

. 
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Задача 6. Даны координаты вершин пирамиды А(0;5;0), В(2;3;-4), 
C(0;0;6), D(-3;1;-1). 

Вычислить: 
1) объем пирамиды; 
2) длину ребра AB ; 
3) площадь грани ABC . 
 

3.2. Решение типового варианта контрольной работы 
 

Задача 1. Коллинеарны ли векторы 1c


 и 2c


, разложенные по векто-

рам a
  и b


, где    1 25 3 , 4 , 2; 1;5 , 7;1; 3 ?c a b c a b a b       

      
 

Решение: 

Вычислим координаты векторов 1 2,c c
 

: 

      1 5 3 5 2 3 7;5 1 3 1;5 5 3 3 31; 2;16 ,c a b               
 

 

      2 4 4 2 7;4 1 1;4 5 3 15; 3;17c a b            
 

. 

Два вектора коллинеарны, если их координаты пропорциональны, 
следовательно, проверим: 

1
1 2

2

31 2 16
, ,

15 3 17

c
c c

c


   




 

   не коллинеарны. 

Задача 2. Перпендикулярны ли векторы    7;1;2 , 3;2; 1a b   


? 

Решение: Два вектора перпендикулярны, если их скалярное произве-
дение равно 0.  

Скалярное произведение векторов, заданных в координатах, вычис-
ляется по формуле 

 , x x y y z za b a b a b a b     


,  

где    ; ; , ; ;x y z x y za a a a b b b b 


. 
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Вычислим скалярное произведение: 

   , 7 3 1 2 2 1 21 0a b            


 

Следовательно, векторы не перпендикулярны. 
 

Задача 3. Компланарны ли векторы      1;2; 1 , 0;2;1 , 2;0;3a b c    
  ? 

Решение: Три вектора компланарны, если смешанное произведение 
векторов равно 0. 

Смешанное произведение векторов вычисляется по формуле 

x y z

x y z

x y z

a a a

abc b b b

c c c


 

, где      ; ; , ; ; , ; ;x y z x y z x y za a a a b b b b c c c c   
 

 

Вычислим смешанное произведение векторов: 

 
1 2 1

0 2 1 6 4 0 4 0 0 2 0

2 0 3

abc

 
           

 
 

Векторы не компланарны. 
 
Задача 4. При каком значении   векторы ,AB AC


 перпендикулярны, 

если      2;1; , 3;1;4 , 2;5;3 ?A B C  

Решение:  
Для определения  , при котором векторы перпендикулярны, необ-

ходимо использовать условие перпендикулярности двух векторов (это 
условие было рассмотрено в задаче 2)   мы сможем найти из условия: 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ 0. 

Для этого найдем координаты векторов AB


 и AC


, заданных коорди-
натами точек начала и конца вектора. В этом случае координаты равны 
разности координат точек, задающих конец и начало вектора   

       3 2;1 1;4 1;0;4 , 2 2;5 1;3 0;4;3AB AC              


  
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ሬሬሬሬሬԦܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ 1 ∙ 0 ൅ 0 ∙ 4 ൅ ሺ4 െ ሻߙ ∙ ሺ3 െ ሻߙ ൌ 

ൌ 0 ൅ 0 ൅ ሺ4 െ ሻߙ ∙ ሺ3 െ ሻߙ ൌ ሺ4 െ ሻߙ ∙ ሺ3 െ ሻߙ ൌ 0 

⇒ ߙ ൌ 4, ߙ ൌ 3. 

Ответ: векторы AB


 и AC


 перпендикулярны при 4   и при 3.    
 
Задача 5. Даны точки:      1;0; 1 , 0;1;3 , 2;0;1 .A B C  

Найти: 
1) пр

   2 3
AB CB

AC CB


 

 
; 

2) модуль вектора 4AB BC


; 

3) угол между векторами   ,AB CB AB 
  

; 

4) орт вектора AB


; 
5) скалярное произведение векторов     4 ,AB BC BA AC 

  
; 

6) векторное произведение векторов    2 ,AB BC CB AB   
  

; 

7) смешанное произведение векторов .AB BC AC 
 

 
 
Решение: 
1) Из определения скалярного произведения следует, что проекцию 

вектора на вектор можно вычислить по формуле 

пр
 ,

,
BC

AB BC
AB

BC





  

где скалярное произведение векторов вычисляется по формуле 

 , ,x x y y z za b a b a b a b     


где    ; ; , ; ; ,x y z x y za a a a b b b b 


 

и длина вектора: 2 2 2
yx za a a a   

  в нашем случае формула получаем: 

      
 

2 3 ,
2 3

AB CB

AC CB AB CB
пр AC CB

AB CB


 
 


 

   
 

  .  

Для нахождения    2 3
AB CB

пр AC CB


 

 
 необходимо найти координаты 

векторов, заданных координатами точек начала и конца векторов, скаляр-
ное произведение и длину соответствующего вектора: 
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        
    

      
        

    

      

0 1;1 0;3 1 1;1;4 , 0 2;1 0;3 1 2;1;2 ,

2 1;0 0;1 1 1;0;2 ,

1 2 ;1 1;4 2 3;2;6 ,

2 2 1;2 0;2 2 2;0;4 ,3 3 2 ;3 1;3 2 6;3;6 ,

2 3 2 6 ;0 3;4 6 4;3;10 ,

, 2 3 3

AB CB

AC

AB CB

AC CB

AC CB

AB CB AC CB

            

     

        

           

       

     

 



 

 

 

  
 

 2 2 2

4 2 3 6 10 12 6 60 78,

3 2 6 9 4 36 49 7AB CB

       

          
 

 

на основании формулы, написанной выше, получим: 

        
 

2 3 , 78
2 3

7AB CB

AC CB AB CB
пр AC CB

AB CB

 
  


 

   
 

  ,  

пр
    78

2 3
7AB CB

AC CB


  

 
. 

2) Для нахождения длины вектора воспользуемся формулой 

 2 2 2 , ; ;x y z x y za a a a a a a a   
 

. 

Для этого найдем координаты векторов, также найдем сумму векто-
ров по правилу сложения векторов, заданных координатами: 

        
      

      

0 1;1 0;3 1 1;1;4 , 2 0;0 1;1 3 2; 1; 2 ,

4 4 2;4 1 ;4 2 8; 4; 8 ,

4 1 8;1 4 ;4 8 7; 3; 4 ;

AB BC

BC

AB BC

             

        

          






 

     2 224 7 3 4 49 9 16 74AB BC         


. 

Итак,  4 74.AB BC 


 

3) Угол между векторами можно найти из определения скалярного 
произведения: 

       ,
, cos , , cos

a b
a b a b a b a b arc

a b
      




      

  
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в нашем случае формула принимает вид:  

     ,
, arccos

AB CB AB
AB CB AB

AB CB AB


  

 

  
  

      

находим координаты векторов, вычисляем скалярное произведение векто-
ров, вычисляем длины векторов: 

        
      

    

 

2 2 2

2 2 2

0 1;1 0;3 1 1;1;4 , 0 2;1 0;3 1 2;1;2 ,

1 2 ;1 1;4 2 1;0;2 ,

, 1 1 0 1 2 4 7,

1 0 2 1 0 4 5,

1 1 4 1 1 16 18.

AB CB

AB CB

AB CB AB

AB CB

AB

            

       

        

       

       

 

 

  

 



 

  ∠ቀ൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ െ ,ሬሬሬሬሬԦ൯ܤܥ ሬሬሬሬሬԦቁܤܣ ൌ ݏ݋ܿܿݎܽ
଻

√ହ∙√ଵ଼
ൌ ݏ݋ܿܿݎܽ

଻

ଷ√ଵ଴
	. 

Итак,    7
, arccos .

3 10
AB CB AB  
  

 

4) Направление вектора a
  определяется углами α, β, , образованны-

ми им с осями координат , , .Ox Oy Oz  Косинусы этих углов (направляющие 

косинусы вектора) определяются по формулам: 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos ,

cos ,

cos .

x x

x y z

y y

x y z

xz

x y z

a a

a a a a

a a

a a a a

aa

a a a a

  
 

  
 

  
 







 

Направляющие косинусы вектора связаны соотношением 
2 2 2cos cos cos 1       . Мы имеем вектор единичной длины, такой век-

тор называется ортом. Для нахождения орта вектора необходимо каждую 
проекцию вектора на оси координат разделить на его длину   
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    

 2 2 2

0 1;1 0;3 1 1;1;4 ,

1 1 4 1 1 16 18 3 2

AB

AB

      

        




.
 

орт вектора 1 1 4
; ;

3 2 3 2 3 2
AB

   
 


. 

Итак,  орт вектора 1 1 4
; ; .

3 2 3 2 3 2
AB

   
 


  

5) Скалярное произведение векторов вычисляем по формуле 

     , , ; ; , ; ;x x y y z z x y z x y za b a b a b a b a a a a b b b b       
  

. 

Вычислим координаты векторов и скалярное произведение векторов: 

        
      

      
               

   

0 1;1 0;3 1 1;1;4 , 2 0;0 1;1 3 2; 1; 2 ,

4 4 2;4 1 ;4 2 8; 4; 8 ,

4 1 8;1 4 ;4 8 7; 3; 4 ,

1 1 ; 1 1; 1 4 1; 1; 4 , 2 1;0 0;1 1 1;0;2 ,

1 1; 1 0; 4 2 0; 1; 6

4

AB BC

BC

AB BC

BA AB AC

BA AC

AB B

             

        

          

                  

          









 

 

            , 7 0 3 1 4 6 0 3 24 27.C BA AC              
 

 
Итак, скалярное произведение векторов равно: 

    4 , 27.AB BC BA AC  
  

 

6) Векторное произведение векторов вычисляется по формуле 

, x y z

y y z

i j k

a b a a a

b b b

   

 


, 

где     ; ; , ; ;x y z x y za a a a b b b b  


 

  



74 

Находим координаты векторов: 

        
      

          
    

0 1;1 0;3 1 1;1;4 , 2 0;0 1;1 3 2; 1 2 ,

2 2 2;2 1 ;2 2 4; 2; 4 ,

2 1 4;1 2 ;4 4 3; 1;0 , 0 2;1 0;3 1; 2;1;2 ,

2 1 ;1 1;2 4 1;0; 2

AB BC

BC

AB BC CB

CB AB

             

        

               

          





 

 

 

             

 

2 , 3 1 0 1 2 0 1 3 0 1 1

1 0 2

0 0 2 3

2 0 0 0 6 2 6 .

i j k

AB BC CB AB i j k k

i j

i j k k i j i j k

                       
 

      

       

 

     

 

       
 

 
Итак, векторное произведение векторов равно: 

   2 , 2 6 .AB BC CB AB i j k      
    

 

7) Смешанное произведение векторов вычисляется по формуле 

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

  
 

, 

где      ; ; , ; ; , ; ;x y z x y z x y za a a a b b b b c c c c   
 

. 

Найдем координаты векторов: 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼ0 െ 1, 1 െ 0, 3 െ ሺെ1ሻሽ ൌ ሼെ1, 1, 4ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܤ ൌ ሼ2 െ 0, 0 െ 1, 1 െ 3ሽ ൌ ሼ2, െ1,െ2ሽ, 

ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ ሼ2 െ 1, 0 െ 0, 1 െ ሺെ1ሻሽ ൌ ሼ1, 0, 2ሽ. 
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Тогда: 

൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬԦܥܤ ሬሬሬሬሬԦ൯ܥܣ ൌ อ
െ1 1 4
2 െ1 െ2
1 0 2

อ ൌ 2 ൅ ሺെ2ሻ ൅ 0 െ ሺെ4ሻ െ 0 െ 4 ൌ 0. 

Итак, смешанное произведение равно 

൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ, ,ሬሬሬሬሬԦܥܤ ሬሬሬሬሬԦ൯ܥܣ ൌ 0. 

 

Задача 6. Даны координаты вершин пирамиды:  

       1;4;3 , 2;3;1 , 2;1;3 , 0;1;2 .A B C D  

Вычислить: 
1) объем пирамиды; 
2) длину ребра AB ; 
3) площадь грани ABC . 
 

Решение: 

1) Объем пирамиды равен 1

6
 объема параллелепипеда, а объем  

параллелепипеда вычисляется на основании геометрического смысла сме-
шанного произведения   объем параллелепипеда, построенного на векто-
рах как на ребрах, равен: 

     , ; ; , ; ; , ; ; ,x y z x y z x y zV a b c a a a a b b b b c c c c     
    

 

Найдем координаты векторов: 

       
   
2 1;3 4;1 3 1; 1; 2 , 2 1;1 4;3 3 3; 3;0 ,

0 1;1 4;2 3 1; 3; 1 ,

AB AC

AD

              

       



  

тогда объем пирамиды равен: 

1

6
V AB AC AD  

 
. 

Вычислим объем по указанной формуле 
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1 1 2
1 1 1

3 3 0 3 0 18 6 0 3 6 1
6 6 6

1 3 1

V

 
           

  
. 

2) Длина ребра  

   2 1;3 4;1 3 1; 1; 2AB AB AB         
 

 

   2 221 1 2 6AB      


. 

3) Площадь грани ABC  вычисляется по формуле 

1
,

2ABCS AB AC   


, так как грань ABC   треугольник, а площадь тре-

угольника можно вычислить как половину площади параллелограмма, а 
площадь параллелограмма равна длине векторного произведения векторов, 
на которых построен параллелограмм на основании свойств векторного 
произведения. Найдем координаты векторов: 

       2 1;3 4;1 3 1; 1; 2 , 2 1;1 4;3 3 3; 3;0AB AC              


 

  1 1
1 1 2 6 6 6

2 2
3 3 0

ABC

i j k

S i j k      
 

 

  1 6
36 36 36 3 3 3

2 2
     . 

 
4. ВАРИАНТ ТЕСТА С ОТВЕТАМИ 

 
1 Коллинеарные векторы – это векторы, которые лежат на одной 

или … прямых. 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  
а) разных, 
б) одинаковых, 
в) параллельных, 
г) компланарных. 
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2 Найдите координаты вектора ܤܣሬሬሬሬሬԦ, если А(7, –1, 1), В(–2, 5, 4). 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  
а) ሼെ9, 6, 3ሽ; 
б) ሼ9, 6, െ3ሽ; 
в) ሼ5, 4, 5ሽ; 
г) ሼെ5,െ6,െ3ሽ. 
 

3 Даны векторы Ԧܽሼ2, 2, െ1ሽ		и		 ሬܾԦሼ7, 5, െ2ሽ, тогда их векторное 
произведение имеет вид: 

 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  

а) 9ଓԦെ 11ଔԦെ 4ሬ݇Ԧ; 

б) ଓԦെ 3ଔԦെ 4ሬ݇Ԧ; 

в) െ9ଓԦ൅ 11ଔԦെ 4ሬ݇Ԧ; 

г) ଓԦ൅ 3ଔԦ൅ 4ሬ݇Ԧ. 
 
4 Формула скалярного произведения векторов в координатной 

форме имеет вид: 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  

Ԧܽ ∙ ሬܾԦ ൌ ܽ௫ ∙ ܾ௫ ൅ ܽ௬ ∙ ܾ௬ ൅ ܽ௭ ∙ ܾ௭; 

 Ԧܽ ∙ ሬܾԦ ൌ ܽ ∙ ܾ ൅ ܽ ∙ ܾ ൅ ܽ ∙ ܾ 

Ԧܽ ൈ ሬܾԦ ൌ ܽ௫ ∙ ܾ௫ ൅ ܽ௬ ∙ ܾ௬ ൅ ܽ௭ ∙ ܾ௭; 

Ԧܽ ൈ ሬܾԦ ൌ ܽ௫ ൈ ܾ௫ ൅ ܽ௬ ൈ ܾ௬ ൅ ܽ௭ ൈ ܾ௭. 
 
5 Упростить выражение: ൫3 Ԧܽ െ 2ሬܾԦ൯ ൈ ൫ Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯ 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  

а) 3aሬԦ ൈ aሬԦ ൅ aሬԦ ൈ bሬԦ െ 2bሬԦ ൈ bሬԦ; 

б) 3aሬԦଶ ൅ 5aሬԦbሬԦ െ 2bሬԦଶ; 

в) െ5bሬԦ ൈ aሬԦ; 

г) 3aሬԦ ൈ aሬԦ െ 2bሬԦ ൈ bሬԦ. 
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6 Если  Ԧܽ ∙ ሬܾԦ ൌ 0, то векторы Ԧܽ	и	ሬܾԦ являются: 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  
а) ортонормированными, 
б) коллинеарными, 
в) компланарными, 
г) ортогональными. 
 
7 Если  Ԧܽ ൈ ሬܾԦ ൌ 0, то векторы Ԧܽ	и	ሬܾԦ являются: 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  
а) ортонормированными, 
б) коллинеарными, 
в) компланарными, 
г) ортогональными. 
 
8 Объем параллелепипеда, построенного на векторах Ԧܽሼ3, 0, 0ሽ,

ሬܾԦሼ3, 2, 1ሽ, Ԧܿሼ1, 0, െ1ሽ  равен: 
 

Варианты ответов:  (выберите один правильный ответ): 
а) -4; 
б) 4; 
в) -6; 
г) 6. 
 
9 Найдите угол между векторами Ԧܽ	и	ሬܾԦ, если известно, что  

Ԧܽ ∙ ሬܾԦ ൌ 4√2, | Ԧܽ| ൌ 4, หሬܾԦห ൌ 2. 
 

Варианты ответов (выберите один правильный ответ):  

а) 
గ

ସ
; 

б) 
ଷగ

ସ
; 

в) ߨ; 

г) 
గ	

ଷ
. 
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10 Площадь треугольника, построенного на векторах Ԧܽሼ3, 0, 0ሽ 

и	ሬܾԦሼ3, 2, 1ሽ  равен: 
 

Варианты ответов:  (выберите один правильный ответ): 

а) 
ଷ

ଶ
; 

б) 3; 
в) 5; 

г) 
ହ

ଶ
. 

Ответы к тесту 
 

Номер 
вопроса 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Вариант 
ответа 

3 1 2 1 3 4 2 4 1 4 

 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Векторная алгебра является одним из важнейших разделов совре-

менной математики. Основные понятия и методы этой дисциплины нахо-
дят широкое применение в различных областях знаний, в первую очередь в 
естественных и технических науках. 

Изложенные в данном учебном пособии методы и алгоритмы реше-
ния задач векторной алгебры могут послужить введением к освоению мно-
гочисленных приложений, таких как аналитическая и дифференциальная 
геометрия, теория поля. Векторная алгебра широко используется во многих 
разделах физики и механики, в кристаллографии, геодезии. Без векторов 
немыслима не только классическая математика, но и многие другие науки. 

Учебное пособие «Векторная алгебра» отличается от других пособий 
подобных изданий большим количеством подробно решенных примеров, а 
также содержательным набором заданий для практических занятий, само-
стоятельных работ и расчетно⎼графического задания. 
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