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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Учебное пособие «Практикум по математике. Линейная алгебра»  
является первой книгой из серии учебных пособий под общим названием 
«Практикум по математике», написанного в соответствии с требованиями 
Федерального государственного образовательного стандарта высшего 
профессионального образования. 

Данное учебное пособие является частью учебно-методического 
комплекса по дидактической единице «Линейная алгебра». Оно служит 
дополнением к базовым учебникам и учебным пособиям, указанным в 
списке основной учебной литературы рабочей программы. Учебное посо-
бие предназначено для проведения практических аудиторных занятий, 
контрольных и самостоятельных работ, тестирования и выдачи индивиду-
альных домашних заданий. 

Цель настоящего учебного пособия – оказание помощи студенту в 
приобретении навыков решения типовых задач по дидактической единице. 
Описание основных методов решения сопровождается необходимыми тео-
ретическими сведениями, подробным решением задач, что в значительной 
степени облегчает подготовку к контрольной или самостоятельной работе, 
тестированию. Подробное решение типового варианта окажет помощь при 
решении и оформлении индивидуального домашнего задания. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В учебном пособии приведены краткие теоретические сведения из 
курса линейной алгебры – элементы алгебры матриц (операции над матри-
цами, понятие обратной матрицы, методы вычисления обратной матрицы, 
понятие ранга матрицы, методы нахождения ранга матрицы), элементы 
теории определителей (понятия определителей второго и третьего поряд-
ков, понятие определителя n-го порядка, методы вычисления определите-
лей произвольного порядка) и систем линейных уравнений (методы реше-
ния однородных и неоднородных систем линейных алгебраических урав-
нений). 

Изложение теоретического материала иллюстрируется подробно ре-
шенными задачами, аналогичными тем, которые предлагаются в наборах 
задач для аудиторных (практических) занятий и в индивидуальных домаш-
них заданиях. Предлагаются варианты самостоятельных работ по всем 
разделам, типовой  вариант контрольной работы и образец теста.  
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1. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 

1.1. Понятие матрицы. Операции над матрицами 
 

Определение 1.1. Матрицей А размера m  n называется прямо-
угольная таблица из m строк и n столбцов, состоящая из чисел или иных 
математических выражений ija  (называемых элементами матрицы), где      

i = 1,2,3,…,m,  j = 1,2,3,…,n: 





















mnmm

n

n

nm

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

, или   .,...,3,2,1,,...,3,2,1, njmiaА ij   

Математическое понятие «матрица» имеет многочисленные прило-
жения (применение) в механике, дискретной математике, теории графов, 
теории кодов, экономике и т.д.  

 С помощью матриц легко записывать некоторые экономические за-
висимости, например таблицы распределения ресурсов по отраслям эко-
номики. 

 
 Пример 1.1. Предположим, некоторая фирма-поставщик производит 
и реализует два вида товаров Т1 и Т2. Поставки производятся ежемесячно 
четырем фирмам-покупателям: Ф1, Ф2, Ф3 и Ф4. Товар Т1 поставляется 
фирмам Ф1–Ф4 в количестве 2, 1, 4 и 3 тыс. шт. соответственно, а товар Т2 
– в количестве 5, 3, 3 и 2 тыс. шт. Для контроля поставок удобно составить 
следующую таблицу. 

 Таблица 1.1 

Товар 
Количество товара, поставляемого фирме, тыс. шт. 
Ф1 Ф2 Ф3 Ф4 

Т1 2 1 4 3 
Т2 5 3 3 2 

 
 Табл. 1.1 можно записать в сокращенной форме, оставив только чис-
ловые значения. В результате получится матрица порядка 24: 











2

3

3

4

3

1

5

2
А . 

 Предположим, что фирма Ф2 обанкротилась. Это приведет к исчез-
новению третьего столбца табл. 1.1, и в результате получится новая матри-
ца порядка 23: 
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235

342
В . 

 

Определение 1.2.  Две матрицы  ijaA   и  ijbB   одного размера 

называются равными, если они совпадают поэлементно, т.е. ija  = ijb , где        

i = 1,2,3,…,m,  j = 1,2,3,…,n. 
 

Определение 1.3.  Если число строк матрицы совпадает с числом ее 
столбцов, т.е. m = n, то матрица называется квадратной порядка n, а в 
противном случае прямоугольной. 

 

Определение 1.4.  Переход от матрицы А к матрице TA , в которой 
строки и столбцы поменялись местами с сохранением порядка, называется 
транспонированием матрицы. 

 
Пример 1.2. Табл. 1.1 представим в другой форме: заменим строки 

столбцами и наоборот. От такой замены смысл таблицы не изменится. 

 Таблица 1.2 

Фирма 
Количество поставляемого товара (тыс. шт.) 

Т1 Т2 
Ф1 2 5 
Ф2 1 3 
Ф3 4 3 
Ф4 3 2 

 
 Если в табл. 1.2 убрать названия строк и столбцов, то оставшаяся 
часть таблицы будет являться транспонированной матрицей TA : 





















23

34

31

52

Т
Т

А







2

3

3

4

3

1

5

2
. 

Определение 1.5.  Элементы квадратной матрицы порядка n с одина-
ковыми индексами называются элементами главной диагонали, т.е. это 
элементы nnaaaa ...,,,, 332211 . 

 
Определение 1.6.  Элементы квадратной матрицы порядка n называ-

ются элементами побочной диагонали, если сумма их индексов равна 

1n , т.е. это элементы nnnn aaaa 13,22,11 ...,,,,  . 

Классификация матриц представлена в табл. 1.3. 
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Таблица 1.3 
 

Наименование матрицы Размер Вид 
Квадратная 33  





















153

0232

261

 

Прямоугольная 52  











97032

108641
 

Треугольная 33  





















500

370

121

 

Диагональная  33  


















300

070

0011

 

Единичная 33  

















100

010

001

 

Нулевая 33  

















000

000

000

 

Матрица-строка 41   2351   
Матрица-столбец 13  
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0

1

 

 
Операции над матрицами 

10. Суммой двух матриц  ijaA   и  ijbB   одинакового размера 

называется матрица  ijcC  , элементы которой определяются равенством 

ijijij bac   (i = 1,2,3,…,m,  j = 1,2,3,…,n). 

Свойства операции сложения матриц: 
Для любых матриц А, В, С одного размера выполняются равенства:  
1) А + В = В + А (коммутативность),  
2) (А + В) + С = А + (В + С) = А + В + С  (ассоциативность). 
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20. Произведением матрицы  ijaA   на число  называется матри-

ца  ijbB   того же размера, что и матрица А, причем ijij ab                    

(i = 1,2,3,…,m, j = 1,2,3,…,n). 

Свойства операции умножения матрицы на число: 
Для любых матриц А и В одного размера  и для любых чисел   и  

выполняются равенства: 
1) (А) = (  )А  (ассоциативность умножения); 
2) (А + В) = А + В (дистрибутивность умножения относительно 

сложения матриц); 
3) ( + )А = А + А (дистрибутивность умножения относительно 

сложения чисел). 
 

Определение 1.7. Линейной комбинацией матриц  ijaA   и 

 ijbB   одинакового размера называется выражение вида    А +   В, где 

 и  – произвольные числа. 
 

30.  Произведением АВ матриц А и В соответственно размеров mn 
и nk называется матрица С размера mk, такая, что элемент ijc  равен 

сумме произведений элементов i-й строки матрицы А и j-го столбца мат-
рицы В, т.е. kjikjijiij bababac  ...2211 . 

Произведение АВ существует только в том случае, если число строк 
матрицы А совпадает с числом столбцов матрицы В (взаимосогласованность). 

Свойства операции умножения матриц: 
1) (АВ)С = А(ВС)  (ассоциативность умножения); 
2) (А+В)С = АС+ВС  (дистрибутивность умножения относительно 

сложения матриц); 
3) А(В+С) = АВ+АС  (дистрибутивность умножения относительно 

сложения матриц); 
4) АВ  ВА  (некоммутативность). 
 
Определение 1.8.  Матрицы А и В, для которых выполняется равен-

ство  АВ = ВА, называются коммутирующими или перестановочными. 
  Умножение квадратной матрицы любого порядка на  соответствую-
щую единичную матрицу не меняет матрицу. 

 

Использование операции умножения матриц продемонстрируем на 
примере теории кодов. 
 Кодирование используется для защиты важной или секретной ин-
формации, для обеспечения конфиденциальности переписки и т.п.  
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В последние десятилетия широко используются компьютеры для хранения 
и передачи данных, поэтому коды могут быть представлены бинарными 
строками, т.е. строками из нулей и единиц. Для кодирования информации 
могут использоваться матрицы, называемые порождающими матрицами. 
Например, порождающая матрица может иметь вид 



















110100

011010

101001

G . 

Любой символ, букву, цифру (бинарную строку) можно зашифровать (за-
кодировать) путем умножения на порождающую матрицу G. 

Пусть необходимо закодировать символ 110. 
 Введем операцию сложения, так что 000  , 011  , 110  , 

101  ; введем операцию умножения, так что 000  , 010  , 001  , 
111  . 
Закодируем символ 110, умножив матрицу-строку  011  справа 

на матрицу G: 

   110011

110100

011010

101001

011 
















. 

Таким образом, закодированный символ имеет вид 110011. 
 

Определение 1.9.  Элементарными преобразованиями матриц 
называются следующие операции: 

1) перемена местами двух строк (столбцов); 
2) умножение каждого элемента строки (столбца) на число, отлич-

ное от нуля; 
3) прибавление к элементам одной строки (столбца) соответствую-

щих элементов другой строки (столбца), умноженных на любое число. 
 

Определение 1.10.  Матрица В, полученная из матрицы А с помощью 
элементарных преобразований, называется эквивалентной (обозначается 
В  А). 

 

Пример 1.3.  Найти линейную комбинацию матриц BAT 32  , если 















 


117

010

83

A ,    












209

731
B . 
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Решение. 










1108

7103TA , 












22016

14206
2 TA ,    













6027

2193
3B , 

 )3(232 BABA TT








 22016

14206













6027

2193
= 













622002716

211492036













28043

7119
. 

 
Пример 1.4.  Найти произведение матриц BA  , если  






























50

28

34

,
712

301
BA . 

Решение.  







 

2221

1211
222332 cc

cc
CBA ,  

где
 

.4357)2()1(32;0078)1(42

;125)3()2(031;40)3(8041

2221

1211




cc

cc
 

В результате получим 






 


430

124
BA . 

 
1.1.1. Практическое занятие 

 
1) Указать порядок матриц: 




















1

3

2

7

0

1

А , 






 


1

1

1

0
В , 


















0

0

0

1

0

3

2

4

1

1

1

0

С ,  121 D , 

















1

0

2

F . 

 2) Найти произведение элементов 332112 ааа   матрицы 






















210

231

175

A . 

 3) Найти сумму элементов главной диагонали и произведение эле-
ментов побочной диагонали матрицы 















 


310

201

142

A .  
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 4) Даны матрицы А и В. Найти ВА  , ВА 3 , если 




















2

9

8

7

0

1

А ,  





















1

1

7

6

0

1

В . 

 5) Даны матрицы А и В. Найти ТАВ 3 , если 


















3

3

1

2

1

0

А , 









231

101
В . 

 6) Решить матричное уравнение 025  ВХА , где 


















2112

3423

5127

А , 

















4312

1223

5345

В . 

7) Указать взаимосогласованные матрицы: 








 


2

3

0

1

2

1
А ,  







 


1

1

1

0
В ,  


















0

0

0

1

0

2

2

2

1

1

1

0

С . 

 8) Найти элемент 32с  матрицы ВАС  , если 





















11

4

5

3

3

4

5

2

2

1

9

3

А , 
























52

31

14

22

В . 

9) Найти все возможные произведения матриц  А, В и С, если: 

а) 






 


1

1

1

0
А , 







 


2

3

0

1

2

1
В , 


















0

0

0

1

0

2

2

2

1

1

1

0

С ; 

б)  121 А ,

















1

5

2

В , )1(С . 

10) Найти  2ВА  , 22 ВА  , если  






 


1

3

2

1
А ,  










4

1

1

2
В . Явля-

ются ли матрицы А и В перестановочными? 

 11) Дана матрица 









1

1

0

1
А . Найти 3А , 10А . 



 

 12

 12) Дана матрица 

















011

101

110

А . Найти ТАА  ; 3А . 

 
1.1.2. Самостоятельная работа 

 
 Вариант 1 

1) Найти ВА 2 , ВА 3 , если  



















1

9

8

7

0

1

А ,  





















1

1

7

6

0

1

В . 

 2) Найти ВАС 22  , если 














 


102

351

143

A , 



















011

352

230

B . 

 Вариант 2 
 

1) Найти ВА 2 , BA 3 , если 














2

4

1

3

0

1

5

2
A  и 







 



6

3

1

2

4

0

3

1
B . 

 2) Найти 23 ВАС  , если 






















221

413

432

A , 

















291

260

133

B . 

 
1.2. Понятие определителей 2-го и 3-го порядков. Свойства 

определителей. Методы вычисления определителей  n-го порядка 
 

Рассмотрим квадратную матрицу, состоящую из четырех элементов: 











2221

1211

aa

aa
A .                                                 (1.1) 

Определение 1.11. Определителем, или детерминантом, второго 
порядка, соответствующим матрице (1.1), называется число, равное раз-
ности произведений элементов, стоящих на главной диагонали, и элемен-
тов, стоящих на побочной диагонали (определитель обозначается A  или 

det A). 

12212211
2221

1211det aаaа
aа

aа
AA  . 
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Пример 1.5. 1) 13527
25

37
 ,   2) 26)3(715

17

35



. 

 
Рассмотрим квадратную матрицу, состоящую из девяти элементов:  


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

А .                                          (1.2) 

Определение 1.12.  Определителем, или детерминантом, третьего 
порядка, соответствующим матрице (1.2),  называется число, равное  

333231

232221

131211

det

aaa

aaa

aaa

AA    

.233211331221312213

231231133221332211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa


  

Для запоминания знаков слагаемых и сомножителей в каждом слага-
емом удобно пользоваться правилом треугольников, которое символиче-
ски можно представить следующим образом: 

слагаемые со знаком «+»:                     слагаемые со знаком «–»:         

                                                                     
 

Пример 1.6. Вычислим определитель 3-го порядка по правилу тре-
угольников: 

 

.10421536146027

723)3(516)3()2()2(71625)3()3(3

376

231

253









 
Определение 1.13.   Минором ijM  элемента ija  определителя назы-

вается определитель, полученный из данного определителя вычеркиванием 
строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент, т.е.    
i-й строки и  j-го столбца. 

 

Определение 1.14.  Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  

определителя называется минор этого элемента, умноженный на ji )1( , 

т.е. ij
ji

ij MA  )1( . 
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Для вычисления алгебраических дополнений элементов определите-
лей третьего порядка знаки легко запомнить по следующей схеме: 





. 

Например:     




















728

540

531

A . 

50550)5(1
50

51
32 


M ;

.5)5()1()1( 32
23

32   MA   

Свойства определителей 
10. Величина определителя не изменится, если его строки и столбцы 

поменять местами: 

     
2221

1211

aа

aа
А

2212

2111

aа

aа
,          

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

A  . 

 

20. Перестановка двух строк или столбцов определителя равносильна 
умножению его на (-1). 

 

30. Если определитель имеет две одинаковые строки или два одина-
ковых столбца, то он равен нулю. 

 

40. Умножение всех элементов строки или столбца определителя на 
любое число  равносильно умножению определителя на это число . 

         
2221

1211

aа

aа 

2221

1211

aа

aа
 ,        

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

 




. 

 

50. Если все элементы некоторого столбца или строки определителя 
равны нулю, то и сам определитель равен нулю. 

 

60. Если элементы двух строк или двух столбцов определителя про-
порциональны, то определитель равен нулю. 

 

70. Если каждый элемент любого столбца или любой строки опреде-
лителя представлен в виде двух слагаемых, то определитель можно пред-
ставить в виде суммы двух определителей: 
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333231

232221

131211

333231

232221

131211

33323131

23222121

13121111

aab

aab

aab

aaa

aaa

aaa

aaba

aaba

aaba









, аналогично для 

определителей 2-го порядка. 
 

80. Если к элементам некоторой строки или столбца прибавить соот-
ветствующие элементы другой строки или столбца, умноженные на любой 
общий множитель , то величина определителя не изменится. 
 

90. Определитель равен сумме произведений элементов какой-нибудь 
строки или столбца на их алгебраические дополнения. 

Например: 131312121111 AaAaAaA  =


3

1
11

j
jj Aa . 

 

100. Сумма произведений элементов какого-нибудь столбца или 
строки определителя на алгебраические дополнения соответствующих 
элементов другого столбца или строки равна нулю. 

Например: 0231322122112  AaAaAa  или    0
3

1
21 

j
jj Aa . 

Основываясь на понятиях определителей второго и третьего поряд-
ков, можно аналогично ввести понятие определителя порядка n. Определи-
тели порядка выше третьего вычисляются, как правило, с использованием 
свойств определителей, которые справедливы для определителей любого 
порядка. 

Используя свойство определителей 90, введем понятие определителя 
4-го порядка: 





4

1
111414131312121111

44434241

34333231

24232221

14131211

j
jj AaAaAaAaAa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

. 

Аналогично вводится понятие определителя 5-го, 6-го и т.д. порядка. 
Следовательно,  определитель порядка n: 





n

j
jjnn

nnnn

n

n

AaAaAaAa

aaa

aaa

aaa

1
111112121111

21

22221

11211

...

...

............

...

...

. 
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Все свойства определителей 2-го и 3-го порядков, рассмотренные 
раннее, справедливы и для определителей n-го порядка. 

 
Рассмотрим основные методы вычисления определителей n-го порядка. 
1 Метод понижения порядка определителя. 
Метод основан на следующем соотношении (i – фиксированное чис-

ло): 



n

k
ikik AaA

1
, где ikA  - алгебраические дополнения к ika  (разложение 

определителя по i-й строке). Либо 



n

k
kjkj AaA

1
 (разложение по j-му 

столбцу). 
Замечание: прежде чем применять этот метод, полезно, используя 

основные свойства определителей, обратить в нуль все, кроме одного, эле-
менты его некоторой строки или столбца – метод эффективного пони-
жения порядка. 

 

2 Метод приведения к треугольному виду. 
Метод заключается в таком преобразовании определителя, когда все 

его элементы, лежащие по одну сторону от главной диагонали, становятся 
равными нулю. В этом случае определитель равен произведению элемен-
тов его главной диагонали. 

Рассмотрим некоторые примеры. 
 
Пример 1.7.  Вычислить определитель, разложив его по элементам 

второй строки: 

2121

6343

4231

3112







. 

Решение.  Имеем: 2424232322222121 AaAaAaAaA  . 

Вычислим алгебраические дополнения элементов второй строки: 

;50)681812126(1))1(6)1(21)4(3)3(2

3)1()4(2612)3(1()1(

212

634

311

)1( 312
21








 A

;012699612))1(622133)3(1

3)1(31612)3(2()1(

211

633

312

)1( 422
22





 A
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;10)2461218616(1)2622)1(33)4(1

32316)1(2)4(2()1(

221

643

312

)1( 532
23






 A
 

.301234638)2)3(2)1()1(31)4(1

1231)3()1()1()4(2()1(

121

343

112

)1( 642
24








 A

 

Тогда определитель равен: 
1501202005030410)2(0)3()50(1 A . 

 
Пример 1.8. Вычислить определитель, используя метод эффективно-

го понижения порядка. 

2104

4122

0123

40101030







. 

Решение. По свойству 40 определителей из первой строки вынесем 
множитель 10, а затем будем последовательно умножать первую строку на 
-2 и на 2 и складывать соответственно со второй и с третьей строками 
(свойство 80). 

2104

12108

8309

4113

10
21

)2(1

2104

4122

0123

4113

10


















стр

стр
А . 

Полученный определитель можно разложить по элементам второго 
столбца. Он будет сведен к определителю третьего порядка, который вы-
числяется по правилу треугольников. 

.380)10848326414418(10)12)1()9(

328)8()1(4)8()1(841232)1(9(10

214

1218

839

)1(110 21









 А
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Пример 1.9.  Вычислить определитель приведением к треугольному 
виду: 

12054321

50000

204000

1512300

108620

54321

1

1

1

1

04321

50321

54021

54301

54321














стр

стр

стр

стр

. 

 
1.2.1. Практическое занятие 

 
1) Вычислить определитель второго порядка: 

а) 
31

42


;   б) 

104

53


;  в) 

65

32
; 

г) 
baba

baba




;  д) 
1

11




хх

хх
;  е) 




cossin

sincos
. 

2) Вычислить определитель третьего порядка: 

а) 

022

413

221





;  б) 

122

320

211


 ;   в) 

122

410

223

. 

3) Будет ли матрица 





















211

650

431

A  являться вырожденной? 

4) Решить уравнения: 

а) 0
14

1





х

хх
; б) 0

1110

312

3







х

хх

. 

5) Найти минор элемента 23a  матрицы 

























1041

1112

4335

0412

A . 

6) Найти алгебраические дополнения всех элементов матрицы 






















211

230

175

A . 
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7) Вычислить определитель, используя метод разложения по элемен-
там первой строки: 

а) 

211

182

231
;  б) 

812

278

543





;     в) 

524

513

121




. 

 8. Вычислить: 

а) 
30

21

03

12
 ; б) 




502

413

532

413

502

532


 ; в) 

1868

7144

743

934

172

743

 . 

9) Вычислить определитель четвертого порядка: 

а) 

4321

4331

4711

9521




;  б) 

1511

4321

2123

1512


; в) 

20262

60333

10213

10121

. 

 
1.2.2. Самостоятельная работа  

 
 Вариант 1 

1) Найти миноры и алгебраические дополнения всех элементов опре-
делителя: 

524

513

121




. 

2) Вычислить определитель: 

а) 

214

210

231


 ;  б) 

2104

2133

1102

4321







. 

 
 Вариант 2 

1) Найти миноры и алгебраические дополнения всех элементов опре-
делителя: 

211

123

101


 . 
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 2) Вычислить определитель: 

а) 

522

011

221


 ;  б) 

2104

3311

1122

1106







. 

 
1.3. Понятие обратной матрицы 

 
Определение 1.15.  Квадратная матрица А порядка n называется не-

вырожденной, если ее определитель |A| ≠ 0. В случае, когда |A| = 0, матри-
ца А называется вырожденной. 

Только для квадратных невырожденных матриц А вводится понятие 
обратной матрицы 1A . 

 

Определение 1.16.  Матрица 1A  называется обратной для квадрат-
ной невырожденной матрицы А, если EAAAA   11 , где Е – единич-
ная матрица порядка n.  

Метод нахождения обратной матрицы 
Если А –  квадратная невырожденная матрица, то для нее существует 

единственная обратная матрица 1A , которая определяется формулой 

*1 1
A

А
A  , где 





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

...

............

...

...

21

22212

12111

* .                    (1.3) 

Определение 1.17.  Матрица *A  называется присоединенной, ее 
элементами являются алгебраические дополнения ijA  транспонированной 

матрицы TA . 
 

Пример 1.10.  Дана матрица А. Убедиться, что она невырожденная, и 

найти обратную матрицу 1A . 

.

131

112

121
















A  

Решение. 01431621

131

112

121

А .  
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Следовательно, матрица невырожденная. 
Найдем обратную матрицу. Составим алгебраические дополнения 

элементов матрицы А. 

,2
13

11
)1( 11

11  A   ,1
11

12
)1( 21

12  A   ,5
31

12
)1( 31

13  A  

 

,1
13

12
)1( 12

21  A     ,0
11

11
)1( 22

22  A     ,1
31

21
)1( 32

23  A  

 

,1
11

12
)1( 13

31  A     ,1
12

11
)1( 23

32  A     .3
12

21
)1( 33

33  A  

Подставляя в формулу (1.3), получаем: 
























315

101

112

1

11A




















315

101

112

. 

Проверка: 

 

.

100

010

001

3159110325

101302101

112314122

131

112

121

315

101

112
1

E

AA















































































 

 
 

Решение матричных уравнений 
Иногда требуется решить матричное уравнение вида  

BAX  .                                                  (1.4) 

Если А – квадратная невырожденная матрица, то для нее существует об-
ратная матрица 1A . Умножив обе части уравнения (1.4) справа на 1A , 
получим 11   ABAAX . Учитывая, что EAA  1  и умножение на 
единичную матрицу не меняет матрицу, получаем решение матричного 
уравнения (1.4): 

1 ABX . 

Если же матричное уравнение имеет вид BXA  , то, умножив обе его 
части слева на 1A , получим формулу решения BAX  1 . 
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Пример 1.11.  Решить матричное уравнение BAX  , где  








 


45

32
А , 











32

41
В . 

Решение. Решением этого матричного уравнения является матрица 

22X , которая определяется по формуле 1 ABX . Найдем 1A . 

0231585)3(42
45

32



A . Следовательно, матрица 

невырожденная. 

,44)1( 11
11  A           ,55)1( 21

12  A  

,3)3()1( 12
21  A     22)1( 22

22  A . 

Получаем 











25

34

23

11A , тогда 

 

 
     

.
023

1116

23

1

23325342

24315441

23

1

25

34

23

1

32

41











































X

 

Проверка: 

.
32

41

6946

9223

23

1

069046

44485532

23

1

45

32

023

1116

23

1

B

AX










































 










 

 
1.3.1. Практическое занятие 

 
 1) Найти матрицу, обратную к заданной матрице. Сделать проверку. 











43

21
А ;   










31

21
В ;   






















111

351

142

С ;   

















433

322

321

D . 

 2) Решить матричное уравнение: 

а) 


















32

11

34

11
Х ; 
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б) 

































































301

301

111

230

111

221

421

311

211

Х . 

 
1.3.2. Самостоятельная работа  

 
 Вариант 1 

1) Найти матрицу, обратную к матрице 



















212

121

111

A . Сделать 

проверку. 
 2) Решить матричное уравнение: 





















121

031

52

31
Х . 

 Вариант 2 

1) Найти матрицу, обратную к матрице 





















123

421

513

A . Сделать 

проверку. 
 2) Решить матричное уравнение: 















 











42

03

32

34

23
Х . 

 
1.4.  Ранг матрицы 

 
Для решения многих задач важное значение имеет понятие ранга 

матрицы. 
Определение 1.18.  В матрице Amn вычеркиванием каких-либо строк 

и столбцов можно вычленить квадратные подматрицы k-го порядка, где  
k  min(m;n). Определители таких матриц называются минорами k-го по-
рядка матрицы Amn. 

 

Определение 1.19. Рангом матрицы Amn называется наивысший по-
рядок ненулевых миноров этой матрицы. 

Обозначается rang A или r(A). 
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Из определения следует: 
1) ранг матрицы Amn не превосходит меньшего из её размеров; 
2) r(A) = 0 тогда и только тогда, когда все элементы матрицы равны 

нулю, т.е. А – нулевая матрица; 
3) для квадратной матрицы n-го порядка  r(A) = n тогда и только то-

гда, когда матрица А имеет определитель, отличный от нуля.  
 
Определение 1.20. Базисным минором матрицы называется всякий 

отличный от нуля минор, порядок которого равен рангу данной матрицы. 
 

Пример 1.12. Вычислить ранг матрицы 


























0201

0603

0402

0804

А  и указать 

какой-либо ее базисный минор. 
Решение.  Матрица имеет четвертый порядок, но 0A . Все миноры  

3-го порядка тоже равны нулю, так как содержат хотя бы один нулевой 
столбец (свойство 50 определителя). Все миноры 2-го порядка тоже  равны 
нулю, так как содержат либо нулевой столбец, либо пропорциональные 
столбцы (свойство 60). Значит, r(A) = 1, т.к. есть элементы, отличные от 
нуля. Любой такой элемент можно принять за базисный минор, например, 

411 a . 

Пример 1.13. Вычислить ранг матрицы 





















1111

1312

5718

А  и ука-

зать какой-либо ее базисный минор. 
Решение.  43A , значит r(A)  3. Вычислим миноры третьего порядка: 

024273148

111

312

718






,   

08251108

111

112

518




, 

01481571024

111

132

578







, 
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07115753

111

131

571







. 

Итак, все миноры третьего порядка равны нулю. Среди миноров второго 

порядка есть ненулевые, например, 0628
12

18





. Следователь-

но, r(A) = 2. В качестве базисного минора можно взять 
12

18




M . 

 
Рассмотрим некоторые методы, облегчающие нахождение ранга 

матрицы. 
1) Метод окаймляющих миноров.  
Минор 1kM  порядка 1k , содержащий в себе минор kM  порядка 

k , называется окаймляющим минор kM . Если у матрицы A  существует 
минор 0kM , а все окаймляющие его миноры 01 kM , то kAr )( . 

Применим этот метод к матрице из примера 1.13. Имеем минор вто-

рого порядка 06
12

18
2 




M . Для 2M  окаймляющими будут лишь 

два минора третьего порядка, а именно:   

111

312

718

3





M   и  

111

112

518

3 


M . 

Оба они равны нулю, поэтому  r(A) = 2. 
2) Метод приведения к трапециевидной (ступенчатой) форме. 
Элементарные преобразования матрицы сохраняют её ранг.  
Напомним, что к элементарным преобразованиям матриц относятся: 
1) умножение всех элементов строки или столбца матрицы на чис-

ло, отличное от нуля; 
2) изменение порядка строк или столбцов матрицы; 
3) прибавление к каждому элементу одной строки или столбца со-

ответствующих элементов другой строки или столбца, умноженных на 
любое число. 

С помощью элементарных преобразований строк и перестановки 
столбцов можно привести матрицу к трапециевидному или ступенчатому 
виду, когда определение  её ранга не составляет труда. 
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Определение 1.21.  Трапециевидной, или ступенчатой, называется 
матрица вида: 










































0...00...000

........................

...00...000

......000

........................

......00

......0

......

1,

31,3333

21,222322

11,11131211

o

ttt

tttt

ttttt

tttttt

T
rnrrrr

nrr

nrr

nrr

, 

где .),,...,3,2,1(0 nrritii   
Ранг трапециевидной, или ступенчатой, матрицы равен количеству 

ненулевых строк. 
Пример 1.14.  Найти ранг матрицы  
 

 

 

~

32

)6(2

32

154973

873126

53251

41023
































стр

стр

стр

А  

 

~
21

05380

221115180

53251

1186130

~




























стр
 

 

.

00000

05380

1186130

53251

~

1305380

05380

1186130

53251

~

















































стр

 

Поменяв местами второй и пятый столбцы, получим трапециевид-
ную форму матрицы: 

  .3

00000

85300

1386110

53251

~ 
























ArА  
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1.4.1. Практическое занятие 
 
 Найти ранг матрицы: 






















3212

2321

1513

А , 














 




1

5

4

2

1

3

4

3

1

2

2

1

B , 

















123936

82624

41312

C , 



























2213

0323

1112

1231

D , 































152

231

013

141

110

F , 



























32275

14233

23021

11254

G . 

 
1.4.2. Самостоятельная работа  

 
 Вариант 1 

Найти ранг матрицы: 

а) 














 

5

1

4

1

2

1

4

1

3

3

2

1

,   б) 

























13712

13550

03631

10121

. 

 
Вариант 2 
Найти ранг матрицы: 

а) 














 

 3

1

4

4

2

1

0

1

3

2

2

1

,   б) 

























405

312

042

151

113

. 
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2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

2.1. Исследование совместности систем 
  

Определение 2.1.  Системой линейных алгебраических уравне-
ний, содержащей m уравнений и n неизвестных, называется система вида:  
















,...

,...........

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                              (2.1) 

где числа ija  (i = 1,2,3,…,m,  j = 1,2,3,…,n) называются коэффициентами 

системы. Они образуют матрицу системы, называемую основной матрицей: 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Числа ib  (i = 1,2,3,…,m) называются свободными членами, а jx   

(j = 1,2,3,…,n) – неизвестными, подлежащими нахождению. Обозначим  






















nx

x

x

X 2

1

,    






















mb

b

b

B 2

1

. 

Тогда система (2.1) может быть записана в матричной форме:  
BXA  .  

Наряду с основной рассматривается расширенная матрица систе-
мы A

~
, пополненная столбцом свободных членов: 

  .
~ 2

1

21

22221

11211






























mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

BAA

 

Определение 2.2.  Если 0...21  mbbb , то система (2.1) называ-
ется однородной. Если же хотя бы одно из этих чисел отлично от нуля, то 
система неоднородная. 
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Определение 2.3.  Решением системы линейных уравнений вида 
(2.1) называется n значение неизвестных nn cxcxcx  ,...,, 2211 , при под-
становке которых все уравнения системы обращаются в верные равенства. 

 

Определение 2.4. Система уравнений называется совместной, если 
она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет ни 
одного решения. 

 

Определение 2.5.  Совместная система уравнений называется опре-
деленной, если она имеет единственное решение, и неопределенной, если 
она имеет более одного решения. 

Вопрос о разрешимости системы уравнений в общем виде рассматри-
вается в следующей теореме. 

 
Теорема (Кронекера–Капелли). Система линейных уравнений сов-

местна тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы системы равен 
рангу расширенной матрицы этой системы, ArangArang

~ . 
Для определения рангов обеих матриц достаточно привести расши-

ренную матрицу к ступенчатому виду с помощью элементарных преобра-
зований строк и перестановки столбцов (кроме последнего). 

Для совместных систем линейных уравнений верны следующие 
утверждения:  

 Если ранг матрицы совместной системы равен числу неизвест-
ных, т.е.  r(A) = n, то система уравнений (2.1) имеет единственное решение 
(система определенная). 

 Если ранг матрицы совместной системы меньше числа неиз-
вестных, т.е. r(A) < n, то система (2.1) имеет бесконечное множество ре-
шений (система неопределенная). 

 
Схема исследования системы m уравнений с n неизвестными 

 
                 Система совместная,                                 Система несовместная, 

          если r(A) = r( A
~

) = r.                                 если r(A)  r( A
~

).  
                                                                             Ответ: нет решений. 

 
Система определенная,                    Система неопределенная, 
если  r = n.                                        если  r < n. 
Ответ: единственное решение.       Ответ: бесконечное множество решений. 
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Пример 2.1.  Исследовать систему на совместность: 













.623

,132

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 Решение. Вычислим определитель этой системы:   

.01224271236

112212333322311132

123

132

312



А
 

Так как 0A , то r(A) = r( A
~

) = 3, причем  r(A) = n, поэтому система 

совместна и имеет единственное решение. 
 

Пример 2.2.  Исследовать систему на совместность: 













.4225

,133

,232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 Решение. Вычислим определитель этой системы:   

.0121854564)3()2(2)2()3(3

115)3()3(53)2(1)2(12

225

313

132








А

 

Так как 0A , то система либо несовместна, либо имеет бесконеч-

ное множество решений. Составим расширенную матрицу  и с помощью 
элементарных преобразований приведем ее к ступенчатому виду. Получим 
нули ниже главной диагонали матрицы А. 

    ~

51

31

4

1

1

225

313

441

~

)1(2

4

1

2

225

313

132

|
~















































стр

стр

стр

BAA  

 







































1

4

1

000

9110

441

~

)2(29

4

1

18220

9110

441

~

стр

. 

Получили r(A) = 2,  r( A
~

) = 3, откуда r(A)  r( A
~

), следовательно, ис-
ходная система уравнений несовместна. Решений нет. 
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Пример 2.3.  Исследовать систему на совместность: 













.117694

,122

,5324

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Составим расширенную матрицу  и с помощью элементар-
ных преобразований приведем ее к ступенчатому виду. Получим нули ни-
же главной диагонали матрицы А. 

  ~

)4(1

)2(1

11

1

5

7694

1212

3241

|
~

























стр

стрBAA  












































0

9

5

0000

5270

3241

~

)1(29

9

5

5270

5270

3241

~

стр

. 

Получили r(A) = r( A
~

) = 2 < 4, следовательно, система совместна и имеет 
бесконечное множество решений. 
 
 

2.1.1. Практическое занятие 
 

Исследовать систему на совместность: 

а) 












.22

,42

,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   б) 












.532

,42

,1

21

321

321

xx

xxx

xxx

   в) 












.22

,42

,1

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

 

г) 





















.945

,332

,642

,125

,63

31

321

21

321

321

xx

xxx

xx

xxx

xxx

   д) 












.37855

,22

,12

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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2.1.2. Самостоятельная работа  
 

 Вариант 1 
 Исследовать систему на совместность: 

а) 












.1

,1

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     б) 












.37855

,22

,12

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 
 Вариант 2 
 Исследовать систему на совместность: 

а) 












.523

,1

,42

31

321

321

xx

xxx

xxx

     б) 












.2523

,1

,32

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 
 

2.2. Решение систем по формулам Крамера   
и матричным методом 

 
Рассмотрим частный случай системы (2.1), когда m=n. Тогда матри-

ца  А – квадратная, и справедлива следующая теорема. 
 
Теорема (Крамера). Если 0 A , то система совместна и имеет 

единственное решение, которое определяется равенствами:    

                            ,...,, 2
2

1
1 











 n
nxxx                             (2.2) 

где j  (j = 1,2,3,…, n) – определитель матрицы, которая получается из 

матрицы А заменой j-го столбца столбцом свободных членов исходной  
системы. 
 Формулы (2.2) называются формулами Крамера. 
 

Пример 2.4.  Решить систему по формулам Крамера: 













.42

,11453

,222

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Решение. Составим   .

4

11

2

,

121

453

212






































 BA  

Вычислим определитель матрицы этой системы:   

.516310124104221)1(3

2)5(122314)1(1)5(2

121

453

212






 А
 

Так как 0 , то система совместна и имеет единственное решение. 
Последовательно заменяя в определителе ∆ первый, второй и третий 

столбцы столбцом свободных членов, получим: 

,516114044161042)2(1)1()11(

2)5(422)11(44)1(1)5(2

124

4511

212

1







 

,1032622248224421)2(3

2)11(123441)2(1)11(2

141

4113

222

2







 

.51244101211404)1(3)11(22

)2()5(1)2(23)1()11(14)5(2

421

1153

212

3








 

Подставим значения определителей в формулы (2.2): 

.1
5

5
,2

5

10
,1

5

5 3
3

2
2

1
1 























 xxx  

 Ответ: .1,2,1 321  xxx  
 

В случае системы линейных уравнений с квадратной невырожденной 
матрицей возможно также решение средствами матричного исчисления. 

Рассмотрим матричную форму записи системы (2.1):  

BXA  . 
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Пусть 0A , тогда данное матричное уравнение имеет единственное ре-

шение, которое  находится по формуле     

BAX  1 .                                                 (2.3) 

Таким образом, чтобы найти решение системы, нужно обратную матрицу 
умножить на столбец свободных членов справа. 
 

Пример 2.5.  Решить систему уравнений матричным методом: 














.23

,12

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение.  Составим .

2

1

1

,

131

112

121

































 BA  

Обратная матрица была найдена в примере 1.10 из п. 1.3. 























315

101

112
1A .  

Следовательно, по формуле BAX  1  получаем    













































































0

1

1

615

201

212

2

1

1

315

101

112

X , 

т.е. .0,1,1 321  xxx  
Ответ: .0,1,1 321  xxx  

 
Как было отмечено выше, формулы Крамера и матричный метод мо-

гут быть использованы только для решения систем с квадратной невырож-
денной матрицей. Но и в этом частном случае решение линейных алгебра-
ических уравнений указанными методами удобно производить для уравне-
ний, когда вычисление определителей не представляет трудностей. В слу-
чае же систем большого числа уравнений более выгодно пользоваться ме-
тодом Гаусса, который является универсальным и подходит также для 
произвольных систем с прямоугольной матрицей. 
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2.2.1. Практическое занятие 
 
Доказать совместность системы и найти ее решение, используя: 

1) формулы Крамера, 2) матричный метод. 

а) 













.1

,135

,342

321

321

321

хxx

xxx

xxx

     б) 













.872

,1353

,42

321

321

321

хxx

xxx

xxx

 

 
2.2.2. Самостоятельная работа  

 
 Вариант 1 

Доказать совместность системы и найти ее решение, используя: 
1) формулы Крамера, 2) матричный метод. 













.623

,132

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 Вариант 2 
Доказать совместность системы и найти ее решение, используя: 

1) формулы Крамера, 2) матричный метод. 













.344

,42

,322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
2.3. Решение систем методом  Гаусса 

 
Рассмотрим один из самых простых методов решения систем урав-

нений, заключающийся в последовательном исключении неизвестных и 
называемый методом Гаусса. Данный метод заключается в том, что с по-
мощью элементарных преобразований строк и перестановки столбцов 
расширенной матрицы система уравнений приводится к равносильной си-
стеме ступенчатого вида, из которой последовательно, начиная с послед-
них по номеру переменных, находятся все остальные. Метод Гаусса имеет 
ряд преимуществ: 

1) значительно менее трудоёмкий; 
2) позволяет однозначно установить, совместна система или нет, а в 

случае её совместности найти её решения (единственное или бесконечное 
множество); 

3) дает возможность определить ранг матрицы системы. 
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С помощью элементарных преобразований над строками приведем 
расширенную матрицу системы (2.1)  BA  к ступенчатому виду  BA  : 

 













































m

r

rrnrrrr

nrr

nrr

b

b

baaa

baaaa

baaaaa

BA

|0...00...00

........................
|0

|

...

...

00...

...

0

0

0

0
........................

|......0

|......

|

1

1,

221,2222

111,111211

, 

где 0iia  при ri  . 

Полученной расширенной матрице  BA   соответствует система 

линейных уравнений, эквивалентная системе (2.1). При этом    ArAr  , 
   BArBAr  , и утверждения о том, что полученная система совмест-

на (несовместна) и является определенной (неопределенной), верны и для 
системы (2.1). 

Если хотя бы одно из чисел mr bb   ,...,1  отлично от нуля, то система 
линейных уравнений несовместна.  

Если же 0...1  mr bb , то система совместна, и ее ранг равен r . 
Очевидно, что минор, стоящий на пересечении первых r  строк и r  столб-
цов, не равен нулю, следовательно, его можно принять за базисный. Назо-
вем переменные rxxx ...,,, 21  базисными, а nrr xxx ...,,, 21   - свободными. 
Отбрасывая строки с нулевыми элементами, получаем систему из r  урав-
нений: 

























.....

.............................

,......

,......

11,

2211,22222

1111,11212111

rnrnrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

bxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

 

Если nr  , то матрица этой системы треугольная, все переменные – 
базисные, и их значения определяются однозначно.  

Если nr  , то из системы легко выразить базисные переменные че-
рез свободные переменные. Придавая свободным переменным произволь-
ные значения: 

rnnrr cxcxcx   ...,,, 2211 , 

последовательно получаем выражения для базисных переменных  

),...,,(,...),,...,,(),,...,,( 21212211 rnrrnrn cccxcccxcccx  . 
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Определение 2.6.  Решение, задаваемое формулами  

,,...,

),,...,,(,...),,...,,(),,...,,(

11

2121222111

rnnr

rnrrrnrn

cxcx

cccxxcccxxcccxx








 

где rnccc ,...,, 21  – любые действительные числа, называется общим  
решением системы (2.1). 
 

Пример 2.6.  Решить методом Гаусса систему уравнений 














.191076

,63754

,56322

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Составим расширенную матрицу  и с помощью элементар-
ных преобразований приведем ее к ступенчатому виду: 

  ~

31

21

1

6

5

91076

3754

6322

|
~






























стр

стрBAA  















































0

16

5

0000

9110

6322

~

)1(216

16

5

9110

9110

6322

~

стр

. 

Получили r(A) = r( A
~

) = 2 < 4, следовательно, система совместна и имеет 
бесконечное множество решений. 

Исходная система равносильна системе: 









.169

,56322

432

4321

xxx

xxxx
 

Решим ее. 02
10

22



M , этот минор можно принять за базисный. Тогда 

21, xx  – базисные переменные, а остальные 43 , xx  – свободные переменные. 

Задавая свободным переменным произвольные значения 13 cx  , 

24 cx  , найдем бесконечное множество решений.  

 
















.12212372)169(2635

,169

.916

,63522

2121211

212

212

2121

cccсссx

ccx

ccx

ccxx

 

Ответ: ,,,169,122/12/37 2413212211 cxcxccxсcx   
где Rcс 21, . 
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Пример 2.7.  Для изготовления трех видов изделий (А, В и С) фабри-
ка расходует в качестве сырья сталь, чугун и цветные металлы, имеющиеся 
в ограниченном количестве. Необходимые характеристики производства 
указаны в табл. 2.1. 

 

Таблица 2.1 

 
Вид сырья 

Нормы расхода сырья на единицу  
изделия,  усл. ед. 

Запасы сырья  
на 1 день, усл. ед. 

А В С 
Сталь 5 9 7 400 
Чугун 1 3 2 110 
Цветные металлы 3 4 3 190 

 
Требуется определить ежедневный объем выпуска каждого вида  

изделий.  
 

Решение. Пусть фабрика выпускает ежедневно 1x  изделий вида А, 2x   

изделий вида В и 3x  изделий вида С. Тогда в соответствии с расходом     
сырья каждого вида имеем систему: 













.190343

,11023

,400795

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    Составим   .

190

110

400

,

343

231

795

































 BA  

Решим систему методом Гаусса. Составим расширенную матрицу  и 
с помощью элементарных преобразований приведем ее к ступенчатому ви-
ду. Предварительно поменяем местами первую и вторую строки (если пер-
вый столбец содержит единицу, целесообразно переместить ее в первую 
строку): 

  ~

)3(1

)5(1

190

400

110

343

795

231

~

190

110

400

343

231

795

|





































стр

стрBA  

 

~

52840

150

110

18300

360

231

~

)6(140

150

110

350

360

231

~








































стр

 

.

90

150

110

300

360

231

~
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  Для последней матрицы система имеет вид: 



























.30

,10

,20

,903

,15036

,11023

3

2

1

3

32

321

x

x

x

x

xx

xxx

 

Ответ: фабрика выпускает ежедневно 20 изделий вида А, 10 изде-
лий вида В и  30 изделий вида С. 

 
2.3.1. Практическое занятие 

 
 Решить систему методом исключения неизвестных (методом Гаусса): 

а) 












.722

,113

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  б) 












.325

,642

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  в) 













.2

,3

,52

21

432

4321

xx

xxx

xxxx

 

 

г) 
















.1278

,7532

,9934

,8852

321

321

321

321

хxx

xxx

xxx

xxx

  д) 
















.62233

,124358

,6234

,422

4321

4321

4321

4321

ххxx

хxxx

хxxx

хxxx

  е) 












.2

,02

,1

21

421

431

xx

xxx

xxx

 

 
 

2.3.2. Самостоятельная работа  
 

 Вариант 1 
Решить систему методом Гаусса: 

а) 












.53

,122

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  б) 












.542

,122

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
 Вариант 2 

Решить систему методом Гаусса: 

а) 












.22

,22

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  б) 












.523

,22

,3

21

321

321

xx

xxx

xxx
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2.4.  Решение однородных систем 
 
Однородная система m линейных уравнений с n неизвестными  

имеет вид: 

               
















.0...

............................................

;0...

;0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

                                  (2.4) 

Система линейных однородных уравнений всегда совместна, так как 
она всегда имеет, по крайней мере, нулевое (или тривиальное) решение 

0...21  nxxx . 
Если в системе (2.4) m = n, а определитель матрицы коэффициентов 

при неизвестных отличен от нуля, то такая система имеет только нулевое 
решение, как это следует из формул Крамера. Ненулевые решения, следо-
вательно, возможны лишь для таких систем линейных однородных урав-
нений, в которых число уравнений меньше числа неизвестных, или при их 
равенстве, когда определитель системы равен нулю. 

 
Теорема 1. Система линейных однородных уравнений имеет нену-

левые решения тогда и только тогда, когда ранг матрицы коэффициентов 
при неизвестных меньше числа неизвестных, т.е. при  rang(A) < n. 

 
Обозначим решение системы (2.4) nn kxkxkx  ,...,, 2211  в виде 

столбца  TnkkkE ,...,, 211  . 
Решения системы линейных однородных уравнений обладают сле-

дующими свойствами. 

1) Если  TnkkkE ,...,, 211   – решение системы (2.4), то и 

 TnkkkE  ,...,, 211  – тоже решение этой системы. 

2) Если  TnkkkE ,...,, 211   и  TnlllE ,...,, 212   – решения системы 

(2.4), то  Tnn lklklkEE  ,...,, 221121 – тоже решение данной системы. 
Таким образом, всякая линейная комбинация решений системы (2.4) 

тоже является решением этой системы, то есть если sEEE ,...,, 21  – решения 
системы (2.4), то ssEEE  ...2211  – тоже решение этой системы. Поэто-
му представляет интерес найти такие линейно независимые решения 
системы (2.4), через которые линейно выражались бы все остальные ее 
решения.        
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Определение 2.7.  Решения sEEE ,...,, 21  называются линейно неза-
висимыми, если их линейная комбинация ssEEE  ...2211  равна нулю 
тогда и только тогда, когда  0...21  s . 
 

Определение 2.8.  Система линейно независимых решений sEEE ,...,, 21  
называется фундаментальной, если каждое  решение системы (2.4) является 
линейной комбинацией решений  sEEE ,...,, 21 . 

Теорема 2. Если ранг r матрицы коэффициентов при неизвестных си-
стемы линейных однородных уравнений (2.4) меньше числа переменных  n, 
то всякая фундаментальная система решений системы (2.4) состоит из n – r    
решений. 

Общее решение системы (2.4)  представляется в виде:    

rnrn EcEcEcX  ...2211 , 

где rnEEE ,...,, 21  – любая фундаментальная система решений, а 

rnccc ,...,, 21  – произвольные действительные числа. 
 

Способ нахождения фундаментальной системы решений 
Пусть  rang(A) < n. Выражаем базисные переменные rxxx ...,,, 21  через 

свободные переменные nrr xxx ...,,, 21  . Свободным переменным придаем 
поочередно значение 1, полагая остальные равными нулю. Вычисляем зна-
чения базисных переменных. 

 
Пример 2.8. Решить однородную систему линейных алгебраических 

уравнений: 













.0578

,05

,0344

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Определитель системы 

02110028241053220

578

115

344






 , поэтому система 

имеет единственное нулевое решение. 
 Ответ: 0321  xxx . 

 
Пример 2.9. Найти общее решение системы линейных алгебраиче-

ских уравнений и записать фундаментальную систему решений: 



 

 42













.0332

,0232

,02

654321

54321

654321

xxxxxx

xxxxx

xxxxxx

 

Решение. Так как число уравнений меньше числа неизвестных, то 
система имеет ненулевые решения. Применим метод Гаусса. Составим 
расширенную матрицу  и с помощью элементарных преобразований при-
ведем ее к ступенчатому виду: 

~

21

)2(1

0

0

0

111332

011232

211111
~


























стр

стрA  

 











































0

0

0

102100

433410

211111

~

20

0

0

531510

433410

211111

~

стр

. 

Получили r(A) = 3. Исходная система равносильна системе: 














.02

,04334

,02

643

5432

654321

6

xxx

xxxxx

xxxxxx

 

01

100

410

111




M , этот минор можно принять за базисный. Тогда 

321 ,, xxx  – базисные  переменные, а остальные  654 ,, xxx  – свободные     
переменные. 

1) Пусть 0,0,1 654  xxx , тогда система принимает вид: 



























.2

,11

,14

,2

,34

,1

3

2

1

3

32

321

x

x

x

x

xx

xxx

 

2) Пусть 0,1,0 654  xxx , тогда система принимает вид: 


























.0

,3

,4

,0

,34

,1

3

2

1

3

32

321

x

x

x

x

xx

xxx
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3) Пусть 1,0,0 654  xxx , тогда система принимает вид: 



























.1

,0

,1

,1

,44

,2

3

2

1

3

32

321

x

x

x

x

xx

xxx

 

Получаем фундаментальную систему решений: 






















































































1

0

0

1

0

1

,

0

1

0

0

3

4

,

0

0

1

2

11

14

100

010

001

102

0311

1414

321

6

5

4

3

2

1

EEE

x

x

x

x

x

x

. 

Общее решение: 332211 EcEcEcX  . 
Ответ: ,2,311,414 3132123211 ccxccxссcx   

,,, 362514 cxcxcx     где Rccс 321 ,, . 
 

2.4.1. Практическое занятие 
 
 Решить однородную систему уравнений: 

а) 












.0233

,02

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  б) 












.02

,0

,02

21

321

321

xx

xxx

xxx

  в) 












.052

,023

,023

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

г) 
















.0192483

,03254

,04653

,0342

4321

4321

4321

4321

ххxx

хxxx

хxxx

хxxx

  д) 












.022

,043

,032

54321

54321

54321

хxxxx

хxxxx

хxxxx

 

 
2.4.2. Самостоятельная работа  

 
 Вариант 1 

Решить однородную систему уравнений: 

а) 












.042

,02

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     б) 












.0523

,02

,022

5421

54321

54321

хxxx

хxxxx

хxxxx
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Вариант 2 
Решить однородную систему уравнений: 

а) 












.02

,02

,0

321

321

321

xхx

xxx

xxx

     б) 












.02

,023

,053

54321

54321

54321

хxxxx

хxxxx

хxxxx

 

 
3. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 

 
3.1. Индивидуальное домашнее задание 1 

 
1 Вычислить определитель тремя способами: 1) разложив по элементам 

i -й строки; 2) разложив по элементам j -го столбца; 3) используя метод эф-
фективного понижения порядка или метод приведения к треугольному виду: 
 

1)   
.4

,2
,

2030

2133

0304

2131







j

i
           2)   

.4

,4
,

4303

0161

0112

5303









j

i
 

 

3)   
.3

,1
,

2136

4500

3221

5030







j

i
              4)   

.1

,4
,

2210

0124

1140

0215










j

i
 

 

5)   
.2

,4
,

2010

5600

1142

3211









j

i
         6)   

.2

,4
,

0121

0204

3104

0253






j

i
 

 

7)   
.1

,2
,

2060

2112

0203

1221









j

i
         8)   

.1

,2
,

2030

1212

2005

1443




 j

i
 

 

9)   
.1

,3
,

2221

0650

1112

0104








j

i
         10)  

.4

,4
,

5120

3123

0410

0211








j

i
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11)  
.2

,2
,

5040

1314

1500

3143










j

i
        12) 

.2

,3
,

2211

0112

0601

4102









j

i
 

 

13)  
.2

,4
,

0023

1216

3412

3004









j

i
        14) 

.4

,2
,

1342

0430

0113

3540







j

i
 

 

15)  
.3

,3
,

3121

4050

0530

2232








j

i
         16) 

.4

,1
,

1213

1501

0104

0123





 j

i
 

 

17)  
.1

,1
,

1001

1123

2411

6050








j

i
         18) 

.2

,1
,

0023

1216

2241

1004








j

i
 

 

19)  
.4

,2
,

2119

0110

0323

2140









j

i
           20) 

.4

,2
,

1312

2030

0140

1124







j

i
 

 
2 Даны матрицы A  и B . Найти матрицу C : 

 

1)   






































36

21

41

,

21

30

47

BA ,      ABC 23  . 

2)   
































163

510

47

,
832

154
BA ,      TABC 2 . 

3)   


























 


132

514
,

20

34

25

BA ,      TBAC  . 
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4)   






 












234

121
,

421

532
BA ,      BAC 32  . 

 

5)   


































12

13

14

,

31

12

03

BA ,      TT BAC  . 

 

6)   



























 


13

66

42

,
157

243
BA ,      TBAC  . 

 

7)   































316

104
,

16

73

42

BA ,      TBAC  2 . 

 

8)   






















415

137
,

012

316
BA ,      TT BAC  . 

 

9)   





































03

12

17

,

34

75

12

BA ,      TT BAC  2 . 

 

10) 






























24

03

15

,
234

512
BA ,      TABC  2 . 

 

11) 






 



















231

217
,

10

12

34

BA ,      TBAC  3 . 

 

12) 






















123

017
,

521

432
BA ,      BAC 32  . 

 

13) 










































18

31

26

,

20

37

119

BA ,      BAC 3 . 
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14) 






























30

23

16

,
273

412
BA ,      TBAC  2 . 

 

15) 

































217

012
,

32

86

13

BA ,      TBAC 2 . 

 

16) 























456

789
,

134

123
BA ,      TT BAC 2 . 

 

17) 







































04

21

73

,

43

75

13

BA ,      TT BAC 2 . 

 

18) 

































34

23

16

,
126

504
BA ,      TABC  3 . 

 

19) 
































102

316
,

31

20

16

BA ,      TBAC  4 . 

 

20) 
























321

137
,

124

032
BA ,      BAC 23  . 

 
3 Даны две матрицы A  и B . Требуется: 1) найти произведения BA  , 

AB   и выяснить, являются ли матрицы перестановочными; 2) найти об-
ратную матрицу 1A и сделать проверку: 
 

1)   










































512

142

350

,

324

381

273

BA .   

 

2)   









































203

581

201

,

574

153

013

BA . 
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3)   












































147

465

400

,

172

394

412

BA .  

 

4)   














 
















 


210

123

674

,

011

351

158

BA . 

 

5)   











































234

352

401

,

134

142

111

BA . 

 

6)   






































312

121

551

,

014

507

485

BA . 

 

7)   









































121

453

212

,

243

678

312

BA . 

 

8)   











































354

013

582

,

113

342

653

BA . 

 

9)   







































321

642

063

,

101

112

112

BA . 

 

10) 




































231

720

103

,

730

529

1116

BA . 

 

11) 














 



















173

112

210

,

121

201

213

BA . 
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12) 














 



















035

213

123

,

314

131

232

BA . 

 

13) 


































734

214

502

,

122

013

376

BA . 

 

14) 






































569

314

523

,

374

596

485

BA . 

 

15) 


































254

291

256

,

230

494

371

BA . 

 

16) 







































323

504

234

,

110

231

162

BA . 

 

17) 


































250

343

111

,

7110

111

496

BA . 

 

18) 




































465

103

453

,

812

713

301

BA . 

 

19) 






































061

217

553

,

148

131

215

BA . 

 

20) 






































121

332

111

,

434

633

522

BA . 

 



 

 50

4 Найти ранг матрицы и указать какой-либо её базисный минор: 
 

1)   



















0110

1313

2121

1111

.                              2)   





















28112

71524

42312

. 

 

3)   
















0421

2101

5412

.                              4)   
























1977

7115

4312

1531

. 

 

5)   























1714701

1613831

11132

54321

.             6)   




















2422

3011

3330

.  

 

7)   



















3422

31771

11040

4113

.                            8)   





















034421

35121

53342

. 

 

9)   
























27121

2891

4132

2321

 .                  10)  

























14157

70531

43235

52313

. 

 

11) 





















16101

5312

2131

.                         12)  
























5741

1321

2413

1132

. 

 

13) 
























1433

0314

1215

1121

.                       14)  





















6554

0312

3123

. 

 



 

 51

15) 

























311031

11111

20112

11321

.            16)  



















 1121

1311

1121

1111

. 

 

17) 

























94032

11614

10213

34152

.              18)  
























11931

161331

1131

6531

. 

 

19) 

























1156

1111

3312

1134

.                         20)  





























4230

5201

1031

1312

3423

. 

 
Решение типового варианта 

 
1 Вычислить определитель тремя способами: 1) разложив по элементам 

i -й строки; 2) разложив по элементам j -го столбца; 3) используя метод эф-
фективного понижения порядка или метод приведения к треугольному виду: 

.4

,1
,

3021

4152

1321

2142







j

i
 

Решение. 1) Вычислим определитель, разложив его по элементам 
первой строки. Имеем: 

1414131312121111 AaAaAaAa  . 

Вычислим алгебраические дополнения элементов первой строки: 

;1704520246)240

335112105243312()1(

302

415

132

)1( 211
11



 A
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;10)01810123(1))1(40

332111102143311()1(

301

412

131

)1( 321
12






 A
 

;1281254815))1(42

322151122142351()1(

321

452

121

)1( 431
13






 A
 

.1)02151220(1)022

)1(21351322112051()1(

021

152

321

)1( 541
14





 A

 

Тогда определитель равен: 

162124034)1(2)12()1(104)17(2  . 

2) Вычислим определитель, разложив его по элементам четвертого 
столбца. Имеем: 

4444343424241414 AaAaAaAa  . 

Вычислим алгебраические дополнения элементов четвертого столбца. 

;1)02151220(1)022

)1(21351322112051()1(

021

152

321

)1( 541
14





 A

;1405440)212042

)1(51)1(22114052()1(

021

152

142

)1( 642
24






 A
 

;4)01222120(1))1(40322

)1(21)1(2)1(134022()1(

021

321

142

)1( 743
34






 A
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.1130442454)23514)1()1(22

234)1()1(5122()1(

152

321

142

)1( 844
44






 A
 

Тогда определитель равен: 

16331612113)4(411)1(2  . 

3) Вычислим определитель, используя метод эффективного пониже-
ния порядка. Будем последовательно умножать вторую строку на 2, на 2, 
на 1 и складывать соответственно с первой, с третьей и четвертой строками 
(свойство определителей 80): 

4340

6790

1321

4580

12

22

22

3021

4152

1321

2142














стр

стр

стр

. 

Полученный определитель можно разложить по элементам первого 
столбца. Он будет сведен к определителю третьего порядка, который вы-
числяется по правилу треугольников: 

.16180144112108120224)495368474

394465478()1()1(

434

679

458

)1()1( 12



 

 

Ответ: 16 . 
  

2 Даны матрицы A  и B . Найти матрицу C : 









































16

10

71

,

17

90

81

BA ,   BAC 2 . 

Решение.   















 

3231

2221

1211

2322

cc

cc

cc

CBABA ,  

где 

.3)1()2(1;196)2(7

;71)2(9;00)2(0

;22)7()2(8;3)1()2(1

3231

2221

1211






cc

cc

cc
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Ответ: 

















 

319

70

223

2 23CBA . 

 
3 Даны две матрицы A  и B . Требуется: 1) найти произведения BA  , 

AB   и выяснить, являются ли матрицы перестановочными; 2) найти об-
ратную матрицу 1A и сделать проверку.  


















345

312

121

A ,  






















381

250

741

B . 

Решение. 1) Найдём произведение BA  : 
















 

333231

232221

131211

33

ccc

ccc

ccc

CBA ,  

где

 

.34)3(32475

;2483)5(445;21304)1(5

;7)3(32172;2783)5(142

;11301)1(2;6)3(12271

;681)5(241;21102)1(1

33

3231

2322

2113

1211








c

cc

cc

cc

cс

 

В результате получим 



















 

34242

7271

662

33CBA . 

2) Найдём произведение AB  : 
















 

333231

232221

131211

33

ddd

ddd

ddd

DAB ,  

где

 

.163)3(3811

;24)3(1821;05)3(28)1(1

;9323)5(10;3421)5(20

;0522)5()1(0;32373411

;30471421;445724)1(1

33

3231

2322

2113

1211









d

dd

dd

dd

dd
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В результате получим 

















 

1620

930

323044

33DAB . 

Так как ABBA  , то матрицы A  и B  не являются перестановочными. 
3) Найдем обратную матрицу:  

030121253083

345

312

121




А .  

Следовательно, матрица невырожденная, и 1A  существует. 
Составим алгебраические дополнения элементов матрицы A : 
 

,9
34

31
)1( 2

11 A     ,9
35

32
)1( 3

12 A          ,3
45

12
)1( 4

13 A  

 

,2
34

12
)1( 3

21 A    ,8
35

11
)1( 4

22 


A     ,14
45

21
)1( 5

23 


A  

 

,5
31

12
)1( 4

31 A      ,5
32

11
)1( 5

32 


A       .5
12

21
)1( 6

33 


A  

Подставляя в формулу (1.3), получаем: 























5143

589

529

30

11A . 

Проверка: 






































345

312

121

5143

589

529

30

11 AA  







































3000

0300

0030

30

1

154232014625283

152492081825169

1569202182549

30

1
E


















100

010

001
. 

Ответ: 1) 





















34242

7271

662

BA ,  


















1620

930

323044

AB ,   
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матрицы не перестановочны;  2)  






















5143

589

529

30

11A . 

 

4  Найти ранг матрицы 


























54012

38436

13211

23011

А  и указать какой-

либо ее базисный минор. 
Решение. Применим метод приведения к трапециевидной форме.  

~

21

61

1

54012

38436

13211

23011































стр

стр

стр
А  

 

~

)1(3910030

1510430

30200

23011

~

























стр

 

 

.

00000

1510430

30200

23011

~

2260400

1510430

30200

23011

~















































стр
 

Поменяв местами вторую и третью строки, получим трапециевидную 
форму матрицы: 

  .3

00000

30200

1510430

23011

~ 























ArА  

В качестве базисного можно взять минор  

064601204

436

211

011

3 


M . 
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Ответ:   3Ar , базисный минор 

436

211

011 
. 

 
3.2.  Индивидуальное домашнее задание 2 

 
1 Доказать совместность системы линейных алгебраических уравне-

ний и  решить ее тремя способами: 1) по формулам Крамера; 2) с помощью 
обратной матрицы (матричным методом); 3) методом Гаусса: 
 

1)    












.834

,7235

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                2)   













.2243

,4352

,723

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     

 

3)    












.757

,6823

,3534

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                4)   












.2325

,324

,1423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    

 

5)    












.223

,3235

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                6)   












.10243

,0522

,2325

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

7)    












.322

,3473

,10532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                8)    












.3235

,1326

,4234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

9)    












.22

,0

,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                     10)  












.132

,0

,6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

11) 












.16358

,834

,522

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                  12)  













.132

,35

,71132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     

 

13) 












.386

,1353

,143

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                 14)  












.9223

,263

,542

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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15) 












.343

,3232

,25112

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                16)  













.6293

,246

,646

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

17) 












.11423

,42

,11243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                 18)  













.8523

,16432

,1432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

19) 












.655

,13743

,7232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                 20)  













.11332

,443

,125

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
2  Исследовать систему линейных алгебраических уравнений на сов-

местность и в случае совместности найти общее решение. 
 

1)   












.53

,9452

,4322

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

            2)   












.3352

,4273

,1432

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

         

 

3)   













.234

,33472

,123

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

          4)   












.17353

,1432

,0322

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

          

 

5)   













.332

,73452

,423

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

           6)   












.35

,5492

,2324

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

7)    












.19834

,122

,043

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

           8)   












.4223

,9472

,5324

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

         

 

9)    












.334

,7292

,4435

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

            10) 












.1332

,1343

,024

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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11)  












.494

,222

,23822

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

        12)  












.222

,98436

,34236

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

13)  












.14742

,23822

,124

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

     14)  












.210227

,1549

,35232

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

15)  












.2535

,767

,54322

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

        16)  












.0

,04444

,23333

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

17)  












.134

,0432

,1222

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

          18)  












.1

,12533

,2422

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

19)  













.3864

,1432

,2432

4321

432

4321

xxxx

xxx

xxxx

         20)  












.08642

,0432

,2432

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

    
3 Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений: 

 

1)    












.033

,0

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                       2)   












.02

,0364

,052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

         

 

3)   












.023

,032

,02

31

321

321

xx

xxx

xxx

                       4)   












.045

,032

,052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     

5)   












.03

,032

,033

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                       6)   












.0542

,078

,034

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

7)   












.0532

,023

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                     8)   












.027

,052

,034

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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9)   













.0524

,02

,023

321

321

21

xxx

xxx

xx

                    10)  













.035

,0423

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

11) 












.0243

,0678

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                  12)  












.03

,0342

,0653

321

321

321

xxx

xxx

xxx

         

 

13) 












.0

,02

,02

31

321

321

xx

xxx

xxx

                         14)  












.073

,0529

,0116

32

321

321

xx

xxx

xxx

     

 

15) 













.02

,02

,023

321

31

321

xxx

xx

xxx

                       16)  












.034

,03

,0232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

17) 













.022

,03

,0376

321

21

321

xxx

xx

xxx

                     18)  













.022

,043

,0432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    

    

19) 













.0494

,037

,023

321

321

32

xxx

xxx

xx

                  20)  












.0

,023

,062

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

 
4 Найти общее решение однородной системы линейных алгебраиче-

ских уравнений и записать фундаментальную систему решений: 

1)   
















.0111344

,01625

,07322

,0953

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

        2)   
















.03572

,02345

,0233

,08

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

 

3)   
















.02535

,0

,02357

,0223

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

          4)  
















.01222

,02

,02347

,04236

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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5)   
















.07124

,0107

,0422

,03253

431

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

           6)   
















.0732

,021464

,032196

,0428128

4321

4321

431

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

7)   
















.02329

,0223

,0532

,072

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

             8)   
















.01161875

,01625

,0341211

,0283

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

9)   
















.0553175

,01625

,0341211

,07322

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

       10) 
















.042

,014947

,063

,0432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

11) 
















.08842297

,0341211

,07322

,0283

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

       12) 
















.0898

,0252

,03

,0227

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

13) 
















.0287

,041233

,0285

,010

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

           14) 
















.0428128

,0732

,021464

,032196

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

15) 
















.07178

,054194

,02310

,022

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

           16) 
















.0367

,0226

,0234

,04325

321

421

4321

4321

xxx

xxx

xxxx

xxxx

 

 

17) 
















.011712

,0

,02214224

,011712

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

       18) 
















.010325

,03096

,01032

,01032

4321

4321

431

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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19) 
















.0778

,04616

,05

,032

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

               20) 
















.0835

,0322

,032

,02

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 
Решение типового варианта 

 

1 Дана система линейных неоднородных алгебраических уравнений:  













.16342

,105

,24473

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Доказать ее совместность и решить тремя способами: 1) по форму-
лам Крамера; 2) с помощью обратной матрицы (матричным методом);  
3) методом Гаусса. 

 Решение. Вычислим определитель этой системы:   

.02122140161445

413317254414217353

342

151

473



 А
 

Так как 0 A , то система совместна и имеет единственное решение. 

1) Найдем решение системы по формулам Крамера. Последовательно 
заменяя в определителе ∆ первый, второй и третий столбцы столбцом сво-
бодных членов, получим: 

 

,69621032016011236041243107

1654410416173524

3416

1510

4724

1



  

 

,248728064489016133124

2104161421243103

3162

1101

4243

2
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.41201122409614024041031617

2524412421071653

1642

1051

2473

3




 

Подставим значения определителей в формулы (2.2): 

.2
2

4
,1

2

2
,3

2

6 3
3

2
2

1
1 












 xxx  

2) Решим систему матричным методом. Найдем обратную матрицу. 
Составим алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

,11
34

15
)1( 11

11  A   ,1
32

11
)1( 21

12  A   ,6
42

51
)1( 31

13  A  

 

,5
34

47
)1( 12

21  A   ,1
32

43
)1( 22

22  A   ,2
42

73
)1( 32

23  A  

 

,13
15

47
)1( 13

31  A   ,1
11

43
)1( 23

32  A   .8
51

73
)1( 33

33  A  

Подставляя в формулу (1.3), получаем: 























826

111

13511

2

11A . 

Следовательно, по формуле (2.3) имеем: 
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161101241

16)13(10)5(2411
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т.е. .2,1,3 321  xxx  
3)  Решим систему методом Гаусса. Составим расширенную матрицу  

и с помощью элементарных преобразований строк приведем ее к ступенча-
тому виду. Получим нули ниже главной диагонали матрицы А. Предвари-
тельно поменяем местами первую и вторую строки (если первый столбец 
содержит единицу, целесообразно переместить ее в первую строку): 
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  Для последней матрицы система имеет вид: 



























.2

,1

,3

,42

,68
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3

2

1

3

32
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x

x

x

x
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xxx

 

Ответ: .2,1,3 321  xxx  
 
2 Дана система линейных неоднородных алгебраических уравнений:  













.81433

,54326

,46539

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Исследовать систему на совместность и в случае совместности найти 
общее решение. 

Решение. Составим расширенную матрицу и с помощью элементар-
ных преобразований приведем ее к ступенчатому виду: 

  ~)2(3

)3(3

8

5

4

14313

4326

6539

|
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21

8

36400

24300

14313

~

8

21

28

14313

24300

36400

~ . 

Мы поменяли местами первую и третью строки. Так как в трапецие-
видной матрице не должно оказаться нулей на главной диагонали в нену-
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левых строках, то необходимо переставить столбцы, второй и четвертый. 
При этом в системе уравнений поменяются местами слагаемые с неизвест-
ными 2x  и 4x : 
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13143

~

стр
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Получили r(A) = r( A
~

) = 3 < 4, следовательно, система совместна и 
имеет бесконечное множество решений. 

Исходная система равносильна системе: 













.7

,0

,83143

3

4

2341

x

x

xxxx

 

Решим ее. 03

100

010

3143

M , этот минор можно принять за базисный. 

Тогда 431 ,, xxx  – базисные  переменные, а 2x  – свободная переменная. 
Задавая свободной переменной произвольное значение 12 cx  , 

найдем бесконечное множество решений:  
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111
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1341
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x

x

x

x

cxxx

 

Ответ: ,0,7,,3/13/13 431211  xxcxcx   где Rс 1 . 
 

3 Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений: 













.043

,024

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Решение. Вычислим определитель матрицы данной системы: 

.018164126168

4142)1(23)1(4213)1(444)1(2

413

214

412







 

Следовательно, система имеет единственное нулевое решение. 
Ответ: .0321  xxx  

 
4 Найти общее решение однородной системы линейных алгебраиче-

ских уравнений и записать фундаментальную систему решений: 
















.0192483

,03254

,04653

,0342

4321
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xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Применим метод Гаусса. Составим расширенную матрицу  
и с помощью элементарных преобразований приведем ее к ступенчатому 
виду:  
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Получили r(A) = 2. Исходная система равносильна системе: 








.056

,0342

432

4321

xxx

xxxx
 

01
10

21



M , этот минор можно принять за базисный. Тогда 21, xx  – 

базисные  переменные, а остальные  43, xx  – свободные переменные. 
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1) Пусть 0,1 43  xx , тогда система принимает вид: 
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2) Пусть 1,0 43  xx , тогда система принимает вид: 
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Получаем фундаментальную систему решений: 













































1

0

5
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1

6

8

10

01

56
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21
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EE

x

x
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x

. 

Общее решение: 2211 EcEcX  . 
Ответ:   2413212211 ,,56,78 cxcxccxсcx  , где Rcс 21, . 

 
4. ОТВЕТЫ К ЗАДАНИЯМ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

 
Ответы к практическому занятию 1.1.1 

 
1) 32; 22; 34; 13; 31.   2) -14.   3) 5; 0. 

4) 
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3ВА .   5) ТАВ 3 
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6) 
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Х .   7) В и А; А и С.   8) 4932 с . 

9) 
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0454
СВ . 

10)  2ВА  









37

24

18

13
; 22 ВА  














10

6

6

2
; АВВА  , следователь-

но, матрицы А и В не являются коммутативными. 

11) 
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13А ; 









1

10

0

110А .   12) 
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3А . 
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Ответы к практическому занятию 1.2.1 
 

1) а) -10; б) 50; в) -3; г) ab4 ; д) 13 x ; е) 1.   2) а) -16; б) 22; в) -9. 
3) 042det A , следовательно, матрица А является невырожденной. 
4) а) 41 х , 12 х ; б) 2242,1 х .   5) 1123 М . 

6) 811 А ; 212 А ; 313 А ; 1321 А ; 922 А ; 223 А ; 
1731 А ; 1032 А ; 1533 А .   7) а) –36; б) 0; в) 87.   8) а) 0; б) 198; в) 41 . 
9) а) 20; б) 54; в) -60. 

 
Ответы к практическому занятию 1.3.1 

 

1) 












2123

121А ; 









5151

52531В ; 






















868284

858182

878382
1С ;  
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011
1D .          2) а) 













12

01
Х ; б) 























144

144

110

Х . 

 
Ответы к практическому занятию 1.4.1 

 
2rangA ; 3rangB ; 1rangC ; 3rangD ; 3rangF ; 2rangG . 

 
Ответы к практическому занятию 2.1.1 

 
а) Система совместна и имеет единственное решение; б) система 

совместна и имеет множество решений; в) система несовместна; г) система 
совместна и имеет единственное решение; д) система несовместна. 
 

Ответы к практическому занятию 2.2.1 
 

а) 21 х , 02 х , 13 х ;  б) 11 х , 12 х , 13 х . 
 

Ответы к практическому занятию 2.3.1 
 

а) 11 х , 32 х , 13 х ;  б) 01 х , 72 х , 53 х ; в) 1211  ссх , 

212 3 ссх  , 13 сх  , 24 сх  ; где Rсс 21, ; г) 31 х , 22 х , 13 х ; 
д) 11 х , 12 х , 13 х , 14 х ; е) 21 х , сх  42 , сх  33 , 
сх 4 ; где Rс . 
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Ответы к практическому занятию 2.4.1 
 

а) 01 х , 02 х , 03 х ;     б) сх 21  , сх 2 , сх 33  ; где Rс ; 
в) сх 141  , сх 212  , сх 3 , сх 4 ; где Rс ; г) 211 78 ссх  , 

122 65 ссх  , 13 сх  , 24 сх  ; где Rсс 21, ; д) 121 94 ссх  , 

122 3519 ссх  , 123 158 ссх  , 14 2сх  , 25 сх  ; где Rсс 21, . 
 

5. ТИПОВОЙ ВАРИАНТ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ  
(С РЕШЕНИЕМ) 

 
1) Вычислить определитель:  

.

2023

1735

4023

3281






  

 
2) Даны две матрицы A  и B . Найти   BBA 2 : 

.

121

332

111

,

434

603

521





































 BA  

 
3) Решить систему уравнений: 
а) по формулам Крамера; 
б) с помощью обратной матрицы 













.122

,42

,544

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. 
1) Вычислим определитель, разложив его по элементам третьего 

столбца (этот столбец содержит наибольшее количество нулей). Имеем: 

331343332313

4343333323231313

720702 AAAAAA

AaAaAaAa




. 

Следовательно, из алгебраических дополнений элементов третьего 
столбца необходимо вычислить лишь 13A  и 33A : 
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;902063640618)2)2(532)1(
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)3()2(3)3(233842)2(1()1(

223
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381
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33






 A
 

Тогда определитель равен: 

18007902  . 

Ответ: 180 . 
 

2) Найдем сначала 
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22 A .  

Тогда  
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Теперь вычислим произведение матриц: 
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CBBA ,  

где
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Ответ:  
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11024

2 33CBBA . 
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3) Вычислим определитель системы:   

.06828448

4)1(221121441)1(212214

212

211

414






 А  

Так как 0 A , то система совместна и имеет единственное решение. 

а) Найдем решение системы по формулам Крамера. Последовательно 
заменяя в определителе ∆ первый, второй и третий столбцы столбцом сво-
бодных членов, получим: 

,6810416210214)1(25

1144)1(4211215

211

214

415

1








,61083242032215214

244114225244

212

241

454

2



       

.12161105844)1(4111

2155)1(1241114

112

411

514

3







 

Подставим значения определителей в формулы (2.2): 
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1
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 xxx  

б) Решим систему матричным методом. Найдем обратную матрицу. 
Составим алгебраические дополнения элементов матрицы А. 
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)1( 11

11 

 A   ,2
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12  A   ,3
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22  A  ,6
12
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Подставляя в формулу (1.3), получаем: 























363

402

264

6

11A . 

Следовательно, по формуле (2.3) имеем: 
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Ответ: .2,1,1 321  xxx  
 

6. ВАРИАНТ ТЕСТА (С ОТВЕТАМИ) 
 

Вопрос 1.  Прямоугольная таблица чисел, состоящая из m  строк и n  
столбцов, называется ….. 

Варианты ответов  (выберите один правильный ответ): 
1) определителем, 2) матрицей, 3) детерминантом. 
 
Вопрос 2. Определитель матрицы не изменится, если ….. 
Варианты ответов  (выберите несколько правильных ответов): 
1) транспонировать матрицу; 
2) все элементы некоторой строки умножить на действительное  

число 0 ; 
3) переставить в матрице две строки; 
4) к элементам одной строки прибавить соответствующие элементы 

другой строки, умноженные на действительное число 0 . 
 
Вопрос 3. Матрица 1A  называется обратной к матрице A , если  

выполняется равенство ….. 
Впишите правильный ответ: ___________________________ 
 

Вопрос 4. Определитель 
21

354 
 равен нулю,  если   … 

Впишите правильный ответ: ___________________________  
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Вопрос 5. Если существует матрица  TAA 2 ,  то матрица A  …. 
Варианты ответов  (выберите несколько правильных ответов): 
1) является квадратной, 
2) может быть единичной, 
3) может быть произвольной, 
4) является нулевой (размера nm , где nm  ). 
 

Вопрос 6. Матрица 














 

40

210

232


 является вырожденной, если число 

  равно… 
Впишите правильный ответ: ___________________________ 
 
Вопрос 7. Разность между числом свободных и базисных 

переменных системы уравнений  












.02

,022

,072

543

432

54321

xxx

xxx

xxxxx

 равна … 

Впишите правильный ответ: ___________________________ 
 

Вопрос 8. Система линейных уравнений 







.25

,152

21

21

xx

xx


  не имеет 

решений при  …. 
Впишите правильный ответ: ___________________________ 
 

Вопрос 9. Ранг матрицы  






















31563

5232

0521

A  равен ….. 

Запишите решение и ответ: _____________________________ 
 
Вопрос 10. Решить однородную систему линейных уравнений  













.033

,0

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Запишите решение и ответ: ___________________________ 
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Ключи верных ответов 
 

Номер 
задания 1 2 3 4 5 6 7 

Ответ 2 1, 4 EAAAA   11  1 1, 2 2 -1 

 

Номер 
задания 8 9 10 

Ответ 2 1, 4 0321  xxx  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Линейная алгебра является одним из важнейших разделов современ-

ной математики. Основные понятия и методы этой дисциплины находят 
широкое применение в различных областях знаний, в первую очередь в 
естественных и экономических науках.  

Изложенные в данном учебном пособии методы и алгоритмы реше-
ния задач линейной алгебры могут послужить введением к освоению мно-
гочисленных приложений, таких как линейное программирование, опти-
мальное управление, эконометрика, вычислительная математика. Пособие 
отличается от других подобных изданий большим числом подробно решен-
ных примеров, а также содержательным набором заданий для практических 
занятий, самостоятельных работ и индивидуальных домашних заданий. 
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