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ВВЕДЕНИЕ 
 

В учебном пособии приведены достаточно подробные теоретические 

сведения из раздела линейной алгебры, той её части, в которой рассматри-

ваются преобразования линейных пространств и квадратичные формы. 

Большая часть утверждений и теорем приводится с доказательства-

ми, в основном это те, доказательства которых являются конструктивны-

ми, т.е. позволяют решать практические задачи. 

Материал иллюстрируется подробно решенными задачами, анало-

гичными тем, которые предлагаются в индивидуальных домашних задани-

ях (ИДЗ). 

Предполагается, что читатель знаком с элементами первой части ли-

нейной алгебры, которая рассматривается в курсе вышей математики – это 

элементы алгебры матриц (действия над матрицами, понятие обратной 

матрицы, методы вычисления обратной матрицы, понятие ранга матрицы), 

элементы теории определителей (понятие определителя порядка п, методы 

вычисления определителей произвольного порядка) и систем линейных 

уравнений (методы решения систем линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ), однородных и неоднородных). 

Кроме того, при изложении широко используются сокращения, за-

имствованные из математической логики и теории множеств: 

 – существует, найдется (квантор существования); 

  – для любого, для каждого, для всякого (квантор всеобщности); 

  – следует (логическое следствие); 

  – равносильно (логическая равносильность); 

– принадлежит (символ принадлежности); 

  – содержится (символ включения); 

 ,   – объединение и пересечение множеств. 
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1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

1.1.  Определение линейного пространства 

Определение 1.1. Множество L называется линейным простран-

ством, а его элементы – векторами, если:  

1) определена операция сложения, которая Lyx 


,  ставит в соот-

ветствие элемент из L, называемый суммой векторов, который обозначает-

ся yx


 ;  

2) определена операция умножения на число, которая Lx


 и R  

ставит в соответствие элемент из L, называемый произведением вектора на 

число, который обозначается x


 ; 

3) Lzyx 


,,  и R  ,  выполняются аксиомы: 

А1. xyyx


  (коммутативность сложения),  

А2. )()( zyxzyx


  (ассоциативность сложения), 

A3. L0


 такой, что Lx


 справедливо равенство xx


 0  

(существование нулевого элемента), 

А4. LxLx  )(,


такой, что 0)(


 xx  (существование проти-

воположного элемента), 

A5. yxyx


  )( , 

А6. xxx


  )( , 

А7. xx


)()(   , 

А8. xxx


 1, . 

Здесь определено вещественное линейное пространство, если в 2) 

определения 1.1 считать, что C  (C – множество комплексных чисел), 

то линейное пространство будет называться комплексным. Вектор 0


 назы-

вается нулевым вектором. Вектор xx

 1  называется противополож-

ным вектору x


. 

Сумма векторов x


 и )( y


  называется разностью векторов и обо-

значается yx


 . 
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Пример 1.1. Рассмотрим множество всех функций одной независи-

мой переменной t, определенных и непрерывных на отрезке  1,0 . Любым 

двум функциям )(tf  и )(tg  из этого множества соответствует функция 

)()( tgtf   в обычном смысле, которая также определена и непрерывна на 

отрезке  1,0 , следовательно, принадлежит этому множеству. Числу R  

и функции )(tf  соответствует функция )(tf  (обычное произведение на 

число), которая также определена и непрерывна на отрезке  1,0 . Нетрудно 

проверить, что все восемь аксиом выполнены. Роль нуля выполняет функ-

ция 0)( tf . Таким образом, рассматриваемое множество функций явля-

ется линейным пространством. 

Простейшие следствия из аксиом 

Следствие 1.1. В произвольном линейном пространстве нулевой 

элемент единственный. 

Предположим, что существует два нулевых элемента 10


 и 20


, тогда 

положив в аксиоме 3 сначала 20


x ,  100


 , получим 212 000


 , а затем, 

положив 10


x , 200


 , получим 121 000


 . Левые части полученных  

равенств равны на основании аксиомы 1, следовательно, равны и правые 

части этих равенств, т.е. 21 00


 . 

Следствие 1.2. В произвольном линейном пространстве противопо-

ложный элемент единственный. 

Аналогично предыдущему, пусть для вектора x


 существует два про-

тивоположных вектора 21, yy


, тогда, полагая в аксиоме 4: 1yx


 ,  полу-

чаем  

01


 yx ,                            (*) 

затем, полагая  2yx


 ,  получаем  

02


 yx ,         (**) 

тогда в силу аксиом 1, 2, 3 имеем 
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22

(*)

21

2

21

(**)

11 0)()(0 yyyxyyxyyy
A 

  

откуда следует, что 21 yy


 . 

Определение 1.2. Выражение вида nn xxx


  ...2211  называется 

линейной комбинацией векторов nxxx


...,,, 21 . 

Линейная комбинация векторов называется тривиальной, если 

0...0... 22
2

2
121  nn 

 

и нетривиальной в противном случае, т.е. если существует хотя бы одно 

i , не равное нулю ( 0...0 22
2

2
1  ni  ). 

Определение 1.3. Система векторов Lxxx n 


,...,, 21  называется ли-

нейно зависимой, если существует нетривиальная линейная комбинация 

этих векторов, равная нулевому вектору, в противном случае система век-

торов называется линейно независимой. 

Таким образом, если 

0...2211


 nnxxx     и   0... 22

2
2
1  n , 

то система векторов линейно зависима, если же 

0...2211


 nn xxx 

   только при   
0... 22

2
2
1  n , 

то система векторов линейно независима. 

Теорема 1.1. Система из n (n > 1) векторов линейно зависима тогда и 

только тогда, когда один из векторов этой системы является линейной 

комбинацией остальных. 

Доказательство. 

( ) Так как система линейно зависима, то  

nλ...,,λ, λ 21
:  

0... 22
2

2
1  n

  и  
0...2211


 nn xxx  . 
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Пусть, например, 0kλ , тогда из последнего равенства  

nnkkkkkk xλxλxλxλxλ


  ...... 111111  

или  

n
k

n
k

k

k
k

k

k

k
k x

λ

λ
x

λ

λ
x

λ

λ
x

λ

λ
x


 




 ...... 1
1

1
1

1
1 , 

т.е.       nnkkkkk xμxμxμxμx


  ...... 111111 , 

где 
k

i
i λ

λ
μ  , следовательно, вектор kx


 – линейная комбинация остальных 

векторов. 

( ) Пусть nnkkkkk xμxμxμxμx


  ...... 111111 , перенесём 

kx


 в правую часть и получим нетривиальную линейную комбинацию, рав-

ную 0


 (здесь 01kμ ). 

Теорема 1.2. Если некоторые из векторов, входящих в систему, об-

разуют линейно зависимую подсистему, то вся система линейно зависима. 

Доказательство. Пусть mxxx


...,, , 21  – линейно зависимы, m  – чис-

ло векторов в системе ( nm  ), тогда по теореме 1.1  

mmkkkkk xxxxx
    ...... 111111 ,  

следовательно nnkkkkk xμxμxμxμx


  ...... 111111 , 

где 0...21   nmm μμμ , т.е. вектор kx


 – линейная комбинация векто-

ров nkk xxxx


,...,, ,..., 111  , следовательно, по теореме 1.1 вся система ли-

нейно зависима. 

Теорема 1.3. Если система векторов линейно независима, то любая 

её подсистема также линейно независима. 

Доказательство. Пусть это не так, и в систему входит линейно зави-

симая подсистема векторов, тогда по теореме 1.2 вся система тоже линейно 

зависима, что противоречит условию теоремы. Следовательно, любая под-

система линейно независима. 
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1.2. Базис линейного пространства  

Определение 1.4. Базисом в линейном пространстве L называется 

любая упорядоченная система векторов, обладающая свойствами: 

1) она линейно независима, 2) любой вектор из L является линейной 

комбинацией векторов этой системы. 

Пусть базис пространства состоит из п векторов neee


...,,, 21 , тогда по 

определению Lx


: 


k

kknn exexexexx


...2211 .                           (1.1) 

Коэффициенты этой линейной комбинации nxxx ...,,, 21  называются 

координатами вектора x


 в базисе neee


...,,, 21 , равенство (1.1) называется 

разложением вектора x


 по базису neee


...,,, 21 . Очень часто, для сокра-

щения записи и удобства, вектор обозначается перечислением координат: 

),...,,( 21 nxxxx 


,                                           (1.2)  

считается, что записи (1.1) и (1.2) эквивалентны. 

Обозначим )...,,,( 21 neeee


  – матрицу-строку из базисных векторов, 

T)( 21 nxxxX   – координатный столбец вектора x


, тогда по определе-

нию произведения матриц 

eXexx
k

kk  


.                                          (1.3) 

Теорема 1.4. Если в пространстве L задан базис е, то координаты 

любого вектора в этом базисе определяются однозначно. 

Доказательство. Предположим, что 
k

kk exx


 и 
k

kkexx


, тогда, 

вычитая из первого равенства второе, получим  
k

kkk exx


)(0 . Так как 

система векторов neee


...,,, 21  линейно независима (см. определение бази-

са), то все коэффициенты полученной линейной комбинации равны нулю 
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(она тривиальная!), следовательно 0 kk xx


, т.е. kk xx
  (k = n,1 ). 

Теорема 1.5. Координаты вектора yx


  равны сумме координат век-

торов x


 и y


. Координаты вектора y


  равны координатам вектора y


, 

умноженным на  . 

Доказательство. Пусть е базис в L, тогда eXx 


, eYy 


. Пусть 

yxz


 , тогда ,eZz 


 )( YXeeYeXyxzeZ 


, следовательно, 

по теореме 1.4  ),1( nkyxzYXZ kkk  . 

Аналогично, если yz
  , то )()( YeeYyeZ  


 и по теореме 1.5 

),1( nkyzYZ kk   . 

Теорема 1.6. Если в линейном пространстве существует базис из n 

векторов, то любой другой базис состоит из того же числа векторов. 

Доказательство. Пусть neee


...,,, 21  и mfff


...,,, 21  два базиса в L , 

причём nm  . Разложим каждый из векторов jf


 по базису e и составим 

матрицу, столбцами которой будут координатные столбцы векторов jf


.  

Эта матрица имеет ранг n (так как e базис и координатные столбцы линей-

но независимы), следовательно, по теореме о базисном миноре столбцы 

матрицы линейно зависимы ( nm   последних столбцов являются линей-

ными комбинациями первых n столбцов), таким образом jf


 – линейно за-

висимы и не могут быть базисом в L . 

Определение 1.5. Линейное пространство, в котором существует ба-

зис из n векторов, называется п-мерным и обозначается nL , число п назы-

вается размерностью пространства и обозначается dimL (dimension – раз-

мерность). 

Может случиться так, что Nn  в L найдется п линейно независи-

мых векторов, такое пространство называется бесконечномерным. 
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Теорема 1.7. В nL  каждая линейно независимая система из п векто-

ров является базисом. 

Доказательство. Любой вектор из пространства nL  представляется в 

виде линейной комбинации векторов этой системы, если это не так, то по 

теореме 1.1 существует линейно независимая система из n + 1 векторов, 

что противоречит определению базиса. 

Теорема 1.8. В линейном пространстве nL  каждую линейно незави-

симую систему из т < п векторов можно дополнить до базиса в nL . 

Доказательство. Пусть дана линейно независимая система 

meee


...,,, 21  из т векторов. К этим т векторам можно добавить еще один 

вектор, линейно независимый с ними, иначе meee


...,,, 21  – базис в nL , чего 

по теореме 1.5 не может быть. Рассуждая аналогично при т + 1, т + 2, ...,  

п – 1, получим систему из n линейно независимых векторов, которая по 

утверждению 1.2 будет базисом в nL . 

1.3. Замена базиса линейного пространства 

Пусть в nL  даны два базиса )...,,,( 21 neeee


  и )...,,,( 21 nffff


 , 

тогда каждый вектор из базиса  f  можно разложить по базису е, т.е.  





n

k
kkjnnjjjj etetetetf

1
2211 ...


     (j = n,1 ).          (1.4) 

Из координатных столбцов векторов if


 в базисе е можно составить 

квадратную матрицу порядка п 





















nnnn

n

n

ttt

ttt

ttt

T







21

22221

11211

, которая называет-

ся матрицей перехода от базиса е к базису  f. 
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Эта матрица всегда является невырожденной, так как e и f – базисы 

линейного пространства, и, если detT = 0, то один из столбцов матрицы T 

есть линейная комбинация других столбцов этой матрицы, т.е. по крайней 

мере один из векторов jf


 является линейной комбинацией других векто-

ров из  f , что противоречит определению базиса. 

Равенства (1.4) в матричной форме можно записать в виде f = eТ, 

умножая это равенство на 1T  справа, получаем 

eeETTeTeTfT   )()( 111    или   1 fTe , 

т.е. 1T  – матрица перехода от базиса  f  к базису е. 

Выясним, как связаны координаты одного и того же вектора x


 в ба-

зисах е и  f. Пусть eX , fX  –- координатные столбцы вектора x


 в базисах е 

и f соответственно, тогда fe fXxeXx 


,    и   f = eT, таким образом 

)()( fffe TXeXeTfXxeX 


, 

следовательно, по теореме 1.4 

fe TXX  .                                            (1.5) 

Умножая это равенство на матрицу 1T  слева, получим 

ef XTX 1 .                                          (1.6) 

Формулы (1.5) и (1.6) и определяют искомую связь координат векто-

ра в разных базисах. В координатной записи эти формулы имеют вид: 





n

j
ejijfi xtx

1
)()( ,       



 
n

j
fjijei xtx

1

)1( )()( , 

где )1(
ijt  – элементы обратной матрицы 1T . 
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2. ЛИНЕЙНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА 

2.1. Определение линейного подпространства 

Непустое множество L' векторов из линейного пространства nL  

называется линейным подпространством, если: 

а)  LxxLxx  2121,


; 

б)  LxRLx 


, . 

Свойства а) и б) означают, что L' замкнуто относительно линейных 

операций – сложения векторов и умножения вектора на действительное 

число. Из свойств а) и б) следует также, что любая линейная комбинация 

векторов из L' снова принадлежит L' (следует несколько раз применить 

свойства а) и б)), в частности нулевой вектор L0


, как произведение 

Lx 


0  и противоположный вектор  Lxx 


)1( . Легко устанавливает-

ся справедливость всех аксиом пространства, следовательно, L , в свою 

очередь, является линейным пространством. 

Пусть дано некоторое множество векторов Р из линейного простран-

ства  nn LPL  . Обозначим через L' совокупность всевозможных линей-

ных комбинаций, каждая из которых составлена из конечного числа векто-

ров из  Р. 

1
, 1,

m

k k k
k

L α p p P k m


     
 

 
. 

Теорема 2.1. Множество L', построенное выше, является подпро-

странством в пространстве nL . 

Доказательство. Пусть Lxx 21,


, тогда 

,
1

1 



m

i
ii px
     




m

j
jj px

1
2

  , 

где Pm   – число векторов в множестве P, ),,1;,1(, mjmiPpp ji 
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следовательно, 



m

j
jj

m

i
ii ppxx

11
21

  , т.е. 21 xx


  – линейная комби-

нация векторов из Р и, значит, Lxx  21


.  

Аналогично, Lx 


, R , имеем линейная комбинация векторов 

из Р 





m

i
ii px

1

  ,   



m

i
ii px

1

)(
  , 

следовательно, Lx 


 . Таким образом, свойства а), б) выполняются и L' 

является подпространством. 

Построенное подпространство называется линейной оболочкой 

множества векторов Р. Обозначается  mpppL


...,,, 21  или  L P . 

Пусть 
kiii ppp


...,,,
21

 – линейно независимая система векторов из Р, 

обладающая тем свойством, что каждый вектор из Р есть линейная комби-

нация этих векторов, тогда векторы 
kiii ppp


...,,,
21

 образуют базис линей-

ной оболочки Р и, следовательно, любой вектор из Р можно представить в 

виде линейной комбинации векторов 
kiii ppp


...,,,
21

 (k = dim L). Отсюда 

получаем, что размерность линейной оболочки конечного множества век-

торов не превосходит числа этих векторов. 

В каждом линейном пространстве множество, состоящее из нулевого 

вектора, является линейным подпространством. Это подпространство 

называется нулевым. Кроме того, множество всех векторов из простран-

ства nL  является подпространством, т.е. nL  тоже подпространство. 

Теорема 2.2.  

1) Если L' – подпространство n-мерного линейного пространства nL , 

то dim L    п.  

2) Если Ldim  = п, то L  совпадает с nL . 
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Доказательство. 

1) Исходя из любого ненулевого вектора, построим базис в L', так как 

это было сделано при доказательстве теоремы 1.8. Процесс построения 

должен закончиться не дальше чем на n -м векторе, так как любая линейно 

независимая система векторов из L' есть такая же система в nL , следова-

тельно, базис L' не может содержать более n  векторов. 

2) Пусть в L' базис содержит n  векторов. Тогда любой вектор из nL  

является линейной комбинацией базисных векторов, следовательно, при-

надлежит L' и, значит, L' = nL . 

Теорема 2.3. Если базис keee


...,,, 21  подпространства L  из линей-

ного пространства nL  дополнить до базиса nkk eeee


...,,,...,, 11   в nL , то в 

базисе neee


...,,, 21  все векторы x


 из L' и только они будут иметь коорди-

наты 0...1  nk xx . 

Доказательство. Так как nkk eeee


...,,,...,, 11   – базис в nL , то 

nLx


:  nnkkkk exexexexx


  ...... 1111 , если 0...1  nk xx , то 

kkexexx


 ...11 , так как keee


...,,, 21  – базис в L', то Lx 


. 

Обратно, если Lx 


, то kk exexx


 ...11 . Это же разложение будет 

разложением вектора x


 по базису neee


...,,, 21 , если положить 

0...1  nk xx  и записать nnkkkk exexexexx


  ...... 1111 . 

А по доказанному выше – в любом базисе координаты вектора опре-

деляются однозначно. 

2.2. Сумма и пересечение подпространств 

Пусть L' и L" – два подпространства линейного пространства nL . 

Определение 2.1. Линейная оболочка объединения подпространств 

LL   называется суммой этих подпространств и обозначается L' + L".  
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Таким образом, по определению  

 
j

jj
i

ii xxxLLx
  , 

где ,:;: LxjLxi ji



 т.е. если обозначить 

LxxLxx
i j

jjii
  


 ; ,  то  xxx 


. 

Из теоремы 2.1 следует, что L' + L" – подпространство, таким обра-

зом, подпространство L' + L" состоит из векторов (и только из них), пред-

ставляемых в виде xxx 


, где Lx 


,  Lx 


. 

Определение 2.2. Множество векторов, которые одновременно при-

надлежат и L' и L", называется пересечением подпространств и обознача-

ется LL  . 

Теорема 2.4. Пересечение подпространств LL   есть подпростран-

ство. 

Доказательство.  

1)
  "'

"

'

" ,'    "'

" ,'    "'
21

21

21

222

111 LLxx
Lxx

Lxx

LxLxLLx

LxLxLLx
def

def




























, 

2)  "'    " ,'    "' , LLxLxLxLLxR 
  . 

Теорема 2.5.  )"'dim("dim'dim)"'dim( LLLLLL  . 

Доказательство.  Рассмотрим в сумме "' LL   следующую систему 

векторов: 

а) если ' "L L  – ненулевое подпространство, то возьмём базис 

kee


...,,1  в "' LL  и дополним его до базиса в 'L  векторами lff


...,,1  и век-

торами mgg


...,,1  до базиса в "L ; 

б) если ' "L L  – нулевое подпространство, то просто возьмём объ-

единение базисов lff


...,,1  и mgg


...,,1  в 'L  и в "L , соответственно. 
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Покажем, что любой вектор "' LLx 


 является линейной комбинацией 

построенной системы векторов. Это следует из определения 2.1 "' LL   

"' LLx 


    "' xxx


 , где '' Lx


, "" Lx 


, 

Следовательно, 
1 1

'
k l

i i j j
i j

x α e β f
 

  
 

, 



m

s
ss

k

i
ii gex

11
"

  , следовательно, 

"' LLx 


 – линейная комбинация построенной системы векторов. 

Теперь покажем, что эта система векторов линейно независима. 

Возьмём какую-либо линейную комбинацию этих векторов и при-

равняем к нулевому вектору 

0
111


 



m

s
ss

l

i
jj

k

i
ii gfe  .          (*) 

Вектор ""
1

Lgx
m

s
ss  



  , а из (*) следует '"
11

Lfex
l

j
jj

k

i
ii  




  

следовательно, "'" LLx 
 , но тогда по теореме 2.3 заключаем, что 

0...21  l .  

Аналогично, вектор ''
1

Lfx
l

i
jj  



  , а из (*) следует, что 

"'
11

Lgex
m

s
ss

k

i
ii  



  , 

тогда по теореме 2.3 заключаем, что 0...21  m .  

Таким образом, равенство (*) принимает вид  

0...2211


 kkeee  , 

но тогда и 0...21  k , так как kee


...,,1  – базис в "' LL . 

В результате заключаем, что равенство (*) возможно лишь для три-

виальной линейной комбинации, следовательно, система векторов 

mlk ggffee


...,,,...,,,...,, 111  

– линейно независима и по определению 2.1образует базис в "' LL  . 
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Теперь, по построению  

lkL 'dim ,  mkL "dim ,  mlkLL  )"'dim( , 

следовательно, )"'dim("dim'dim)"'dim( LLLLLL  . 

Следствие 2.1. Если dimL' + dimL" > п, то }0{"'


 LL , так как  

L' + L" – подпространство в nL , и поэтому (теорема 2.2) nLL  )"'dim( . 

Пример 2.1. Найти размерность и базис линейного подпространства, 

являющегося линейной оболочкой векторов. Записать разложение векто-

ров системы по найденному базису. 

)1,1,1,1(),0,1,1,2(),1,0,0,1( 321  aaa


, 

)3,2,2,2(),4,2,2,1( 54  aa


. 

Решение. Составим из координатных столбцов векторов системы 

матрицу и с помощью элементарных преобразований определим ее ранг. 

Ранг этой матрицы будет совпадать с числом линейно независимых векторов 

в системе и, значит, равен размерности оболочки векторов (см. раздел 1). 

Матрица из координатных столбцов имеет вид:  























34101

22110

22110

21121

. 

Умножим элементы первого столбца на –2 и прибавим к соответ-

ствующим элементам второго и пятого столбцов, затем элементы первого 

столбца умножим на –1 и прибавим к соответствующим элементам третье-

го и четвертого столбцов. В результате получим матрицу, эквивалентную 

исходной, она будет иметь вид: 























55221

22110

22110

00001

. 

Вычитая теперь из третьего столбца второй, а из пятого – четвертый, 

получаем опять матрицу, которая эквивалентна исходной:  
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04021

02010

02010

00001

. 

Таким образом, ранг этой матрицы равен трём и размерность линей-

ной оболочки тоже будет равна трём. В качестве базиса можно взять век-

торы 432211 ,, aeaeae


  (вектор 3a


 является линейной комбинацией 

векторов 21 , aa


 и поэтому не может быть базисным). 

Находим разложение векторов системы по этому базису. Пусть 






















































































4

2

2

1

0

1

1

2

1

0

0

1

1

1

1

1

3213322113  eeea


, 

что равносильно системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), 















14

12

12

12

31

32

32

321






 , 

решая которую, находим  1,1,0 123   , т.е. 213 eea


 .  

Записывая разложение вектора 5a


 и решая аналогичную систему, 

находим 215 eea


 . 

2.3. Прямое дополнение подпространства 

Определение 2.3. Если }0{"'


 LL , тo L' + L" называется прямой 

суммой подпространств и обозначается "' LL  . 

Следствие 2.2. "dim'dim)"'dim( LLLL  . 

Теорема 2.6. ""!,'!,"' LxLxLLx 


 такие, что "' xxx


 . 
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Доказательство. Пусть таких разложений два, т.е. "' xxx


  и 

"' yyx


 , где '',' Lyx 


, ""," Lyx 


, тогда "'"' yyxx


 , следовательно, 

""'' xyyx


 . Очевидно, что вектор ''' Lyx 


, но """'' Lxyyx 


, значит 

 0"'''



 LLyx , т.е. '' yx


 . Аналогично "" xy


 . 

Определение 2.4.  Если линейные подпространства L  и L   в линей-

ном пространстве nL  образуют прямую сумму, причем nLLL  , то L   

называется прямым дополнением для L . 

Если линейное подпространство L   является прямым дополнением 

для линейного подпространства L , то верно и обратное: L  является пря-

мым дополнением для L  .  

Оказывается, что любое линейное подпространство имеет прямое 

дополнение. 

Теорема 2.7. Любое линейное подпространство L  в линейном про-

странстве nL  имеет прямое дополнение. 

Доказательство. Если линейное подпространство L  совпадает со 

всем линейным пространством, то в качестве его прямого дополнения сле-

дует взять нулевое подпространство. Точно так же прямым дополнением к 

нулевому подпространству является само линейное пространство. Опуская 

эти два тривиальных случая, полагаем, что линейное подпространство L  

является собственным. 

 1) Выберем в L  какой-либо базис ),,( 1 keee


  и дополним его си-

стемой векторов ),,( 1 mfff





  до базиса всего пространства nL . Пусть 

],,[ 1 mffLL





 , тогда nLLL  , так как сумма LL   содержит все 

векторы системы )( fe , являющейся базисом в nL , а значит, и любой дру-

гой вектор линейного пространства.  
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2) Остается доказать, что сумма LL   является прямой. 

Выберем произвольный вектор LLy  
. Тогда, с одной стороны 

kkeey


  11 , так как y


 принадлежит линейному подпространству 

L , а с другой стороны mm ffy





  11 , так как y


 принадлежит ли-

нейному подпространству L  . Эти две линейные комбинации есть два раз-

ложения вектора в базисе )( fe  линейного пространства nL  и, следова-

тельно, должны совпадать:  

011111111








 mmkkmmkk ffeeffee  . 

Система векторов )( fe  линейно независима, так как является бази-

сом. Поэтому из последнего равенства векторов следует, что в нём все ко-

эффициенты нулевые. Значит, вектор y


 является нулевым, а так как он 

выбирался произвольно, то  0


  LL . Поэтому линейные подпростран-

ства LL  и  образуют прямую сумму. 

3. ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 

3.1. Определение и основные свойства 

Определение 3.1. Линейное пространство nL  называется евклидо-

вым, если в нем определена операция скалярного умножения, сопоставля-

ющая любым двум векторам x


 и y


 число, обозначаемое ),( yx


, и облада-

ющая свойствами: 

1)   ),(),( xyyx


 ; 

2)   ),(),(),( zyzxzyx


 ; 

3)   ),(),( yxyx


  ; 

4)   0),( xx


, если 0


x ; 

5)   ,0),( xx


 если 0


x . 

Евклидово пространство размерности п обозначается nE . 
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Определение 3.2. Длиной или модулем вектора называется число 

),( xx


. Обозначается || x


, т.е. по данному определению ),(|| xxx


 . 

Определение 3.3. Углом между векторами yx


,  называется число, 

определяемое из равенства 

||||

),(
cos

yx

yx



 . 

По определению 1|cos|  , поэтому необходимо показать, что 

1
||||

|),(|


yx

yx



. 

Теорема 3.1. Для скалярного произведения в евклидовом простран-

стве nE  справедливо неравенство Коши-Буняковского 

, na b E 


:    222 ||||),)(,(),( babbaaba


     или      baba


, . 

Доказательство. Рассмотрим функцию  btabtatf


 ,)( , где 

Rt , из свойств 4, 5 следует, что Rt :  0)( tf . 

Применяя свойства 1, 2, 3, получим:  

             bbtbataabtbtbtaabtaatf


,,2,,,,,)( 2 . 

Так как Rt :  0)( tf ,  (свойство 4), то 0D , где D  – дискрими-

нант квадратного трёхчлена, т.е.      0,,4,4
2

 bbaabaD


, следова-

тельно,     bbaaba


,,,
2
  или   222

, baba


 . 

Следствие 3.1. Из неравенства Коши-Буняковского получаем, что 

1
||||

),(
22

2


ba

ba 


  или  1

||||

|),(|


ba

ba 


, 

следовательно, понятие угла определено корректно. 
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Определение 3.4. Векторы a


 и b


 называются перпендикулярными 

или ортогональными, если 0),( ba


. 

Будем считать, что вектор 0


 ортогонален любому вектору.  

Определение 3.5. Система векторов mfff


...,,, 21  в пространстве nE  

называется ортогональной, если 0),(:,,  ji ffjiji


. 

Определение 3.6.  Система векторов  mfff


...,,, 21  в пространстве nE  

называется ортонормированной, если  




,0

,1
),( ijji ff 


 
при

при
 

ji

ji




,  

где ij  – символ Кронекера. 

Теорема 3.2. Любая ортонормированная система векторов в про-

странстве nE  линейно независима! 

Доказательство. Пусть mff


...,,1  – ортонормированная система век-

торов в nE . Рассмотрим равенство 

0...2211


 mm fff                                   (*) 

Умножим обе части равенства на jf


 ( mj ,1 ), тогда  

      0,...,, 2211  jmmjj ffffff


 , 

      0,...,, 2211  jmmjj ffffff


 . 

Так как векторы jf


 – ортогональны, то   0, ji ff


 при ji  , следо-

вательно,   0, jjj ff


 , где   1, jj ff


 и mj ,1 :  0j . 

Следовательно, равенство (*) возможно, если линейная комбинация 

тривиальна, это означает, что система векторов линейно независима. 

Теорема 3.3. В евклидовом пространстве nE  всегда существует ор-

тонормированный базис! 
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Доказательство (метод математической индукции по размерности 

пространства п). 

1) При п = 1 утверждение очевидно. Если f


 – ненулевой вектор, то 

вектор ff
f

f
e





 1||
||

  – ортонормированная система из одного вектора. 

2) Предположим, что в каждом (п – 1) – мерном евклидовом про-

странстве существует ортонормированный базис 11 ...,, nee


 и покажем, 

что тогда утверждение верно и для п – мерного пространства. 

Пусть nn fff


,...,, 11   базис в пространстве nE  (вектор nf


 – линейно 

независим с 11 ...,, nff


). Линейная оболочка векторов 121 ...,,, nfff


 пред-

ставляет собой (п – 1) – мерное евклидово пространство и по предположе-

нию индукции, там существует ортонормированная система из (п – 1) век-

торов 11 ...,, nee


. Рассмотрим вектор  

1111 ...  nnn eeff


 .    (**). 

Коэффициенты 11 ...,, n  подберем так, чтобы вектор f


 был орто-

гонален всем векторам 11 ...,, nee


. Умножим равенство (**) на векторы 

)1,1(  niei


, получим 










0

11

10

11 ),(...),(...),(),(),(0 inniiiiini eeeeeeefef   , 

откуда находим ,0),(  iin ef 


  ),( ini ef


    ( 1,1  ni ). 

Рассмотрим теперь вектор ff
f

f
en





 1||
||

 . Длина его равна 1, и он 

ортогонален векторам 11 ...,, nee


, следовательно, система векторов 

neee


...,,, 21  ортонормированная и по теореме 3.2 образует базис в про-

странстве nE . 

Метод, с помощью которого получен ортонормированный базис в 
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пространстве nE , при доказательстве теоремы 3.3 называется методом  

ортогонализации Грама - Шмидта. 

Практическая реализация метода ортогонализации 

Пусть nfff


...,,, 21  произвольный базис в пространстве nE .  

1) Полагаем 11 fe


  (нормировать полученные векторы можно и потом). 

2) Находим ортогональный базис в линейной оболочке векторов 

21, ff


, полагаем 1
)1(

12 eff


 , где 
),(

),(

11

12)1(
1 ee

ef



  тогда  fe


2  и иско-

мый базис 21, ee


. 

3) Находим ортогональный базис в линейной оболочке векторов 

321 ,, fff


, полагаем 2
)2(

21
)2(

13 eeff


  , где 

,
),(

),(
,

),(

),(

22

23)2(
2

11

13)2(
1 ee

ef

ee

ef






   

тогда fe


3  и искомый базис 321 ,, eee


. 

Повторяя эту процедуру, на п-м шаге получим ортогональный базис 

в nE . Нормируя каждый вектор, получаем ортонормированный базис. 

 

3.2. Выражение скалярного произведения векторов  
через координаты сомножителей 

 
Пусть в nE  задан базис ),...,,( 21 neeee


 , значит nEyx 


, : 

,,
11




n

j
jj

n

i
ii eyyexx


 

тогда на основании свойств скалярного умножения 


 
















n

i

n

j
jiji

n

j
jj

n

i
ii eeyxeyexyx

1 111

),(,),(


,                 (3.1) 
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обозначим ),( jiij ee


 , числа ij  образуют квадратную матрицу порядка 

n:   ,ijeГ    которая называется матрицей Грама базиса е. 

В силу свойств скалярного произведения 

,),(),( eejiijjiij ГГeeee  T


 

т.е. матрица eГ  симметрична относительно главной диагонали. Такие мат-

рицы называются симметрическими. 

Если X, Y – координатные столбцы векторов yx


,  в базисе е, то 

(3.1)                             YГXyx e
T),(


                    (3.2) 


 













n

i

n

j
jiji

n

i
ini

n

i
ii

n

i
iie yxYxxxYГX

1 111
2

1
1 ...,,, T . 

Если )...,,,( 21 neeee


  – ортонормированный базис, то  

,1),(;0),(:,,  iiiijiij eeeejiji


  

т.е.   





,0

,1
ijij    

при

при
   

ji

ji




       EГ e  , отсюда получаем, что ска-

лярное произведение векторов в ортонормированном базисе равно сумме 

попарных произведений соответствующих координат векторов (вспомнить 

произведение матриц):   





n

i
ii yxYXyx

1

),( T
. 

Пример 3.1. Применить процесс ортогонализации к следующей  

системе векторов, евклидова пространства 3E : 

)7,3,5(),1,0,1(),2,2,1( 321  fff


. 

Решение. Полагаем )2,2,1(11  fe


. Вектор 2e


 ищем в виде 

1
)1(

122 efe


 . Так как  

,3)1(20)2()1(1),( 12 ef


   922)2()2(11),( 11 ee
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(считаем, что векторы 321 ,, fff


 заданы в ортонормированном базисе,  

который по теореме 3.3 всегда существует в nE ), то 
3

1

),(

),(

11

12)1(
1 

ee

ef



 . 

Следовательно, 

.
3

1
,

3

2
,

3

2
)2,2,1(

3

1
)1,0,1(1

)1(
122 






 






 efe


  

Наконец, вектор 3e


 находим в виде следующей линейной комбина-

ции векторов: 2
)2(

21
)2(

133 eefe


  . 

Вычисляя скалярные произведения 

1),(,1),(,3),( 222313  eeefef


, 

находим значения коэффициентов:  

,
3

1

),(

),(

11

13)2(
1 

ee

ef



    .1
),(

),(

22

23)2(
2 

ee

ef



  

Следовательно, ).6,3,6(1
3

1
2133 






 eefe


 

Таким образом, получаем следующую систему ортогональных век-

торов: 

).6,3,6(;
3

1
,

3

2
,

3

2
);2,2,1( 321 






  eee


 

Разделив каждый вектор на его длину: 

32)2(1),(|| 222
111  eee


, 

1
3

1

3

2

3

2
),(||

222

222 



















 eee


, 

9)6()3(6),(|| 222
333  eee


, 
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получим ортонормированный базис: 

.
3

2
,

3

1
,

3

2
;

3

1
,

3

2
,

3

2
;

3

2
,

3

2
,

3

1






 






 






   

 

3.3. Связь матриц Грама разных базисов 

 

Пусть даны два базиса е и  f, связанные матрицей перехода T, т.е. 

ffee YXYXeTf ,,,;  – координатные столбцы векторов yx


,  в базисах 

е и f соответственно, тогда nEyx 


, : 

,fe TXX          .fe TYY   

Подставляя эти равенства в формулу (3.2) и используя тот факт, что 

TTT ABAB )( , получаем 

( , ) ( ) ( ) ( )e e e f e f f e fx y X Г Y TX Г TY X T Г T Y  
  T T T T . 

С другой стороны, fff YГXyx T),(


, следовательно, 

TГTГ ef
T .     (3.3) 

Теорема 3.4. Определитель матрицы Грама любого базиса положи-

телен ( 0det Г ). 

Доказательство. Рассмотрим формулу (3.3) в том частном случае, 

когда базис e  является ортонормированным, тогда EГe   и TTГ f
T . 

Вычислим детерминант обеих частей равенства, получим 

    0detdetdetdetdet 2  TTTTTГ f
TT , где 0det T . 

Поскольку базис f  произвольный, отсюда получаем требуемое. 
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Запишем удобное представление матрицы Грама. 

Пусть )...,,,( 21 neeee


  базис в nE , тогда 

,

),(),(),(

),(),(),(

),(),(),(

,

21

22212

12111

2

1

e

nnnn

n

n

n

Г

eeeeee

eeeeee

eeeeee

ee

e

e

e

e 





















































TT  

таким образом  .eeГe
T  

Теорема 3.5. Векторы mfff


...,,, 21  линейно зависимы тогда и толь-

ко тогда, когда 0det fГ . 

Доказательство.    Пусть система линейно зависима, тогда 

 :0...,...,,, 22
121  mm     0...2211


 mm fff  . 

Умножая последовательно эту линейную комбинацию скалярно на 

векторы if


 ),1( mi  , получим 

     
     

     



















0,...,,

...

0,...,,

0,...,,

2211

2222121

1212111

mmmmm

mm

mm

ffffff

ffffff

ffffff













    

систему m  однородных уравнений с m  неизвестными j  ( mj ,1 ). 

В матричной записи:  











































0

0

0

2

1

 m

m

f OГ






. 
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Так как по условию 0... 22
1  m , то существует нетривиальное 

решение этой системы линейных однородных уравнений, следовательно, 

определитель матрицы равен нулю, т.е. 0det fГ . 

   Если 0det fГ , то по крайней мере один из столбцов матрицы 

fГ  является линейной комбинацией остальных столбцов (смотри условия 

равенства нулю определителя матрицы), для определённости m -й, т.е. 







1

1

m

j
jfjmf ГГ  , 

тогда         112211 ,...,,,  mimiimi ffffffff


  ( mi ,1 ) 

или  0)...,( 112211  

   

f

mmmi fffff    ( mi ,1 ), 

т.е. вектор 1111 ...  mmm ffff


  ортогонален каждому из векторов 

mff


...,,1 . Но, с другой стороны, f


 – линейная комбинация этих векторов, 

следовательно, ff


 , что равносильно равенству 0


f  или 







1

1

m

k
kkm ff


 , а это равносильно тому, что система векторов линейно за-

висима. 

Теорема 3.6. Если векторы mfff


...,,, 21  линейно независимы, то 

0det fГ . 

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда f  – базис, 

так как линейно независимая система векторов f  является базисом своей 

линейной оболочки. Рассмотрим в линейной оболочке f  ортонормирован-

ный базис  meee


...,,1 , тогда (см. теорему 3.4) 0det fГ . 
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Пусть теперь оба базиса е и f ортонормированные, тогда 

EГГ fe   и формула (3.3) принимает вид 

TTE T                                                (3.4) 

Определение 3.7. Матрица, удовлетворяющая условию (3.4), называ-

ется ортогональной. 

Название обусловлено тем, что ортогональные матрицы и только они 

могут служить матрицами перехода от одного ортонормированного базиса 

к другому ортонормированному базису. 

Будем обозначать ортогональные матрицы U, тогда 

,)4.3( EUU  T  

отсюда, умножая левую и правую часть равенства слева на U , а справа на 

TU , получаем 

,))((,)( OUUUUUUUEUUUUU  TTTTTT  

EUUOEUUUU  TTT ,)( , т.е. 

EUUUU  TT .                                          (3.5) 

По определению обратной матрицы: EUUUU   11 , сравнивая 

последние равенства, заключаем, что 1UU T . Кроме того, матрица TU  

тоже является ортогональной, так как UU TT )(  и UU  11)( . 

Вычислив определитель обеих частей равенства (3.5), получим 

  1det 2 U , т.е. определитель ортогональной матрицы равен +1 или –1.  

Обозначим  ijUU T , тогда 

,
11





n

k
kjki

n

k
kjikij uuuuT  из ij

n

k
kjkiij uuEUU   

1

T , т.е. 

сумма квадратов элементов любого столбца (строки) ортогональной мат-

рицы равна единице, а сумма попарных произведений соответствующих 

элементов различных столбцов (строк) равна нулю. 
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3.4. Ортогональное дополнение подпространства 

 

Как следует из теоремы 2.7, в произвольном линейном пространстве 

nL  любое линейное подпространство L  имеет прямое дополнение, т.е. та-

кое линейное подпространство L  , что nLLL  . Такое линейное под-

пространство L   не является единственным. Однако в случае евклидова 

пространства среди всех возможных прямых дополнений к данному ли-

нейному подпространству, выделяется одно. 

Определение 3.8. Ортогональным дополнением линейного под-

пространства V  в евклидовом пространстве nE  называется множество V  

всех векторов nEx


, ортогональных каждому вектору линейного подпро-

странства V . 

 :nV x E y V x y     
   

V . 

Теорема 3.7. Ортогональное дополнение V  линейного подпро-

странства V  в евклидовом подпространстве nE  является линейным под-

пространством в nE  причем  VVEn  ( V  – прямое дополнение V ). 

Доказательство. Чтобы доказать, что V  является линейным под-

пространством в nE , нужно проверить условия 1) и 2) определения под-

пространства.  

1) Пусть x


 и y


 два произвольных вектора, принадлежащих V , 

умножим скалярно их сумму на произвольный вектор Vz 


. Получим: 

000),(),(),(  zyzxzyx


, т.е. для любых векторов x


 и y


 множе-

ства V  их сумма x


 + y


 принадлежит тому же множеству. 

2) Теперь рассмотрим произведение вектора Vx


 на произвольное 

действительное число  . Для произвольного вектора Vz 


: 

00),(),(   zxzx


, 
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и поэтому Vx


 . Следовательно, V  является линейным подпростран-

ством в nE . 

3) Отметим, что любой вектор x


, принадлежащий пересечению 

VV  , ортогонален самому себе, так как любой вектор из подпростран-

ства V  ортогонален любому вектору из подпространства V . Но вектор 

ортогонален самому себе лишь в том случае, когда он нулевой. Поэтому 

 0


 VV , и сумма VV  является прямой (по определению).  

4) Докажем, что эта сумма совпадает со всем пространством nE . 

Выберем некоторый ортонормированный базис mff





,,1  в линей-

ном подпространстве V  и дополним его до базиса nmm ffff








,,,,, 11   

всего пространства nE . Исходя из этого базиса, применяя метод ортогона-

лизации, построим ортонормированный базис nee


,,1  в nE . Так как пер-

вые m векторов базиса попарно ортогональны и имеют единичную длину, 

то процесс ортогонализации оставит их без изменения, т.е. mife ii ,1, 


. 

Векторы nm ee


,,1  ортогональны каждому из векторов mee


,,1  базиса 

линейного подпространства V  и, следовательно, ортогональны V , так как 

V  – линейная оболочка системы векторов mee


,,1 . Поэтому все они по-

падают в ортогональное дополнение V . 

Рассмотрим произвольный вектор nEx


 и запишем его разложение 

по базису е:  nn exexx


 11 .  Легко увидеть, что  

Vexexx mm 


11 ,  а  
  Vexexx nnmm


11 ,  

при этом xxx 


. Следовательно,  VVx


, и так как вектор x


 выби-

рался произвольно, то  VVEn . 

При этом, согласно следствию из теоремы 2.5, из соотношения 

 VVEn  вытекает следующее равенство:  VVEn dimdimdim . 
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Следствие. Каково бы ни было линейное подпространство V  в ев-

клидовом пространстве nE , любой вектор nEx


 можно однозначно пред-

ставить в виде   yyx


, где   VyVy


, . 

Вектор y


 в разложении называют ортогональной проекцией векто-

ра x


 на линейное подпространство V , а вектор y


 – ортогональной  

составляющей вектора x


 относительно линейного подпространства V .  

Как построить ортогональное дополнение к данному линейному 

подпространству?  

Пусть линейное подпространство V  определено наиболее распро-

страненным способом – как линейная оболочка некоторой системы векто-

ров maa


,,1 , согласно определению 3.8 ортогонального дополнения, лю-

бой вектор Vx


 должен быть ортогонален каждому из векторов ia


: 

mixai ,1,0),( 


.    (3.6) 

Наоборот, если вектор x


 удовлетворяет системе равенств (3.6), т.е. 

он ортогонален каждому из векторов ia


, то этот вектор ортогонален и лю-

бой линейной комбинации системы векторов maa


,,1 . Значит, x


 ортого-

нален каждому вектору линейного подпространства  1, , mV L a a
   и 

принадлежит линейному подпространству V . Итак, система уравнений 

(3.6) описывает ортогональное дополнение линейного подпространства V . 

Запишем эту систему в координатах в некотором ортонормирован-

ном базисе: 
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 .   (3.7) 
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Это однородная система из m линейных алгебраических уравнений с 

n  неизвестными. Строки матрицы А этой системы совпадают с наборами 

координат векторов maa


,,1 . Поэтому матрица А имеет ранг, равный 

рангу системы векторов maa


,,1 , т.е. этот ранг совпадает с размерностью 

линейного подпространства V . 

Каждое решение системы (3.7) представляет собой набор координат 

некоторого вектора из V  и наоборот, любой вектор из V  описывает ре-

шение системы (3.7). Поэтому можно сказать, что множество всех реше-

ний этой системы образует линейное подпространство V .  

Согласно теореме 3.7, это подпространство имеет размерность 

AnVn rangdim  . Множество решений однородной системы линейных 

алгебраических уравнений (СЛАУ) описывается при помощи фундамен-

тальной системы решений. Столбцы фундаментальной системы решений 

линейно независимы, а любое решение однородной СЛАУ представляется 

в виде линейной комбинации столбцов фундаментальной системы реше-

ний. Другими словами, фундаментальная система решений – это базис в 

подпространстве всех решений данной однородной СЛАУ. Каждый стол-

бец фундаментальной системы решений представляет собой координатный 

столбец вектора линейного подпространства V  в выбранном базисе. При 

этом такие векторы в совокупности образуют базис подпространства V . 

Пример 3.2. Найти базис ортогонального дополнения линейной обо-

лочки системы векторов, заданных в некотором ортонормированном бази-

се четырехмерного евклидова пространства 4E : 











).1,1,0,1(),1,4,3,1(

   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,1,1,0(

54

321

aa

aaa



 

 Решение. Запишем систему вида (3.7), используя координаты векто-

ров ia


, и найдем её фундаментальную систему решений: 
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 Таким образом, базисом ортогонального дополнения линейной обо-

лочки системы векторов являются векторы  

)1,0,0,1(),0,1,1,1( 21  ff


. 

 Нетрудно видеть, что оба эти вектора ортогональны каждому из век-

торов ia


 ( 5,1i ), значит, их линейная оболочка действительно является 

ортогональным дополнением. 
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4. ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ОПЕРАТОРЫ) 
 

4.1. Определение линейного отображения 
 

Рассмотрим два линейных пространства mn LL ,  размерностей п и т 

соответственно. 

Определение 4.1. Отображением   пространства nL  в пространство 

mL  называется закон, по которому каждому вектору nLx


 ставится в со-

ответствие единственный вектор mLy


. 

Обозначения: mn LL :   или  )(xy


 . 

Вектор )(xy


  называется образом вектора x


, а вектор x


 – прооб-

разом вектора y


 при отображении  . 

В дальнейшем рассматриваются лишь линейные отображения. 

Определение 4.2. Отображение mn LL :  называется линейным, 

если RLxx n  ,, 21


 выполняются равенства: 

1)  )()()( 2121 xxxx


  ;   2)  )()( 11 xx


  . 

Из определения 4.2 сразу следует, что линейная комбинация векто-

ров при линейном отображении   переходит в линейную комбинацию об-

разов с теми же коэффициентами, т.е. справедлива формула 
 

)(...)()()...( 22112211 kkkk xxxxxx


    (4.1) 
 

(получить самостоятельно из свойств 1), 2) определения 4.2). 

Если пространства mL  и nL  совпадают, т.е. т = п, то отображение 

называется преобразованием пространства nL . 

Теорема 4.1. При линейном отображении mn LL :  линейное 

подпространство nLL '  переходит в линейное подпространство 

mLLL  )'("  , причем размерность L" не превосходит размерности L , 

т.е. 'dim)'(dim LL  . 
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Доказательство. Пусть kfff


...,,, 21  – базис в L', тогда 'Lx


 имеем 





k

i
iikk fxxfxfxfxx

1

)1.4(

2211 ),()(...


  

следовательно, произвольный элемент множества )'(L  – образов всех 

векторов из L' есть линейная комбинация векторов )(...,),(),( 21 kfff


 , 

т.е. )'(L  – линейная оболочка этих векторов и значит, является линейным 

подпространством из пространства mL  (теорема 2.1). Размерность линей-

ной оболочки, очевидно, не превосходит числа векторов этой оболочки 

(теорема 2.2), т.е. 'dim)'(dim LL  . 

В частности, множество образов всевозможных векторов из простран-

ства nL  является подпространством в пространстве mL . Будем обозначать 

это подпространство )( nL , которое называется множеством значений 

отображения  , или образом пространства nL  при отображении  . 

 ( ) ( ),n m nφ L y L y φ x x L   
   

. 

Определение 4.3. Размерность образа пространства nL  при отобра-

жении   называется рангом этого отображения. 

Обозначения:  r,rang . Таким образом, )(dimrang n

def
L  . 

Теорема 4.2. Множество всех векторов из nL , переходящих при 

отображении   в нулевой вектор, является подпространством в nL . 

Доказательство. Если 0)( 1


x , 0)( 2


x , то по определению ли-

нейного отображения 4.2 можем записать: 

1) 000)()()( 2121


 xxxx  ; 

2) 00)()(, 11


  xxR . 
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Эти равенства означают, что множество всех векторов из nL , пере-

ходящих при отображении   в нулевой вектор, является подпростран-

ством в nL . 

Определение 4.4. Подпространство векторов из пространства nL , 

отображающихся в нулевой вектор, называется ядром отображения   и 

обозначается ker . 

Таким образом,   0)(|ker


 xLx n  . 

Ядро линейного отображения не может быть пустым, так как содер-

жит, по крайней мере, один вектор – нулевой. 

Действительно, ,0)(0)0()0(:


 xxLx n   т.е. при линей-

ном отображении нулевой вектор nL0


 переходит в нулевой вектор 

mL0


. 

Определение 4.5. Размерность ядра называется дефектом линейного 

отображения. 

Обозначение: def . Таким образом, )dim(kerdef 
def
 . 

 

4.2. Координатное представление линейных отображений 

 

Пусть )...,,,( 21 neeee


  – базис в nL , тогда образ произвольного век-

тора из пространства nL : 



n

j
nnjj exexexexx

1
2211 ...


 можно пред-

ставить в виде 

)(...)()()( 2211 nn exexexxy


  .                      (4.2) 

Пусть )...,,,( 21 mffff


  – базис mL , тогда каждый из векторов 

)( je


  можно разложить по базису  f 
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).,1(...)(
1

2211 njfafafafae
m

i
iijmmjjjj  



  

Если  mm fyfyfyxy


 ...)( 2211  то (4.2) можно переписать в 

виде (подставить )( je


  в (4.2)): 
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1 ... , 

следовательно, 
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1 11
11 ...,,...,, .            (4.3) 

Коэффициенты ija  – координаты векторов )( je


  в базисе f образуют 

матрицу A  размеров nm  
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22221
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 , которая называ-

ется матрицей линейного отображения   в паре базисов е и f. 

Матрица A  составлена из координатных столбцов образов базис-

ных векторов )(...,),(),( 21 neee


  в базисе  f. 

Если 
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,  – координатные столбцы векторов x


 и y


 

соответственно, то равенство (4.3) в матричной форме принимает вид 

XAY                                                 (4.4) 
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При выбранных базисах е и f в пространствах nL  и mL  соответствен-

но каждая матрица размеров nm  служит матрицей некоторого линейного 

отображения mn LL : , т.е. выбор базисов устанавливает взаимно одно-

значное соответствие между линейными отображениями mn LL :  и 

матрицами размеров nm . 

Теорема 4.3. Ранг матрицы линейного отображения равен рангу это-

го отображения  rangrang A . 

Доказательство. Пусть rA rang  и rjj ...,,1  – номера столбов мат-

рицы A , в которых расположен базисный минор. Это значит, что векторы 

)(...,),(
1 rjj ee


  – линейно независимы и, следовательно, каждый вектор 

)( je


  ( nj ,1 ) есть их линейная комбинация (теорема о базисном миноре). 

Следовательно, образ любого вектора  x
  можно выразить только 

через векторы )(...,),(
1 rjj ee


 , т.е. эти векторы образуют базис в  nL   

– множестве значений отображения  , но их число равно размерности 

 nL , т.е. рангу отображения, следовательно, rrang . 

Теорема 4.4. Сумма ранга (размерности образа) и дефекта отображе-

ния (размерности его ядра) равна размерности отображаемого простран-

ства 

 rang)(dim;dim)dim(ker)(dim  nnn LnLL . 

Доказательство. Пусть rangr , kerx


, тогда по определению 

ядра линейного отображения    0|ker


 xLx n   и формуле (4.4) 

получаем  mOXA   – однородную систему линейных уравнений с n  не-

известными, здесь mO  – нулевой столбец высоты m. 

В соответствии с теоремой 4.4 rA rang  – ранг отображения. Пусть 

размерность ядра равна d . Из свойств множества решений однородной систе-
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мы уравнений вытекает, что rnd   (доказать самостоятельно, что множе-

ство решений системы (*) – линейное подпространство размерности rn  ). 

Общее решение системы (*) было представлено в виде 

rnrn XcXcXcX  ...2211 ,  где rnXXX ...,,, 21  – фундаментальная 

система решений, следовательно, kerx


, x


 – линейная комбинация 

векторов rnxxx 


...,,, 21 , т.е. 

rnrn xcxcxcx 


...2211 , 

координатные столбцы которых rnXXX ...,,, 21  – линейно независимы, 

следовательно, эти векторы тоже линейно независимы и, значит, 

rnxxx 


...,,, 21  – базис в ker , т.е. rnd )dim(ker . 

Таким образом,  nn LnrnrL dim)dim(ker)(dim   . 

 
4.3. Изменение матрицы линейного отображения  

при замене базисов 

 

Рассмотрим линейный оператор mn LL : , если в пространствах 

nL  и mL  выбраны базисы )...,,,( 21 neeee


 , )...,,,( 21 mffff


  соответ-

ственно, то   определяется матрицей A . Пусть )'...,,','(' 21 neeee


  и 

)'...,,','(' 21 mffff


  другая пара базисов в nL  и mL  соответственно, 

fe ,  связаны с fe,  матрицами переходов Т и Р, т.е. (см. раздел 1) 

.',' fPfeTe   

В базисах fe ,  оператор   имеет матрицу A . Как связаны матри-

цы A  и A ? 

Пусть:  )(, xyLx n


  – образ вектора x


 при отображении 

mLy


, ; Х, Х' – координатные столбцы вектора x


 в базисах е, е'; YY ,  – 

координатные столбцы вектора y


 в базисах ff , .  
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Из раздела 1 известно  

YPYXTX  , . 

Подставив X, Y в формулу (4.4), получим: 

XTAYPXTAXAY  )()(  . 

Так как матрица перехода всегда является невырожденной, то 1P . 

Умножим последнее равенство на матрицу 1P  слева, получим 
1( )φY P A T X  ,  но  XAY   , 

откуда получаем формулу преобразования матрицы линейного оператора 

при замене базисов 

TAPA 
1 .                                            (4.5) 

4.4. Изоморфизм линейных пространств 

 

Если mLm dimrang  , т.е. mn LL )( , то каждый вектор из mL  

является образом некоторого вектора из пространства nL . Отображение, 

обладающее этим свойством, называется сюръективным или наложени-

ем (говорят   – отображение nL  на mL ). Здесь 

nm LxLy 


,  такой, что )(xy
  . 

Определение 4.6. Отображение, при котором разные векторы имеют 

разные образы, называется инъективным или вложением. Здесь 

)()(, 221121 xyxyLxx n
   . 

Теорема 4.5. Отображение mn LL :  является инъективным тогда 

и только тогда, когда его ядро есть нулевое подпространство 

 }0{kerинъективно


  . 

Доказательство. ( ) Пусть   – инъективно и 0kerdim  , тогда в 

пространстве mL  существуют векторы, имеющие не один прообраз, а, по 

крайней мере, два. Таким является, например, нулевой вектор mL0


 (см. 



4. Линейные отображения (операторы) 
 

 45

определение 4.2 и теорему 4.2). Но это противоречит условию теоремы.  

( ) Пусть 0kerdim   и отображение не инъективно. Это значит, 

что существует вектор mLy


, который имеет два разных прообраза, т.е. 

существуют векторы nLxx 21,


 такие, что yxx


 )()( 21   и 21 xx


 .  

В этом случае ядро содержит, по крайней мере, один ненулевой вектор 

021


 xxx  (ядро – ненулевое подпространство), так как 

0)()()()( 2121


 yyxxxxx  , 

следовательно, 0kerdim  , что, опять-таки, противоречит условию тео-

ремы. Следовательно,   – инъективно. 

Из определения отображения  :  mn LyLx 


!,  ( !  – существует 

единственный) такой, что )(xy


 , если справедливо и обратное, т.е. каж-

дый mLy


 является образом только одного вектора nLx


, то отображе-

ние   называется взаимно однозначным или биективным.  

Иначе, если 2121 ,, xxLxx n


 ,  то  )()( 21 xx


  , или 

nm LxLy 


!,   такой, что  )(xy


 . 

Теорема 4.6. Отображение mn LL :  – взаимно однозначно (биек-

тивно) тогда и только тогда, когда размерности пространств совпадают и 

равны рангу отображения )rang(   mn . 

Доказательство. В этом случае отображение   является и наложе-

нием, т.е. rang  = т, и вложением, т.е. n  rang}0{ker


 (на ос-

новании теоремы 4.4). 

Определение 4.7. Взаимно однозначное отображение называется 

изоморфизмом. Если существует изоморфизм nL  на mL , то nL  и mL  

называются изоморфными. 

Теорема 4.7. Два пространства изоморфны тогда и только тогда, ко-

гда их размерности равны (см. теорему 4.4 и теорему 4.5). 
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Значение теоремы об изоморфизме состоит в том, что линейные про-

странства могут состоять из чего угодно: столбцов, многочленов, чисел, 

функций, матриц, направленных отрезков, дынь, арбузов, … – природа их 

элементов роли не играет, когда изучаются только свойства, связанные с 

операциями сложения и умножения на число. Все эти свойства у двух изо-

морфных пространств совершенно одинаковы. С алгебраической точки 

зрения два изоморфных пространства тождественны. Если условимся не 

различать эти пространства, то в силу теоремы 4.7 для каждой размерности 

найдется только одно линейное пространство. 

Пример 4.1. Определить ранг и дефект линейного преобразования, а 

также найти базисы образа и ядра 3L  при преобразовании  . 

),,2()( 2131321 xxxxxxxx 


 . 

Решение. Пусть в 3L  выбран базис )( 321 eeee


 , тогда в этом ба-

зисе матрица преобразования   будет иметь вид:  

















011

101

121

A . 

По определению 4.5 вектор y


 принадлежит образу 3L  при преобра-

зовании   в том и только том случае, когда найдется вектор 3Lx


 такой, 

что )(xy


 , или в координатной записи по формуле (4.4): 
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Это равенство означает, что образ 3L  совпадает с линейной оболоч-

кой системы векторов )0,1,1(),1,0,2(),1,1,1( 321  fff


, так как 

332211 fxfxfxy


 . Следовательно, ранг оператора  , который совпада-

ет с рангом его матрицы, равен двум. В качестве базиса можно взять лю-

бой базис линейной оболочки векторов 321 ,, fff


, например, 21, ff


 – они 

линейно независимы. 

Аналогично, вектор x


 принадлежит ядру тогда и только тогда, когда 

0)(


x , или, в координатной записи: 
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Это однородная система линейных уравнений, ранг которой равен 

двум, значит, она эквивалентна следующей системе: 











0

02

31

321

xx

xxx

,
 

полагая в которой, например, 13 x , получаем 1,1 21  xx , т.е. базис 

ядра состоит из одного вектора )1,1,1( p


. 

При этом по теореме 4.5 размерность ядра равна: 

123)(dimdim)dim(ker 33  LL  .
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5. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Определение 5.1. Если линейное отображение отображает простран-

ство само в себя, то оно называется линейным преобразованием, т.е. здесь 

mn LL         )( mn  . 

Все утверждения и теоремы раздела 4 справедливы и для преобразо-

ваний линейного пространства, но в общем случае при определении мат-

рицы линейного отображения mn LL :  выбирались разные базисы в 

пространствах nL  и mL . Если же nL  и mL  совпадают, то логично пользо-

ваться одним и тем же базисом и для образов, и для прообразов, следова-

тельно, некоторые определения и формулы изменятся. 

Определение 5.2. Матрицей линейного преобразования nn LL :  

в базисе )...( 21 neeee


  называется матрица, столбцы которой есть коор-

динаты векторов )(...,),(),( 21 neee


  в базисе е (координаты образов 

базисных векторов в том же базисе). 

Матрица линейного преобразования – квадратная порядка п. 

При переходе от базиса е к базису f матрица преобразования   будет 

иметь вид 

TATA 
1                            (5.1) 

(см. формулу (4.5):  TAPA 
1 , где теперь 11   TPTP ). 

Линейные преобразования обладают рядом специфических свойств, 

которые для отображений общего вида, вообще говоря, не справедливы. Это 

связано с тем, что образы и прообразы векторов лежат в одном простран-

стве, и мы получаем возможность говорить об их взаимном расположении. 

Определение 5.3. Ненулевой вектор nLx


 называется собственным 

вектором преобразования  , если xx


 )( , при этом число   называет- 

ся собственным значением (собственным числом) соответствующим 

собственному вектору x


. 
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Если в nL  выбран базис, то 

XXAxx   


)( . 

Пусть Е – единичная матрица порядка п, тогда последнее равенство 

можно записать в виде nOEXXA    или 

nOXEA  )(  .                        (5.2) 

В координатах это равенство выглядит так: 
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0...)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn
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– однородная система линейных уравнений порядка n. 

Если 0)det(  EA  , то система имеет единственное решение 

0...21  nxxx , 

но собственным вектором мы назвали ненулевой вектор, следовательно, 

для существования такого вектора необходимо потребовать, чтобы 

0)det(  EA  .                               (5.3) 

Это уравнение называется характеристическим уравнением. 

Левая часть равенства (5.3) – многочлен порядка п, который называ-

ется характеристическим многочленом преобразования  : 

)(...)1()1()det( 0
1

1
1  n

n
n

nnn PEA  


 ,  

где   n-1 = 11 + 22 + … + nn– след матрицы A ,  Adet0  . 

Теорема 5.1. Если A  и A  – матрицы преобразования   в разных 

базисах, то характеристические многочлены этих матриц совпадают (соб-

ственные числа преобразования   в разных базисах одинаковы, т.е. не за-

висят от выбора базиса!). 
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Доказательство. 

Если e  и f – два базиса в nL  и T  – матрица перехода от e  к  f, то по 

формуле (5.1)   

         TEATTETTATEA  
111 detdetdet  

     EAEA
T

T
TEAT     detdet

det

det
detdetdet 1  

т.е. характеристические многочлены матриц A  и A  совпадают, следова-

тельно, собственные числа одинаковы. 

Теорема 5.2. Если собственные векторы kxxx


...,,, 21  преобразования 

  соответствуют различным собственным значениям, то они линейно не-

зависимы. 

Доказательство. 

1) 1x


, 2x


 – два собственных вектора, соответствующих собственным 

числам 1 , 2 , 21   . 

Составим линейную комбинацию этих векторов и приравняем её к 0


  

02211


 xx  .                                              (*) 

Применим преобразование   к обеим частям этого равенства. 

Получим 

   02211


  xx ,       02211


 xx  ,   0222111


 xx  . 

Умножим (*) на 2 :   0222121


 xx  . 

Вычитая из одного равенства другое, получим   01211


 x . Так 

как 021    по условию, а 01


x  по определению, то 01  . 

Подставляем в (*) 01  , получаем 022


x , так как по определе-

нию 02


x , следовательно 02  , т.е. линейная комбинация должна быть 

тривиальной, значит, 1x


, 2x


 – линейно независимы. 
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2) Пусть утверждение справедливо для 1k  векторов, покажем, что 

тогда оно справедливо и для k  векторов. 

Пусть система векторов kxx


...,,1  удовлетворяет условию теоремы. 

Рассмотрим равную нулю линейную комбинацию этих векторов  

0...11


 kk xx  .                                        (**) 

Подействуем преобразованием   на это равенство, получим 

0...111


 kkk xx  . 

Умножим (**) на k :  0...11


 kkkk xx  . 

Вычитая эти два равенства, находим 

      0... 111222111


  kkkkkk xxx  , 

так как 11 ...,, kxx


 – линейно независимы, это значит, что в левой части ра-

венства записана тривиальная линейная комбинация, т.е. 

      0... 112211


  kkkkk  , 

по условию теоремы 01  k , 02  k , …, 01  kk  , следова-

тельно, 0... 121  k . 

Подставим 11 ...,, k  в (**), получим 0


kk x , следовательно, 

0k , так как по определению 5.3 0


kx . 

Таким образом, векторы kxx


...,,1  – линейно независимы. 

Следствие 5.1. Если преобразование   имеет п попарно различных 

собственных значений, то существует базис из собственных векторов этого 

преобразования! 

Теорема 5.3. Матрица линейного преобразования nn LL :  в  

базисе е имеет диагональный вид тогда и только тогда, когда все векторы 

базиса являются собственными векторами преобразования  . 
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Доказательство. )(  Пусть матрица линейного преобразования 

nn LL :  в базисе е имеет диагональный вид  
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, 

тогда jjj eenj
   )(:,1 , следовательно, je


 – собственные векторы. 

 )(  Пусть ),1( nje j 


 – собственные векторы преобразования 

nn LL : , тогда jjj eenj
   )(:,1 , т.е. 
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2
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. 

Другая формулировка следствия 5.1. Если все корни характеристиче-

ского многочлена матрицы А различны, то существует невырожденная 

матрица Т ( 0det T ) такая, что матрица ATT 1  – диагональная (Т – мат-

рица перехода к базису из собственных векторов). 

6. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЕВКЛИДОВЫХ  
ПРОСТРАНСТВ 

 

Все результаты, приведенные в предыдущих разделах, остаются в 

силе и для преобразований евклидовых пространств, но здесь есть скаляр-

ное произведение, что позволяет выделить некоторые очень важные клас-

сы преобразований. 
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6.1. Сопряженные и самосопряженные преобразования 

 

Определение 6.1. Линейное преобразование   евклидова простран-

ства nE  называется сопряженным данному линейному преобразованию 

 , если nEyx 


,  имеет место равенство 

))(,()),(( yxyx


  .                                 (6.1) 

В более полных курсах доказывается, что любое преобразование 

имеет единственное сопряженное преобразование. 

Предположим, что данное преобразование   имеет сопряженное  . 

Выясним, как связаны их матрицы A  и A  в некотором базисе е. Исполь-

зуя равенство (3.2), перепишем (6.1) в матричной форме 

),()( YAXГYГXA ee  T  

где X, Y – координатные столбцы произвольных векторов eГyx ;,


 – матри-

ца Грама базиса е, отсюда 

0 YAГXYГAX ee 
TTT   или  0)(  YAГГAX ee 

TT , 

так как yx


,  произвольные, следовательно, должно выполняться равенство  

φ e e ψA Г Г A O T  или  AГГA ee 
T  , 

так как eГ  – невырожденная матрица, у нее существует обратная и значит 

последнее равенство равносильно тому, что 

.1
ee ГAГA T


                                           (6.2) 

Часто сопряженное преобразование обозначается * , т.е. *  , 

тогда матрица этого преобразования обозначается 
A . 

В частности, если базис е ортонормированный, то EГГ ee  1  и 

T
 AA                                                   (6.3) 
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Определение 6.2. Линейное преобразование   евклидова простран-

ства nE  называется самосопряженным, если   , т.е. 

 AAxxEx n  )()(:


, 

или из (6.1)  

)).(,()),((:, yxyxEyx n


   

Из формулы (6.3) получаем, что T
 AA   преобразование является 

самосопряженным тогда и только тогда, когда его матрица симметрическая 

(в любом базисе удовлетворяет условию T
 AA  ). 

В силу сказанного, часто самосопряженные преобразования называ-

ются симметрическими. 

Теорема 6.1. Если   – самосопряженное преобразование евклидова 

пространства nE , то все его собственные числа действительные. 

Доказательство.  Рассмотрим частный случай  2n . Найдём соб-

ственные числа, т.е. решим уравнение  

0 EA  .                                               (*) 

   



21122211

2221

1211 aaaa
aa

aa





 

 2 2
11 22 11 22 12 211 ( )λ a a λ a a a a      , 

тогда (*) – квадратное уравнение. Пусть D  – дискриминант этого квадрат-

ного уравнения.   

   

  ,0444

24

2
12

2
221121122211

2
222211

2
1121122211

2
2211





aaaaaaa

aaaaaaaaaaD
 

так как   – самосопряжённое преобразование 2112 aa  ,   02
2211  aa  и 
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02
12 a , следовательно, 122211 ,, aaa : 0D , из чего заключаем, что корни 

действительные. 

Теорема 6.2. Если   – самосопряженное преобразование евклидова 

пространства nE , то собственные векторы, соответствующие различным 

собственным значениям этого преобразования, ортогональны. 

Доказательство. Пусть ji  ,  – собственные числа самосопряжён-

ного преобразования  , ji   , а ix


 и jx


 – соответствующие им соб-

ственные векторы, т.е.   iii xx
   ,   jjj xx

   , тогда  

      ,,,, jiijiiji xxxxxx


   

         .,,,, jijjjijiji xxxxxxxx


   

Вычитая одно равенство из другого, получаем   jiji xx


,0   , 

где 0 ji   по условию, следовательно,   0, ji xx


, что означает, по 

определению скалярного произведения ji xx


 . 

Теорема 6.3. Если   – самосопряженное преобразование евклидова 

пространства nE , то в nE  существует ортонормированный базис из соб-

ственных векторов преобразования  . 

Эта теорема допускает матричную формулировку. 

Теорема 6.4. Если A – симметрическая матрица, то существует орто-

гональная матрица U такая, что AUU 1  – диагональная матрица.  

Здесь U – матрица перехода к ортонормированному базису из соб-
ственных векторов. 

 

6.2. Ортогональные преобразования 
 

Второй вид преобразований, которые следует рассмотреть, – это ор-

тогональные преобразования. 
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Определение 6.3. Преобразование   евклидова пространства nE  

называется ортогональным, если оно сохраняет скалярное произведение, 

т.е.  

),())(),((:, yxyxEyx n


  .                          (6.4) 

Условие (6.4) очень сильное. Из него, в частности, следует, что  

  – линейное преобразование. 

Действительно, рассмотрим произвольный вектор nEx


 и произ-

вольное число R , тогда, используя свойства скалярного произведения, 

получаем: 

 ))()(),()((|)()(| 2 xxxxxx


  

 ))(),(())(,((2))(),(( 2 xxxxxx


  

0),(),(2),(),(),(2),( 2222  xxxxxxxxxxxx


 , 

следовательно,  )()(,0)()( xxxx


   и свойство 1) в опреде-

лении линейного преобразования 4.2 установлено.  

Аналогично, nEyx 


, : 

 ))(),(())(),((|))()(()(| 2 xxyxyxyxyx


  

 ))(),((2))(),((2))(),((2))(),(( yxyyxxyxyy


  

 ),(2),(2),(2),(),(),( yxyyxxyxyyxxyxyx


 

 ),(2),(2),(2),(),(),(),(2),( yxyxxxyyxxyyyxxx


 

,0)()()(0),(2),(2  xxyxyxyy


  

т.е.  )()()( yxyx


   и свойство 2) в определении линейного преоб-

разования 4.2 также установлено, т.е. преобразование   – линейное!  

Теорема 6.5. В евклидовом пространстве nE  в ортонормированном 

базисе ортогональное преобразование имеет ортогональную матрицу, т.е. 

EAA 
T    T

 AA 1 . 
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Доказательство.  По формуле вычисления скалярного произведения 

в ортонормированном базисе   VUvu T


, , из формулы (6.4) получаем 

nEyx 


, :             YXyxYAXAyx TT 


,,  , YXYAAX TTT  , 

  0 YEAAX 
TT , так как yx


,  – произвольные векторы, то EAA 

T , 

следовательно, по определению A  – ортогональная матрица и T
 AA 1 .  

Пример 6.1. Пусть линейный оператор  , действующий в евклидо-

вом пространстве nE , имеет в ортонормированном базисе матрицу A . 

Построить в этом пространстве базис из собственных векторов оператора 

  и найти матрицу оператора   в этом базисе. 






















1442

4142

2217

A . 

Решение. 1) Найдем собственные числа оператора  , для чего со-

ставим и решим характеристическое уравнение (4.3): 

,0

1442

4142

2217

)det( 










 EA  

 )17(16)14(41616)14)(17()det( 2  EA  

 )18(8)16)14)((17()14(4 2   

 )18)(10)(17()18(8)18028)(17( 2   

).16227)(18()8)10)(17)((18()18(8 2    

Приравняв к нулю, находим: .18,9 3,21    

2) Находим собственные векторы, соответствующие найденным соб-

ственным значениям, для чего при каждом   составляем и решаем систему 

(5.2):  
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а) при 91   , получаем 

,

0

0

0

542

452

228

)9(

3

2

1























































x

x

x

XEA  

что равносильно системе (здесь 2)9rang(  EA ) 











0542

0452

321

321

xxx

xxx
  , 

полагая в которой, например, 11 x , находим 232  xx , таким образом, 

собственный вектор, соответствующий собственному значению 9, есть 

).2,2,1(1 f


 

б) при 183,2   , получаем 
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0
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442

442

221

)18(

3

2

1

x

x

x

XE , 

что равносильно уравнению (здесь 1)18rang(  EA ) 

022 321  xxx , 

полагая в котором сначала, 0,1 32  xx , а затем , 1,0 32  xx  получаем 

еще два линейно независимых собственных вектора: 

)1,0,2();0,1,2( 32  ff


. 

3) Находим матрицу перехода к базису из собственных векторов и 

обратную к ней (столбцами матрицы перехода являются координатные 

столбцы векторов 321 ,, fff


 (см. раздел 1)): 

9441

102

012

221

det,

102

012

221



















 
 TT .
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4) Теперь по формуле (5.1) находим A  – матрицу линейного опера-

тора в базисе из собственных векторов 

1

1 2 2 17 2 2 1 2 2
1

2 5 4 2 14 4 2 1 0
9

2 4 5 2 4 14 2 0 1

φ φA T A T
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Таким образом, матрица линейного оператора в базисе из собствен-

ных векторов диагональная! 

 

7. БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 
 

7.1. Билинейные формы 
 

Определение 7.1. Отображение RREn  1:  называется число-

вой функцией, т.е. числовая функция – закон или правило, по которому 

каждому вектору nEx


 (каждой паре векторов nEyx 


, ) ставится в соот-

ветствие число из R. 

Определение 7.2. Числовая функция   называется линейной фор-

мой, если nEyx 


,  и R  справедливо: 

а) );()()( yxyx


        б) ).()( xx
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Определение 7.3. Числовая функция двух аргументов – закон или 

правило, по которому каждой паре векторов nEyx 


,  ставится в соответ-

ствие число из R .  

Определение 7.4. Числовая функция ),( yxb


, аргументами которой 

являются всевозможные векторы nEyx 


, , называется билинейной фор-

мой, если nEzyx 


,,  и R  выполняются соотношения: 

а) );,(),(),( zybzxbzyxb


  

б) );,(),(),( zxbyxbzyxb


  

в) );,(),( yxbyxb


   

г) );,(),( yxbyxb


   

т.е. функция является линейной по каждому из аргументов, где условия а), 

в) означают линейность по первому аргументу; условия б), г) – по второму. 

Выберем какой-либо базис )...,,,( 21 neeee


  в nE . Тогда  

,
i

iiexx


   ,
j

jjeyy


 

и значение билинейной формы может быть вычислено следующим обра-

зом: 

),(,,),(
,

ji
ji

ji
j

jji
i

i
j

jj
i

ii eebyxeyebxeyexbyxb


 




















  

или 

,),(
,,
 

ji
jiij

ji
ijji yxyxyxb 


                             (7.1) 

где ),( jiij eeb


  (i, j = l, 2, ..., n) – значения билинейной формы на все-

возможных парах базисных векторов, которые называются коэффициен-

тами билинейной формы в базисе е. 
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Коэффициенты ij  образуют квадратную матрицу порядка п 

























nnnn

n

n

eB















21

22221

11211

, 

которая называется матрицей билинейной формы в данном базисе е. Как 

легко проверить, в матричном виде равенство (7.1) имеет вид 

.),( YBXyxb e
T


                                        (7.2) 

Теорема 7.1. Любая квадратная матрица )( ijB   в некотором бази-

се является матрицей билинейной формы. 

Доказательство. Определим nEyx 


,  с базисом e  с помощью 

матрицы  ijB   числовую функцию  yxb


,  по правилу 

  
ji

jiij yxyxb
,

, 
. 

Легко проверяются свойства (7.1). Но тогда элементы ij  равны 

 ji eeb


, , где )0...,,0,1,0...,,0(),0...,,0,1,0...,,0(
j

j
i

i ee 


, и записанная 

формула есть определение билинейной формы (7.2). 

Согласно теореме 7.1, естественно называть представление (7.2.) об-

щим видом билинейной формы в n-мерном линейном евклидовом про-

странстве nE . 

Определение 7.5. Билинейная форма ),( yxb


 называется симметрич-

ной (кососимметричной), если nEyx 


,  выполняются равенства 

),(),( xybyxb


 ,         )),(),(( xybyxb


 . 

Теорема 7.2. Билинейная форма является симметричной (кососим-

метричной) тогда и только тогда, когда её матрица симметрическая, т.е. 
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jiij    или T
ee BB   (кососимметрическая, т.е. jiij    или ee BB T ). 

Доказательство.     Так как форма симметрична, то nEyx 


, : 

   xybyxb


,,  . 

В частности, для базисных векторов     jiijjiij eebeeb  


,, , 

следовательно, T
ee BB  . Аналогично для кососимметричной формы. 

   Пусть матрица билинейной формы симметрическая, т.е. 

T
ee BB  . Тогда, так как матрица размеров 11  не меняется при транспо-

нировании: 

 
     

 xybXBYXBYYBXYBXyxbEyx eeeen


,,:,
2.72.7
 TTTTTT . 

Теорема 7.3. Матрицы eB  и fB  билинейной формы ),( yxb


 в бази-

сах e и )...,,,( 21 nffff


  связаны соотношением 

,TBTB ef
T                                             (7.3) 

где Т – матрица перехода от базиса е к базису f . 

Доказательство. Так как Т – матрица перехода от е к f, то eTf  , 

fe TXX  , где fe XX ,  – координатные столбцы вектора x


 в базисах е и  f 

соответственно, fe TYY  , то по формуле (7.2) получаем nEyx 


, : 

      feffefeee TYBTXTYBTXYBXyxb TTTT 


, ; 

с другой стороны   fff YBXyxb T


, , следовательно  

  0 ffef YBTBTX TT . 

Так как yx


,  – произвольные, то выражение, стоящее в скобках, должно 

быть равно нулю, следовательно 

TBTB ef
T  . 
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Следствие. Ранг матрицы fB  равен рангу матрицы eB . Это сразу 

вытекает из равенства (7.3) и из того, что ранг матрицы не изменяется при 

умножении на невырожденную матрицу. 

Это позволяет ввести понятие ранга билинейной формы. 

Определение 7.6. Рангом билинейной формы называется ранг мат-

рицы этой формы в произвольном базисе. 

Определение 7.7. Билинейная форма ),( yxb


, заданная в nE , называ-

ется невырожденной (вырожденной), если её ранг равен (меньше) раз-

мерности пространства nE , т.е. 

nEyxb dim),(rang 


              форма невырожденная; 

nEyxb dim),(rang 


              форма вырожденная. 

7.2. Квадратичные формы 

Пусть ),( yxb


 симметричная билинейная форма, заданная на линей-

ном пространстве nE . 

Определение. Квадратичной формой называется числовая функция 

)(xk


 одного аргумента x


, значения которой совпадают со значениями би-

линейной формы ),( yxb


 при yx


 . 

При этом симметричная билинейная форма ),( yxb


 называется по-

лярной к квадратичной форме )(xk


. 

Пусть в nE  задана симметричная билинейная форма ),( yxb


 в базисе  

)...,,,( 21 neeee


 . По формуле (7.1) 
ji

jiij yxyxb
,

),( 


, при этом в силу 

симметрии jiij   . Полагая в этом равенстве ,jj yx   получаем пред-

ставление квадратичной формы )(xk


 в заданном базисе е: 


ji

jiij xxkxk
,

)(


.                                           (7.4) 
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Матрицу из коэффициентов ijk  обозначим eK  и назовем матрицей 

квадратичной формы в базисе е. 

Матрица квадратичной формы при переходе к новому базису преоб-

разуется по формуле (7.3), т.е. 

,TKTK ef
T                                              (7.5) 

где Т – матрица перехода к новому базису. 

Так как матрица перехода всегда невырожденная, то ранг матрицы 

квадратичной формы не изменяется при переходе к новому базису. 

Определение 7.9. Ранг матрицы квадратичной формы в произволь-

ном базисе называется рангом квадратичной формы. 

Если ранг квадратичной формы равен размерности пространства, то 

квадратичная форма называется невырожденной, в противном случае вы-

рожденной. 

Рассмотрим вопрос о приведении квадратичной формы к сумме 

квадратов, к так называемому каноническому виду, т.е. о выборе такого 

базиса )...,,,( 21 nffff


  в nE , в котором квадратичная форма представля-

ется в виде 

22
22

2
11 ...)( nn xxxxk  


,                           (7.6) 

где nxxx  ...,,, 21  – координаты вектора x


 в базисе  f . 

Коэффициенты n ...,,, 21  называются каноническими коэффи-

циентами квадратичной формы, а базис )...,,,( 21 nffff


  – канониче-

ским базисом. 

Метод Якоби 

Пусть  neee


...,,1  – какой-либо базис в nE ,  nfff


...,,1  – базис, 

в котором квадратичная форма  xk


 имеет канонический вид (канониче-

ский базис). 
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Рассмотрим преобразование вида 























 nnnnnnn eetetetf

eetetf

eetf

ef








112211

32231133

21122

11

...

...

    ,             (7.7) 

которое называется треугольным, так как eTf  , где T  – верхняя тре-

угольная матрица          

























1...000
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...10
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223

11312
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n

tt

ttt

T . 

Замечание. Так как определитель матрицы треугольного преобразова-

ния (7.7) отличен от нуля ( 1det T ), то векторы nff


...,,1  образуют базис. 

Введем в рассмотрение главные миноры матрицы eK  квадратичной 

формы  xk


 в базисе e , обозначив их символами n ...,,, 21 : 

111 k ,   
2221

1211

2
kk

kk
 ,   

333231

232221

131211

3

kkk

kkk

kkk

 ,   … , 

e

nnn

n

n K

kk

kk

det

...

.........

...

1

111

 ,   где 

























nnnnn

n

n

e

kkkk

kkkk

kkkk

K
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...

...

321

2232221

1131211

. 
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Теорема 7.4. Пусть nj ,1 :  0j , тогда существует единственное 

треугольное преобразование базиса e , с помощью которого квадратичную 

форму  xk


 можно привести к каноническому виду. 

Доказательство.  Коэффициенты квадратичной формы ijk̂  в базисе 

 nfff


...,,1  вычисляются по формуле  jiij ffbk


,ˆ  , где  yxb


,  – поляр-

ная билинейная форма. 

Если квадратичная форма    xxbxk


,  в базисе nff


...,,1  имеет ка-

нонический вид, то jiji  ;, : 0ˆ ijk , поэтому для доказательства теоре-

мы достаточно с помощью треугольного преобразования базиса e  постро-

ить базис nff


...,,1 , в котором  будут выполняться соотношения: 

jiji  ;, :     0,ˆ  jiij ffbk


,  

(или что то же при jiji  ;, , так как  yxb


,  – симметричная). 

Ввиду линейности билинейной формы  yxb


,  по каждому из аргумен-

тов, эти равенства будут выполняться, если будут выполнены равенства: 

  0, ji feb


  ( 1,1  ji ;  nj ,2 )                              (*) 

Действительно, используя линейность по первому аргументу, можем 

записать    












k

i
jiikj

k

i
iikjk febtfetbffb

11
,,,


, следовательно, если (*) 

справедливо, то   0, jk ffb


 ( 1,1  jk ). 

Используя линейность по второму аргументу, находим 

    









 



j

к
kjik

j

k
kikj

j

k
kkjiji teebtetebfeb

ik
111

,,, 




 

)2  ,1,1(   0
1

n,jjitk
j

k
kjik  


 . 
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Для каждого j  запишем эти равенства и получим систему линейных 

уравнений относительно ijt  ( ji  ). 

































0...

...

0...

0...

1

...

2

1

,1,11,122,111,1

2,11,2222121

1,11,1212111

jjjjjjjjjj

jjjjjj

jjjjjj

ktktktk

ktktktk

ktktktk

ji

i

i

.  (**) 

Неизвестных коэффициентов здесь  1j  штук kjt  ( 1,1  jk ) и 

столько же уравнений, причём определитель матрицы этой системы есть 

01 j  (по условию теоремы). Следовательно, каждая система (при 

nj ...,,3,2 ) имеет единственное решение (теорема Крамера), т.е. kjt  

определяются однозначно. 

Здесь можно в явном виде получить элементы kjt  матрицы T  и кано-

нические коэффициенты j . 

Обозначим kj ,1  минор матрицы eK , расположенный на пересече-

нии строк с номерами 1...,,2,1 j  и столбцов с номерами 1, 2…, 

jkk ...,,1,1  , тогда, решая систему (**) по формулам Крамера, найдём  

 

1

,11







j

kj
kj

kjt



  ( 1,1  jk ,  nj ,2 ) .               (7.8) 

Найдём j :  

   
1 1

0   
по построению

ˆ ˆ , , ,
j j

j jj jj j j kj k j kj k j
k k

k j

λ k β b f f b t e f t b e f
 

  

        
 

    


 

   
(7.8)

1 1 1 1
, , ,
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j j j j

j j j kj k kj j k kj jk jk kj
k k k k

k k

b e f b e t e t b e e t k k t
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  1,

1,

1 11 1

так как  1 ;

1
 - разложение  

по -ой строке

j k
j k jk

j k
j jj k j

jk jk jk j
k kj j

A

k k A

j







  

  

  
    

 
, 

Таким образом, 

1


j

j
j 


  ( nj ,2 );       11111111 ,,   keebffb


.         (7.9) 

Теорема 7.5. (Лагранжа) Любая квадратичная форма )(xk


, заданная 

в п – мерном евклидовом пространстве nE , с помощью невырожденного 

линейного преобразования координат (базиса) может быть приведена к ка-

ноническому виду. 

Доказательство (метод Лагранжа). Основная идея: дополнение 

многочлена до полного квадрата по каждому из аргументов. 

Пусть в базисе ),...,,( 21 neeee


  


ji

jiij xxkxk
,

)(


    и    nEx


 такой, что 0)( xk


. 

С помощью невырожденного преобразования правую часть равен-

ства можно преобразовать так, что коэффициент при квадрате первой ко-

ординаты 11k  вектора x


 будет отличен от нуля. 

1) Если в данном базисе этот коэффициент отличен от нуля, то нуж-

ное преобразование является тождественным. 

2) Если 011 k , но: 

а) отличен от нуля коэффициент при квадрате какой-либо другой ко-

ординаты, например, 0ssk , тогда с помощью перенумерации базисных 

векторов see


1  можно добиться требуемого результата. Перенумерация 

является невырожденным преобразованием, так как матрица перехода от 

одного базиса к другому имеет вид 

по j-й строке 
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здесь 01det)1(
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10
det 2

22  


n
s ET ; 

б) все 0ssk , но тогда 0 pqk  (все нули быть не могут, так как в 

этом случае k( x


)   0, что противоречит условию теоремы). Тогда нужное 

преобразование будет иметь вид 















qpiixx

xxx

xxx

ii

qpq

qpp

,,

  , 

матрица этого преобразования также невырожденная Х = ТХ', где 
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По теореме Лапласа (разложение по р-й и  q-й строкам)  

0211det)1(
11

11
det 2

22 


 


n
qp ET , 

при этом 

22 22))((22 qpqppqqpqppqqppq xkxkxxxxkxxk   

и далее см. а). 

Итак, не ограничивая общности, можно сказать, что 011 k . 

Выделим группу слагаемых, содержащих 1x , т.е. представим форму 

в виде  



n

ji
jiijnn xxkxxkxxkxkxk

2,
112112

2
111 2...2)(


 

и дополним ее до полного квадрата, используя формулу 






ji
ji

ji
i

in aaaaa
,

22
1 2)...( . 


























 n

n
nn x

k

k
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k
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11

1
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2
111112112

2
111 2...22...2  

2 2
1 1 12112

11 1 2
2 , 211 11 11 11

...
n nj i jn

n j i j
j i j

k k kkk
k x x x x x x

k k k k 

 
       

 
. 

Обозначая  n
n x

k

k
x

k

k
xx

11

1
2

11

12
11 ... ,  

получим )(')( 2
111 xkxkxk


 , где 




n

ji
jiij xxkxk

2,
)('


 квадратичная форма, 

не содержащая координаты 1x , и коэффициенты этой квадратичной формы 

вычисляются по формулам:   

),2,('
11

11
nji

k

kk
kk

ji
ijij  . 
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Данное преобразование также является невырожденным 

,'

,2,

...
1

11

1
2

11

12
11 XTX

nixx

x
k

k
x

k

k
xx

ii

n
n













  

где                          
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11

1

11
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1

k

k

k

k

T

n

,  поэтому 1det 1 T  

(разложить по первому столбцу). 

К квадратичной форме  xk


'  можно применить тот же процесс и так 

далее, в результате на шаге с номером 1 nm  получим канонический вид 

квадратичной формы. При этом матрица перехода к каноническому базису 

будет равна 11...TTTT mm   – произведению невырожденных матриц и, 

следовательно, сама будет невырожденной.  

7.3. Классификация квадратичных форм 

Рассмотрим квадратичную форму 

  ji
ji

ij xxkxk 
,


.                                           (7.10) 

Определение 7.10. Квадратичная форма  xk


 называется: 

1) положительно (отрицательно) определённой, если nEx


, 

0x


 выполняется неравенство   0xk


, (   0xk


)  (знакоопределённые 

формы); 

2) неопределённой, если nExx  21,


, для которых выполняются 

неравенства   01 xk


,   02 xk


  (знакопеременные формы); 
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3) полуопределённой, если nEx


   0xk


,   0xk


 и 0


x  для 

которого выполняется равенство   0xk


. 

Выявим условия, при которых имеет место каждая из этих ситуаций. 

Замечание 1. Канонический базис определён неоднозначно (перену-

меровывая базисные векторы, будем получать различные канонические 

виды или см. метод Якоби). 

Замечание 2. Если форма приведена к каноническому виду, то, во-

обще говоря, не все коэффициенты j  должны быть отличны от нуля. 

Оставим лишь ненулевые j  и, перенумеровывая переменные (базисные 

векторы), заново запишем 

  22
22

2
11

~...~~
mm xxxxk  


 .                        (7.11) 

Очевидно, что nm  , так как ранг квадратичной формы по опреде-

лению равен рангу её матрицы в произвольном базисе, то из (7.11) и усло-

вия mj ,1 :  0j  следует, что ранг квадратичной формы равен m  

(числу ненулевых канонических коэффициентов):   mxk 


rang , т.к. 

mK f rang . 

Таким образом, число отличных от нуля канонических коэффициен-

тов равно рангу квадратичной формы. 

Из этого замечания следует, что число отличных от нуля канониче-

ских коэффициентов не зависит от выбора невырожденного преобразова-

ния, с помощью которого она приводится к каноническому виду. 

Более того, при любом способе приведения к каноническому виду 

сохраняется число положительных и отрицательных канонических коэф-

фициентов (закон инерции квадратичных форм). 

Пусть с помощью какого-либо невырожденного преобразования 

квадратичная форма (7.10) приведена к виду (7.11), причём отличные  
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от нуля коэффициенты занумерованы так, что первые k  из них поло-

жительны, а остальные km   отрицательны, т.е. 

0...,,0,0...,,0,0 121   mkk  . 

Рассмотрим ещё одно невырожденное преобразование координат 

(базиса) вида 

1
1

1
1~ xx



 ,  2

2
2

1~ xx



 , …, k

k
k xx



1~  , 1

1
1

1~



 

 k
k

k xx



,… , 

 m
m

m xx





1~ , 11
~

  mm xx


,…, nn xx
~ , что равносильно записи 

XTX



~

, где    

































1...00...0

...............

0...10...0

0...0
1

...0

................

0...00...
1

1





m
T 



. 

(легко видеть, что определитель этой матрицы отличен от нуля). 

В результате этого преобразования квадратичная форма (7.10) при-

мет вид  

  22
1

22
1 ...... mkk xxxxxk


  ,                            (7.12) 

который называется нормальным каноническим видом квадратичной 

формы. 

Теорема 7.6 (Закон инерции квадратичных форм). 

Число слагаемых с положительными (отрицательными) коэффициен-

тами в нормальном каноническом виде квадратичной формы не зависит от 

способа приведения квадратичной формы к этому виду. 

Доказательство. Пусть квадратичная форма  xk


 ранга m  двумя 

способами приведена к нормальному виду, и число положительных и от-

рицательных слагаемых в них различно, т.е. 
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22

2
2

1
22

2
2
1

22
2

2
1

22
2

2
1

......

......

mlll

mkkk

zzzzzz

yyyyyyxk










                (!) 

причём lk  , а Y , Z  – координатные столбцы вектора x


 в канонических 

базисах f


, g


. 

Так как переход от переменных nxx ...,,1  к переменным nyy ...,,1  

был невырожденным линейным преобразованием, то и nyy ...,,1  будут вы-

ражаться через nxx ...,,1  с помощью невырожденного линейного преобра-

зования, т.е. YTX fe ,  XTY fe
1
      0det 1 

 feT  и, следовательно, 





n

j
jiji xay

1

)1( ,                                                 (*) 

где )1(
ija  – элементы обратной матрицы 1

 feT . 

Аналогично: ZTX ge ,  XTZ ge
1
  и    0det 1 

geT ) 





n

t
tsts xbz

1

)1( ,                                                 (**) 

где )1(
stb  – элементы обратной матрицы 1

geT . 

Пусть для определённости lk   (случай, когда lk  , рассматривает-

ся аналогично). Запишем систему равенств 

0...,,01  kyy ;   0...,,01  nl zz            (***) 

Если левые части этих равенств будут заменены их выражениями (*) 

и (**) через ix , то мы получим систему   
0
 lknklnlnk   

линейных однородных уравнений с n  неизвестными nxx ...,,1 . 

Число уравнений в этой системе меньше числа неизвестных (так как 

  0 kl ), поэтому система имеет нетривиальное решение (см. системы 

линейных уравнений) n ,...,, 21 :   0... 22
1  n . 
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Заменим теперь в равенстве (!) все iy , jz  их выражениями из (*) и 

(**), тогда получим:             
 22

1
22

2
2
1 ...... mkk yyyyy  

       
 22

1
22

1 ...... mll zzzz    или  

       
 22

1
22

1 ...... lmk zzyy   , 

где  iy  и  jz  обозначены значения неизвестных iy , jz , получающие-

ся при подстановке в (*), (**) вместо nxx ...,,1  решения n ...,,1 . 

Из последнего равенства следует, что     0...1  


mk yy , 

    0...1   
lzz , так как левая часть меньше либо равна 0, а правая 

часть больше либо равна 0. 

С другой стороны, по самому выбору   (см. (***)) 

    0...1   
nl zz ,      0...1  


kyy . 

Таким образом, система n  линейных однородных уравнений 0jz , 

( nj ,1 )       nge OXTZ  

1  с n  неизвестными nxxx ...,,, 21  имеет не-

тривиальное решение n ...,,, 21 : 0... 22
2

2
1  n , следовательно, 

определитель матрицы системы равен 0 (см. системы линейных уравнений) 

  0det 1 
geT , а это противоречит тому, что преобразование (**) невырож-

денное, т.е. lk   быть не может. 

К такому же противоречию мы придём и при lk  . 

Отсюда следует, что lk  . Теорема доказана. 

Числа k  и km   называются положительным и отрицательным 

индексами инерции квадратичной формы. 

Пусть отрицательный индекс инерции равен l , т.е. 

 xkmlk


rang . 

Теорема 7.7. (Необходимое и достаточное условие знакоопределён-

ности квадратичной формы). 
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Квадратичная форма  xk


 является знакоопределённой тогда и толь-

ко тогда, когда либо nk  , либо nl  . 

При этом, если nk  , то форма положительно определённая, если 

nl  , то форма отрицательно определённая.  

Доказательство. Так как случаи положительно и отрицательно 

определённой формы рассматриваются аналогично, то доказательство про-

ведём для положительно определённых форм. 

1)    Пусть  xk


 – положительно определённая квадратичная фор-

ма, тогда формула (7.12) принимает вид 

  22
1 ... kxxxk


  

(иначе 0
 x  такой, что  0...1  kxx


 и   0xk


). 

Если при этом nk  , то отсюда следует, что для ненулевого вектора 

'x


 с координатами 0...21  kxxx , 0...,,01   nk xx  значение фор-

мы  xk   обращается в 0, а это противоречит определению положительно 

определённой квадратичной формы, следовательно nk  . 

2)    Пусть nk  , тогда (7.12) имеет вид 

  22
1 ... nxxxk


 . 

Ясно, что x


 :   0xk


,  причём, если   0xk


, то 

0...21  nxxx ,   т.е. 0


x , 

следовательно, форма положительно определённая.  

Теорема 7.8. (Необходимое и достаточное условие неопределённо-

сти квадратичной формы). 

Квадратичная форма  xk


 является знакопеременной тогда и только 

тогда, когда    00  lk . 

Доказательство. 

1)    Так как знакопеременная форма принимает как положитель-

ные, так и отрицательные значения, то её представление (7.12) в нормаль-

ном виде должно содержать как положительные, так и отрицательные сла-
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гаемые (в противном случае эта форма принимала бы либо неотрицатель-

ные, либо неположительные значения). Следовательно, как положитель-

ный, так и отрицательный индексы инерции отличны от 0. 

2)    Пусть 0k , 0l . Тогда для вектора x 


 с координатами 

0...,,01  kxx , 0...,,01   nk xx  имеем   0' xk


, а для вектора "x


 с ко-

ординатами 0...1  kxx , 0...,,01   nk xx  имеем   0" xk


, следова-

тельно форма знакопеременная (см. определение).   

Теорема 7.9. (Необходимое и достаточное условие полуопределён-

ности квадратичных форм). 

Квадратичная форма  xk


 является полуопределённой тогда и только 

тогда, когда либо nk  , 0l , либо 0k , nl  . 

Доказательство. 

1)    Пусть  xk


 положительно полуопределённая квадратичная 

форма. Тогда, очевидно, 0l  и nk   (иначе, если nk   форма является 

положительно определённой). 

2)    Если nk  , 0l , то   0xk


 и 0


x  с координатами 

0...1  kxx , 0...,,01   nk xx  такой, что   0' xk


, следовательно, 

 xk


 положительно полуопределённая квадратичная форма. 

Замечание. При применении этих признаков квадратичную форму 

необходимо привести к каноническому виду, что не всегда удобно и доста-

точно долго. Поэтому необходимо иметь критерий, с помощью которого 

можно классифицировать форму не приводя её к каноническому виду. 

Теорема 7.10 (Критерий Сильвестра). 

Квадратичная форма  xk


 является положительно определённой  

тогда и только тогда, когда 0...,,0,0 21  n . 
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Квадратичная форма  xk


 является отрицательно определённой тогда 

и только тогда, когда ...,,0,0,0 321    т.е. 

,0,0 11   jj    ( nj ,2 ). 

Доказательство. 

1)    Докажем сначала, что из условия знакоопределённости квад-

ратичных форм следует, что 0j  ( nj ...,,2,1 ). 

Доказательство проведем от противного. 

Пусть, например, 0l  ( nl 1 ). Рассмотрим следующую одно-

родную систему линейных уравнений 





















0...

...

0...

0...

2211

2222121

1212111

lllll

ll

ll

xkxkxk

xkxkxk

xkxkxk

  . 

Так как l  – определитель этой системы и 0l , то система имеет 

нетривиальное решение lxxx ...,,, 21  ( 0... 22
2

2
1  lxxx ). Умножим пер-

вое уравнение на 1x , второе на 2x , … ,  последнее на lx  и сложим полу-

ченные равенства. В результате получим равенство 

0
1,




l

ji
jiij xxk , 

левая часть которого представляет собой значение квадратичной формы 

 xk


 на ненулевом векторе x


 с координатами  0...,,0,...,,, 21 lxxx  и это 

значение равно 0, что противоречит знакоопределённости формы. 

Итак, мы убедились, что 0j  ( nj ,1 ). Поэтому можно применить 

метод Якоби приведения формы  xk


 к каноническому виду и воспользо-
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ваться формулами (7.6) для канонических коэффициентов 
1


j

j
j 


 . Если  

 xk


 – положительно определённая, то из теоремы 7.7 следует, что 0j , 

следовательно 0...,,0,0 21  n , так как 011   , 0122   , 

0233   ,  …,  01  nnn  . 

Если   xk


 – отрицательно определённая квадратичная форма, то все 

канонические коэффициенты отрицательны (теорема 7.7), следовательно, 

011   ,  0122   ,   0233   ,  …,  и  знаки   главных  угловых  

миноров чередуются  

00 1
1

 


jj
j

j 



. 

2)    Достаточность.  Пусть  выполнены  условия,  наложенные  на 

 главные угловые миноры j  в формулировке теоремы. Так как 0j  

( nj ,1 ), то форму  xk


 можно привести к каноническому виду методом 

Якоби, причём по формулам (7.6) 
1


j

j
j 


  и если nj ,1 :  0j , то и 

nj ,1 :  0j , т.е. форма положительно определенная (теорема 7.7). 

Если же знаки j  чередуются и 01  , то из соотношений (7.6) сле-

дует, что 0j  и форма отрицательно определена (теорема 7.7). Теорема 

доказана полностью. 
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8. РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 
 

Пример 8.1. Исследовать на линейную зависимость следующие си-

стемы векторов: а)  }9,8,7{   },6,5,4{   },3,2,1{  cba


;  

б)    ,   на     ,   , 2xxx eee ;   в)  ),(   на  )1(,, 22  xxx . 

Решение. а)  Составим линейную комбинацию векторов и приравня-

ем ее к нулевому вектору, если векторы линейно зависимы, то существует 

нетривиальное решение следующей системы уравнений 


















0963

0852

074

0










cba    . 

 Найдем определитель матрицы этой системы 

04872105849645

963

852

741

det  A . 

 Так как определитель равен нулю, то система уравнений имеет не-

тривиальное решение и значит, система векторов линейно зависима. 

 б)  Аналогично а) составим линейную комбинацию векторов и при-

равняем ее к нулевому вектору  02   xxx eee  . 

 Продифференцируем дважды это равенство и получим еще два тож-

дества:  02 2   xxx eee  ;    04 2   xxx eee  . 

 Если векторы линейно зависимы, то существует нетривиальное ре-

шение следующей системы уравнений (относительно    и  , ): 






















04

02

0

2

2

2

xxx

xxx

xxx

eee

eee

eee







 . 
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Найдем определитель матрицы этой системы (общий множитель 

элементов какого-либо столбца можно вынести за знак определителя) 

06

300

120

111

411

211

111

4

2det 222

2

2

2

 







xxxxx

xxx

xxx

xxx

eeeee

eee

eee

eee

A , 

значит, система имеет только тривиальное решение 0  , следо-

вательно, система векторов линейно независима. 

 в)  Рассмотрим нулевую линейную комбинацию векторов системы 

0)12( 22  xxxx  . 

 Если многочлен тождественно равен нулю, то коэффициенты при 

всех степенях должны быть равны нулю, т.е. 













0

02

0





 , 

отсюда получаем 0  , следовательно, система векторов линейно 

независима. 

Пример 8.2. Найти размерность и базис линейного подпространства, 

являющегося линейной оболочкой векторов. Записать разложение векто-

ров системы по найденному базису. 

).1,1,2,2(),1,1,2,0(  ),0,1,2,1(  ),1,2,4,1(  ),1,0,0,1( 54321  aaaaa


 

 Решение. Составим из координат векторов системы матрицу и с по-

мощью элементарных преобразований определим ее ранг. Ранг этой мат-

рицы будет совпадать с числом линейно независимых векторов в системе и 

значит, равен размерности оболочки векторов (см. раздел 1). Матрица из 

координат векторов имеет вид: 
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0000

0000

0000

1120

1001

~

1120

1120

1120

2240

1001

~

1122

1120

0121

1241

1001

A . 

Здесь, сначала элементы первой строки прибавили к соответствующим 

элементам второй и третьей строк, потом элементы первой строки умно-

жили на два и прибавили к соответствующим элементам пятой строки, по-

сле чего элементы второй строки разделили на два и результат вычли из 

третьей, четвертой и пятой строк. Таким образом, ранг матрицы равен 

двум, т.е. в системе два линейно независимых вектора, значит, размерность 

линейной оболочки векторов равна двум. В качестве базиса можно взять, 

например векторы )1,2,4,1(   и  )1,0,0,1( 21  aa


. 

 Находим разложение векторов системы по этому базису. Пусть 

)1,2,4,1()1,0,0,1()0,1,2,1( 2122113   aaa


, 

что равносильно СЛАУ 
















0

12

24

1

21

2

2

21






 , 

решая которую, находим  5,0,5,0 12   , т.е. 213 5,05,0 aaa


 .  

Записывая разложения векторов 54 , aa


 и решая аналогичные систе-

мы, находим  214 5,05,0 aaa


 , 215 5,05,1 aaa


 . 

Пример 8.3. Найти какой-нибудь базис и определить размерность 

линейного пространства решений системы уравнений. 













071625

0341211

013283

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 



8. Решение типовых задач 
 

 83

Решение. Общее решение однородной системы линейных уравнений 

было представлено в виде (см. линейная алгебра): 

rnrn XcXcXcX  ...2211 , 

где Ar rang  – ранг матрицы системы, rnXXX ...,,, 21  – фундаменталь-

ная система решений. Общее решение – x


 является линейной комбинацией 

векторов rnxxx 


...,,, 21 , координатные столбцы которых rnXXX ...,,, 21 , 

т.е. 

rnrn xcxcxcx 


...2211 . 

Координатные столбцы rnXXX ...,,, 21  – линейно независимы, 

следовательно, векторы rnxxx 


...,,, 21  тоже линейно независимы и значит 

rnxxx 


...,,, 21  – базис в линейном пространстве решений системы урав-

нений. 

Найдем ранг матрицы системы 












































132813

13412111

716251

~

716251

13412111

132813

A  

(поменяли местами первую и третью строки). 

 Вычтем элементы первой строки из соответствующих элементов 

второй строки, а затем элементы первой строки умножим на –3 и прибавим 

к элементам третьей строки, получим 









































00000

85014160

716251

~

85014160

85014160

716251

~A  

(при последнем преобразовании вычли элементы третьей строки из соот-

ветствующих элементов четвертой строки). Ранг матрицы системы равен 

двум, значит, размерность пространства решений системы равна 

325  rn . Исходная система равносильна системе  
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071625

0341211

54321

54321

xxxxx

xxxxx
 , 

 Полагая в этой системе сначала 0,1 543  xxx , затем 

0,1,0 543  xxx , а потом 1,0 543  xxx , находим три линейно 

независимых решения: 

а) 0,1 543  xxx ,  










25

1211

21

21

xx

xx
 , 

.8/1928/75;8/7,121125,25 122221  xxxxxx  

б) 0,1,0 543  xxx ,  










165

3411

21

21

xx

xx
 ,  

.8/3168/255;8/25,3411165,165 122221  xxxxxx  

в) 1,0 543  xxx ,  










75

111

21

21

xx

xx
 , 

.2/972/15;2/1,11175,75 122221  xxxxxx  

























0

0

1

8/7

8/19

1X ,   

























0

1

0

8/25

8/3

2X ,   

























1

0

0

2/1

2/9

3X . 

Таким образом, базисом пространства решений будут, например, 

векторы: )2,0,0,1,9();0,8,0,25,3();0,0,8,7,19( 321  eee


, 

здесь, для упрощения, координаты первых двух векторов умножены на 8, а 

координаты последнего – на 2. 

Пример 8.4. Найти координаты вектора x


 в базисе ),,,( 321 ffff


  

если он задан в базисе  ),,( 321 eeee


 . 
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,

7

6

7

 

3213

212

3211

eeef

eef

eeef







 )1,6,12(   x


. 

 Решение. При переходе от базиса  e  к базису  f  координаты одного 

и того же вектора связаны формулами (1.5), (1.6) 

fe TXX  ,  ef XTX 1 , 

где  T  – матрица перехода, которая находится из равенства  f = eT. 

 Здесь 






















106/7

111

171

T . Найдем определитель матрицы: 

187)71()17(
6

7
det T  

(формула разложения определителя по третьей строке). 

 Найдем алгебраические дополнения к элементам матрицы T и обрат-

ную матрицу по формуле  TijTT

11  : 

;6/706/7
11;6/1)6/71(16/7

11;110
11

131211  TTT  

;6/49
06/7
71;6/136/71

16/7
11;7

10
17

232221  TTT  

871
11

71;2)11(
11
11;617

11
17

333231 
 TTT . 

Таким образом, обратная матрица будет  

























86/496/7

26/136/1

671

1

11T  и, 

следовательно,   
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  (-4) 

+

(-2) 

+ (-1) 

+

(–1) 

+





































































































27

9

24

27

9

24

84914

2132

64212

1

6

12

86/496/7

26/136/1

671

1

1
fX . 

 Окончательно имеем в базисе  f:  )27,9,24( x


. 

Пример 8.5. Записать систему линейных уравнений, задающую ли-

нейную оболочку системы векторов. 

)4,3,5,4(  ),2,3,3,2(  ),1,3,2,1(  ),1,0,1,1( 4321  aaaa


. 

 Решение. Найдем размерность и базис линейной оболочки системы 

векторов 

 



















4354

2332

1321

1011

        ~ 



















0310

0310

0310

1011

            ~ 



















0000

0000

0310

1011

. 

 Размерность линейной оболочки векторов равна двум.  

Пусть ],,,[ 4321 aaaaLL


 , т.е. 2dim L .  

В качестве базиса можно взять векторы 2211   , aeae


 . Дополним 

этот базис до базиса всего пространства 4L , например, векторами 

)1,0,0,0(),0,1,0,0( 43  ee


. По теореме 2.3 в базисе e все векторы ли-

нейной оболочки будут иметь координаты 043  xx . Найдем матрицу 

перехода к базису e и обратную к ней. 



















1000

0100

0010

0001

1011

0130

0021

0011

              ~























1001

0100

0011

0001

1000

0130

0010

0011

         ~ 
























1001

0133

0011

0001

1000

0100

0010

0011

         ~ 

























1001

0133

0011

0012

1000

0100

0010

0001

. 

(-1) 
+

(-1) 
+

(–1) 
+

(–3) 
+

 
(–1) 

+
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 Таким образом, 



























1001

0133

0011

0012

1T   и по формуле (1.6) получаем  














































4

3

2

1

1001

0133

0011

0012

x

x

x

x

X

























41

321

21

21

33

2

xx

xxx

xx

xx

. 

 Приравнивая две последние координаты к нулю, получаем систему 

линейных уравнений, задающую линейную оболочку системы векторов 











0

033

41

321

xx

xxx
. 

 Если найти фундаментальную систему решений, то мы получим 

)1,0,1,1(),0,3,1,0( 21  ff


 – базис подпространства решений этой систе-

мы. Теперь нетрудно видеть, что 

21421321221 4  ,2  ,  , ffaffaffafa


 . 

Пример 8.6. Даны две системы векторов. Найти размерности и бази-

сы суммы и пересечения линейных оболочек этих систем: 

)4,3,5,4(  ),2,3,3,2(  ),1,3,2,1(  ),1,0,1,1( 4321  aaaa


, 

)1,0,3,2(  ),1,0,2,1(  ),0,1,2,2(  ),0,0,1,1( 4321  bbbb


. 

 Решение. Система уравнений, задающая линейную оболочку систе-

мы векторов a , получена в предыдущем примере. Найдем аналогично раз-

мерность и базис линейной оболочки системы векторов b . 























































0000

0100

1010

0011

~

1010

1010

0100

0011

~

1032

1021

0122

0011

. 

Размерность линейной оболочки векторов равна трем.  
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Пусть ],,,[ 4321 bbbbLL


 , т.е. 3dim L .  

В качестве базиса можно взять векторы 

)0,1,0,0(),1,0,1,0(  ),0,0,1,1( 321  ggg


. 

Как и в предыдущем примере, нетрудно убедиться в том, что все 

векторы системы векторов b  являются линейными комбинациями векто-

ров 321 ,  , ggg


 (найдите эти комбинации самостоятельно).  

Дополним этот базис до базиса всего пространства, например, векто-

ром )1,0,0,0(4 g


. По теореме 2.3 в базисе g  все векторы линейной обо-

лочки будут иметь координату 04 x . Найдем матрицу перехода к базису 

g  и обратную к ней. 









































1010

0100

0011

0001

1000

0100

0010

0001

~

1000

0100

0010

0001

1010

0100

0011

0001

 . 

 Таким образом, 
























1010

0100

0011

0001

1T   и по формуле (1.6) получаем  











































4

3

2

1

1010

0100

0011

0001

x

x

x

x

X























42

3

21

1

xx

x

xx

x

. 

 Приравнивая последнюю координату к нулю, получаем систему ли-

нейных уравнений (из одного уравнения), задающую линейную оболочку 

системы векторов: 

042  xx . 

 Векторы пересечения подпространств должны удовлетворять и той, 

и другой системе линейных уравнений, т.е. системе 
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0

0

033

42

41

321

xx

xx

xxx

  или  
















033

0

0

321

42

41

xxx

xx

xx

. 

Ранг матрицы этой системы равен трем, значит пересечение подпро-

странств – одномерное подпространство. В качестве базиса можно взять 

вектор )1,0,1,1(1 h


 (решение системы при 14 x ). 

 Найдем размерность и базис суммы подпространств. По определе-

нию размерность суммы совпадает с размерностью объединения линейных 

оболочек L  и L  . Составим матрицу из координат базисных векторов ли-

нейных оболочек: 

)0,1,0,0(),1,0,1,0(  ),0,0,1,1( 321  ggg


, )1,3,2,1(  ),1,0,1,1( 21  ee


 

и найдем её ранг   



































































1000

1000

0100

1010

0011

~

1310

1000

0100

1010

0011

~

1321

1011

0100

1010

0011

. 

Ранг этой матрицы равен четырем, значит 4)dim(  LL . В каче-

стве базиса LL   можно взять векторы: 

)1,0,1,1(),0,1,0,0(),1,0,1,0(),0,0,1,1( . 

 Таким образом, в подтверждение теоремы 2.5 

4132)dim(dimdim4)dim(  LLLLLL  . 

Пример 8.7. Найти скалярное произведение векторов  x

и y


, задан-

ных в базисе )( 321 ffff


 , если сами векторы 321 ,, fff


 заданы в неко-

тором ортонормированном базисе e. 

).1,2,3(),3,2,1(),0,1,2(  ),1,1,0(  ),1,1,1( 321  yxfff
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Решение. По формуле (3.2) YXyx fT),(


. Составим матрицу  

Грама  



















3

2

1

321 )(

f

f

f

ffffff 




T . 

Находим скалярные произведения: 

,3012),(,2110),(,3111),( 312111  ffffff


 

5014),(,1010),(,2110),( 333222  ffffff


 

и матрицу Грама: 

















513

122

323

f . Таким образом, скалярное произведение 

будет равно: 223668

12

3

8

)321(

1

2

3

513

122

323

)321(),( 

















































yx


. 

Пример 8.8. Применяя процесс ортогонализации, построить орто-

нормированный базис линейной оболочки векторов. 

)7,3,5(),1,0,1(),2,2,1( 321  fff


. 

Решение. Полагаем )2,2,1(11  fe


. Вектор 2e


 ищем в виде 

1
)1(

122 efe


 . 

Так как  

,3)1(20)2()1(1),( 12 ef


 922)2()2(11),( 11 ee


 

(считаем, что векторы 321 ,, fff


 заданы в ортонормированном базисе, ко-

торый по теореме 3.3 всегда существует в nE ), тогда 

3

1

),(

),(

11

12)1(
1 

ee

ef



 . 
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Следовательно, 

.
3

1
,

3

2
,

3

2
)2,2,1(

3

1
)1,0,1(1

)1(
122 






 






 efe


  

Наконец, вектор 3e


 находим в виде следующей линейной комбина-

ции векторов: 

2
)2(

21
)2(

133 eefe


  . 

Вычисляя скалярные произведения 

1),(,1),(,3),( 222313  eeefef


, 

находим значения коэффициентов:  

,
3

1

),(

),(

11

13)2(
1 

ee

ef



    .1
),(

),(

22

23)2(
2 

ee

ef



  

Следовательно, ).6,3,6(1
3

1
2133 






 eefe


 

Таким образом, получаем следующую систему ортогональных век-

торов: 

).6,3,6(;
3

1
,

3

2
,

3

2
);2,2,1( 321 






  eee


 

Разделив каждый вектор на его длину: 

32)2(1),(|| 222
111  eee


,   

1
3

1

3

2

3

2
),(||

222

222 



















 eee


, 

9)6()3(6),(|| 222
333  eee


, 

получим ортонормированный базис: 

.
3

2
,

3

1
,

3

2
;

3

1
,

3

2
,

3

2
;

3

2
,

3

2
,

3

1
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Пример 8.9. Найти базис ортогонального дополнения линейной обо-

лочки системы векторов, заданных в некотором ортонормированном бази-

се четырехмерного евклидова пространства 4E : 











).1,1,0,1(),1,4,3,1(

   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,1,1,0(

54

321

aa

aaa



 

 Решение. Запишем систему вида (3.7), используя координаты векто-

ров ia


, и найдем её фундаментальную систему решений 




















0

043

032

02

0

431

4321

4321

4321

32

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

xx

 . 























1101

1431

1321

1211

0110

 ~ 























1101

0330

0220

0110

0110

~ 























1101

0110

0000

0000

0000

 . 











431

32

xxx

xx
 ,  










































1

0

0

1

,

0

1

1

1

21 XX  . 

 Таким образом, базисом ортогонального дополнения линейной обо-

лочки системы векторов являются векторы 

)1,0,0,1(),0,1,1,1( 21  ff


. 

 Нетрудно видеть, что оба эти вектора ортогональны каждому из век-

торов ia


 ( 5,1i ) и, значит, их линейная оболочка действительно является 

ортогональным дополнением. 
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Пример 8.10. Пусть ).,,( 321 xxxx 


 Являются ли линейными следу-

ющие преобразования?   

);2 , ,234()();2 , ,234()( 32132132
2
1321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

).2 , ,234()( 2
2
221  xxxxx


  

Решение. Преобразование будет линейным, если все координаты об-

разов векторов будут линейными комбинациями координат вектора 

),,( 321 xxxx 


. Здесь в преобразовании )(xy


  вторая координата, рав-

ная 2
1x , не является линейной комбинацией, в преобразовании )(xy


  

аналогично, кроме того, третья координата имеет вид 22 x , что также не 

является линейной комбинацией координат вектора x


. Значит, эти преоб-

разования не являются линейными. Преобразование )(xy


  является ли-

нейным. 

 Пример 8.11. Пусть 

). , ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13221131321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

 Найти ).)(2( x


   

Решение. Матрицы преобразований  ,  будут соответственно 







































001

100

010

,

011

001

101

 AA . 

 Пусть A  – матрица преобразования  , тогда  
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010

2

011

001
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011

001

101

)2(  AAAA  































































320

121

132

013

201

121

011

001

101

. 

)32 ,2 ,32()( 32321321 xxxxxxxxx 


 . 
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Пример 8.12. Определить ранг и дефект линейного преобразования, 

а также найти базисы образа и ядра 3L  при преобразовании  . 

),,2()( 2131321 xxxxxxxx 


 . 

Решение. Пусть в 3L  выбран базис )...,,,( 21 neeee


 , тогда в этом 

базисе матрица преобразования   будет иметь вид: 

















011

101

121

A . 

По определению вектор y


 принадлежит образу 3L  при преобразова-

нии   в том и только том случае, когда найдется вектор 3Lx 


 такой, что 

)(xy


 , или в координатной записи по формуле (4.4): 





















































































0

1

1

1

0

2

1

1

1

011

101

121

321

3

2

1
xxx

x

x

x

XAY  . 

Это равенство означает, что образ 3L  совпадает с линейной оболоч-

кой системы векторов )0,1,1(),1,0,2(),1,1,1( 321  fff


, так как 

332211 fxfxfxy


 . Следовательно, ранг оператора  , который совпа-

дает с рангом его матрицы, равен двум. В качестве базиса можно взять лю-

бой базис линейной оболочки векторов 321 ,, fff


, например, 21 , ff


 – они 

линейно независимы. 

Аналогично вектор x


 принадлежит ядру тогда и только тогда, когда 

0)(


x , или, в координатной записи: 
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0

011
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2

1

x

x

x

XA . 
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Это однородная система линейных уравнений, ранг которой равен 

двум, значит, она эквивалентна следующей системе: 











0

02

31

321

xx

xxx
 , 

полагая в которой, например, 13 x , получаем 1,1 21  xx , т.е. базис ядра 

состоит из одного вектора )1,1,1( p


. 

При этом по теореме 4.5, размерность ядра равна: 

123)(dimdim)dim(ker 33  LL  . 

Пример 8.13. Найти матрицу линейного преобразования   в базисе 

),,,( 321 ffff


  если она задана в базисе   ).,,( 321 eeee


  

















3213

3212

3211

2 eeef

eeef

eeef







 ,    

-

=A
















111

020

121

 . 

Решение. При переходе от базиса  e  к базису  f матрица линейного 

преобразования, в соответствии с определением, будет иметь вид (см. 

(4.1))  TATA 
1 , где  T – матрица перехода, которая находится из ра-

венства  f = eT. Здесь 





















111

211

111

T . 

 Найдем определитель матрицы:  4

201

321

001

111

211

111

det 



T  

(прибавили к элементам второго и третьего столбца соответствующие эле-

менты первого столбца и записали формулу разложения определителя по 

первой строке). 
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Найдем алгебраические дополнения к элементам матрицы T и обрат-

ную матрицу по формуле  TijTT

11  : 

;1
11

21
;1

21

11
;2

11

11
;3

11

21
12312111 










 TTTT  

2
11

11
;0

11

11

;2
11

11
;3

21

11
;2

11

11

3323

133222





















TT

TTT

 

Таким образом, обратная матрица будет  
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11T  и, 

следовательно,   
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11 TATA   
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404

202

321

123

4

1

121111111

040020020

141121121

202

321

123

4

1
 




























































02/12/3

04/14/5

44/34/15

026

015

16315

4

1

808200208

1284340344

48121401412

4

1
. 

Пример 8.14. Доказать линейность, найти матрицу, область значе-

ний и ядро оператора: 

а) проектирования на плоскость 0 zy ; 

б) зеркального отражения относительно плоскости 0 zy . 

 Решение. Рассмотрим произвольный вектор ),,( 321 xxxx 


. Отло-

жим его от начала координат, тогда координаты точки конца вектора будут 

),,( 321 xxxM x . Проекцию этого вектора на плоскость 0 zy  обозна-

. 



8. Решение типовых задач 
 

 97

чим ),,( 321 yyyy 


, а зеркально отраженный вектор обозначим 

),,( 321 zzzz 


 (рис. 8.1). Требуется дать описание преобразований: 

)(  и  )( xzxy


  . 

  

 

а) Проведем через точку ),,( 321 xxxM x  прямую, перпендикулярную 

плоскости 0 zy , и найдем точку ),,( 321 yyyM y  пересечения этой 

прямой с плоскостью, что даст нам вектор ),,( 321 yyyy 


. В качестве 

направляющего вектора искомой прямой можно взять нормальный вектор 

к плоскости )1,1,0( n


. Таким образом, канонические и параметриче-

ские уравнения прямой имеют вид: 


























txz

txy

xx
xzxyxx

3

2

1

321 ;
110

  . 

 Подставляя zyx ,,  из параметрических уравнений в уравнение плос-

кости, находим значение параметра, при котором прямая пересекает плос-

кость, координаты точки ),,( 321 yyyM y  и вектор ),,( 321 yyyy 


: 

x

z


0

),,( 321 xxxM x
z

y 

),,( 321 yyyM y

),,( 321 zzzM z
y


x


y – z = 0

Рис. 8.1
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22

222
0)(

2323
33

2323
22

11

23
32

xxxx
xy

xxxx
xy

xy

xx
ttxtx y  

 32321 5,05,0,5,05,0, xxxxxy 


. 

 Все координаты вектора ),,( 321 yyyy 


 являются линейными ком-

бинациями координат вектора ),,( 321 xxxx 


, значит, преобразование 

проектирования на плоскость является линейным.  

 Из равенства XAY   находим матрицу этого преобразования 


















5,05,00

5,05,00

001

A . 

По определению вектор y


 принадлежит образу 3L  при преобразова-

нии   в том и только том случае, когда найдется вектор 3Lx


 такой, что 

)(xy


 , или в координатной записи, по формуле (4.4): 






















































































5,0

5,0

0

5,0

5,0

0

0

0

1

5,05,00

5,05,00

001

321

3

2

1
xxx

x

x

x

XAY  . 

Это равенство означает, что образ 3L  совпадает с линейной оболоч-

кой системы векторов )5,0;5,0;0(),5,0;5,0;0(),0;0;1( 321  fff


, так как 

332211 fxfxfxy


 . Следовательно, ранг оператора  , который совпа-

дает с рангом его матрицы, равен двум. В качестве базиса можно взять лю-

бой базис линейной оболочки векторов 321 ,, fff


, например, 21 , ff


 – они 

линейно независимы. 
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Аналогично вектор x


 принадлежит ядру тогда и только тогда, когда 

0)(


x , или, в координатной записи: 



















































0

0

0

5,05,00

5,05,00

001

3

2

1

x

x

x

XA . 

Это однородная система линейных уравнений, ранг которой равен 

двум, значит, она эквивалентна следующей системе: 











05,05,0

0

32

1

xx

x
 , 

полагая в которой, например, 13 x , получаем 1,0 21  xx , т.е. базис ядра 

состоит из одного вектора )1,1,0( p


, который совпадает с нормальным 

вектором плоскости 0 zy . Геометрически это совершенно очевидно, 

все векторы, коллинеарные вектору )1,1,0( p


, проектируются в нуле-

вой вектор. При этом, по теореме 4.5, размерность ядра равна: 

123)(dimdim)dim(ker 33  LL  . 

 б)  Для нахождения матрицы преобразования зеркального отражения 

относительно плоскости 0 zy  найдем координаты точки zM , симмет-

ричной точке xM  относительно рассматриваемой плоскости. Из аналити-

ческой геометрии известно, что 

,
2

,
2

,
2

33
3

22
2

11
1

zx
y

zx
y

zx
y








  

откуда получаем 

233332221111 2,2,2 xxyzxxyzxxyz  . 

 Таким образом, ),,()( 231 xxxxz 
   и матрица этого преобразова-

ния будет иметь вид 

















010

100

001

A . Ранг этой матрицы равен трем, так как 



8. Решение типовых задач 
 

 100

01

010

100

001

det A , это значит, что образ 3L  совпадает с 3L , т.е.  

ядро – нулевое подпространство. 

Пример 8.15. Найти собственные значения и собственные векторы 

преобразования  , заданного в некотором базисе матрицей  




















511

041

014

A . 

Решение. Найдем собственные числа этой матрицы, для чего соста-

вим и решим характеристическое уравнение (4.3): 

,0

511

041

014

)det( 











 EA  

 
  ).3()5()14(14)5(

1)4()5()det(

2

2







 EA
 

Приравняв к нулю это выражение, находим: .5,3 3,21    

Находим собственные векторы, соответствующие найденным собст-

венным значениям, для чего при каждом   составляем и решаем систему 

(4.2):  

а) при 31    получаем 

,

0

0

0

211

011

011

)3(

3

2

1





















































x

x

x

XEA  

что равносильно системе (здесь 2)3rang(  EA ) 








02

0

321

21
xxx

xx
 , 

полагая в которой, например, 13 x , находим 1,1 12  xx , таким обра-
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зом, собственный вектор, соответствующий собственному значению 3, 

есть ).1,1,1(1 f


 

б) при 53,2    получаем 

,

0

0

0

011

011

011

)5(

3

2

1
























































x

x

x

XEA  

что равносильно уравнению (здесь 1)5rang(  EA ):   

021  xx   , 

полагая в котором сначала 0,1 32  xx , а затем 1,0 32  xx , получаем 

еще два линейно независимых собственных вектора: 

)1,0,0(),0,1,1( 32  ff


. 

Пример 8.16. Привести квадратичную форму к каноническому виду: 

а) методом Якоби, б) методом Лагранжа. Найти канонический базис и мат-

рицу перехода к каноническому базису 

.124448)( 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 


 

Решение. а) Метод Якоби. 

Матрица квадратичной формы имеет вид 

















462

682

221

eK , найдем 

главные угловые миноры этой матрицы 

11  ,   448
82

21
2  ,   4

020

240

221

462

682

221

3  , 

все они отличны от нуля, значит, существует треугольное преобразование  


















100

10

1

23

1312
t

tt

T , приводящее квадратичную форму к каноническому виду. 
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Найдем элементы матрицы T . Запишем и решим системы линейных 

уравнений (**) (см. доказательство теоремы 7.3):  

при 2j :   2,02 1212  tt ; 

при 3j :   










0682

022

2313

2313

tt

tt
 , откуда 5,0,1 2313  tt . 

Таким образом, 



















100

5,010

121

T  и каноническим базисом являют-

ся векторы: 321321211 5,0,2, eeefeefef


 . В этом базисе 

квадратичная форма будет иметь вид 

2
3

2
2

2
1

~~4~)( xxxxk 


, 

здесь канонические коэффициенты найдены по формулам (7.9): 

1
4

4
,4

1

4
,1

2

3
3

1

2
211 











 . 

Тот же результат получается, если найти матрицу квадратичной 

формы в базисе f  по формуле (7.5): 
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5,010
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221

15,01

012

001

TKTK ef
T  























































100

040

001

122

042

001

15,01

012

001
. 

б) Метод Лагранжа. 

Выделим группу слагаемых, содержащих 1x , и дополним её до пол-

ного квадрата  
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.844

)22()2)(2(2)2()2()2)(2(2

)2()2()2(2)2(244

32
2
3

2
2

2
32132

2
3

2
232

2
3

2
23121

2
13121

2
1

xxxx

xxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx







 

Обозначая 3211 22 xxxx  , получим )()( 2
1 xkxxk

  , где 

32
2
2 44)(' xxxxk 


 – квадратичная форма, не содержащая координаты 1x . 

Рассмотрим преобразование  

XTX

xx

xx

xxxx
1

33

22

3211

1

22















. 

Это преобразование является невырожденным, так как  


















100

010

221
1

1T  

и 1det 1
1 T  (разложить по первому столбцу). 

Выделим группу слагаемых, содержащих 2x , и дополним ее до пол-

ного квадрата  

      
.)5,0(4

5,05,05,024)(444

2
3

2
32

2
3

2
332

2
232

2
232

2
2

xxx

xxxxxxxxxxx




 

Обозначая 322 5,0~ xxx  , получим 3
2
2

2
1

~4)( xxxxk 


. 

Рассмотрим преобразование  

XTX

xx

xxx

xx














1

33

322

11

2

~

~
5,0~

~

. 
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Это преобразование также является невырожденным, так как  


















100

5,010

001
1

2T  и 1det 1
2 T . 

 Таким образом, матрица, обратная к матрице перехода к канониче-

скому базису, имеет вид 

















































 

100

5,010

221

100

010

221

100

5,010

001
1

1
1

2
1 TTT  . 

 Находим матрицу перехода к каноническому базису 

 





















100

5,010

121
11TT , 

получаем тот же результат, что и при применении метода Якоби. 

Пример 8.17. Найти ортогональное преобразование, приводящее 

квадратичную форму к каноническому виду, канонический базис, матрицу 

перехода к каноническому базису, убедиться, что в этом базисе матрица 

квадратичной формы является диагональной. 

323121
2
3

2
2

2
1 844141417)( xxxxxxxxxxk 


. 

Решение. Матрица квадратичной формы имеет вид 






















1442

4142

2217

eK . 

Найдем собственные числа этой матрицы, для чего составим и ре-

шим характеристическое уравнение (4.3): 

,0

1442

4142

2217

)det( 










EKe  
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 )14(4)17(16)14(41616)14)(17()det( 2 EKe  

 )18(8)16)14)((17()18(8)18028)(17( 22   

 )8)10)(17)((18()18(8)18)(10)(17(   

).16227)(18( 2    

Приравняв к нулю это выражение, находим: .18,9 3,21    

Находим собственные векторы, соответствующие найденным собствен-

ным значениям, для чего при каждом   составляем и решаем систему (4.2):  

а) при 91    получаем 

,

0

0

0

542

452

228

)9(

3

2

1























































x

x

x

XEKe  

что равносильно системе (здесь 2)9rang(  EK e ) 











0542

0452

321

321

xxx

xxx
  , 

полагая в которой, например, 11 x , находим 232  xx , таким образом, 

собственный вектор, соответствующий собственному значению 9, есть 

).2,2,1(1 f


 

б) при 183,2    получаем 























































0

0

0

442

442

221

)18(

3

2

1

x

x

x

XEKe , 

что равносильно уравнению (здесь 1)18rang(  EKe ) 022 321  xxx , 

полагая в котором сначала, 0,1 32  xx , а затем 1,0 32  xx , получаем 

еще два линейно независимых собственных вектора: 

)1,0,2();0,1,2( 32  ff


. 
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По теореме 6.2 векторы 3121   и  ;  и  ffff


 ортогональны, но векторы 

32   и  ff


 не являются ортогональными. Ортогонализуем их. Находим век-

тор f


 в виде следующей линейной комбинации векторов: 

22113 ffff


  . 

Вычисляя скалярные произведения 

5014),(,9441),(,4004),(,0),( 22112313  ffffffff


, 

находим значения коэффициентов 21,  и вектор f


:  

,0
),(

),(

11

13
1 

ff

ff




  
5

4

),(

),(

22

23
2 

ff

ff




 , 





  1,

5

4
,

5

2
)0,1,2(

5

4
)1,0,2(f


. 

Таким образом, получаем следующую систему ортогональных векторов: 

  ).1,
5

4
,

5

2
(;0,1,2);2,2,1( 21  fff


 

Разделив каждый вектор на его длину: 

3221),(|| 222
111  fff


, 501)2(),(|| 222
222  fff


, 

5

53
1

5

4

5

2
),(|| 2

22














 fff


, 

получим ортонормированный базис из собственных векторов: 

.
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5
,
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4
,

53

2
;0,

5

1
,

5

2
;

3

2
,

3

2
,

3

1
321 






 













 ggg


 

Находим матрицу ортогонального преобразования (столбцами мат-

рицы являются координатные столбцы векторов 321 ,, ggg


 (см. раздел 1)) 
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Теперь по формуле (7.5) находим gK  – матрицу квадратичной фор-

мы в базисе из собственных векторов 
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Таким образом, матрица квадратичной формы в ортонормированном 

базисе из собственных векторов диагональная, и в этом базисе квадратич-

ная форма имеет вид 

2
3

2
2

2
1

~18~18~9)( xxxxk 


. 

 Пример 8.18. Используя теорию квадратичных форм, исследовать 

кривую второго порядка, заданную общим уравнением 

0162822222 22  yxxyyx , 

и построить её. 

 Решение. Старшие слагаемые левой части уравнения образуют 

квадратичную форму в 2E  с базисом )1,0();0,1(  ji


. Найдем ортонор-

мированный базис из собственных векторов этой формы (см. пример 8.17). 

Матрица K  квадратичной формы имеет вид 













21

12
K . 

Найдем собственные числа этой матрицы, для чего составим и ре-

шим характеристическое уравнение (4.3): 

,0
21

12
)det( 








EK  

)3)(1()12)(12(1)2()det( 2   EK . 

Приравняв к нулю это выражение, находим: .3,1 21    

Находим собственные векторы, соответствующие найденным собст-

венным значениям, для чего при каждом   составляем и решаем систему 

(4.2):  

а) при 11    получаем 

,
0

0

11

11
)1( 


























y

x
XEK  

что равносильно уравнению (здесь 1)1rang(  EK )  0 yx , полагая  

в котором, например, 1y , находим 1x , таким образом, собственный 
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вектор, соответствующий собственному значению 1 есть ).1,1(1 f


 

б) при 31    получаем 

,
0

0

11

11
)3( 


























y

x
XEKe  

что равносильно уравнению (здесь 1)3rang(  EK e )  0 yx , пола-

гая в котором, например, 1y , находим 1x , таким образом, собственный 

вектор, соответствующий собственному значению 3, есть ).1,1(2 f


 

Разделив каждый вектор на его длину: 

21)1(),(||,211),(|| 22
222

22
111  ffffff


.  

получим ортонормированный базис из собственных векторов: 
















2

1
,

2

1
;

2

1
,

2

1
21 gg


 . 

Находим матрицу ортогонального преобразования (столбцами мат-

рицы являются координатные столбцы векторов 21, gg


 (см. раздел 1)) и 

обратную к ней 
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1

2

1
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2

1

2

1
2

1

2

1

1TT . 

 Координаты радиус-вектора точки ),( yxM  в базисе )( ji


 выража-

ются через координаты радиус-вектора той же точки ),( yx   в базисе g  по 

формуле (1.5) 













































 









yx

yx

y

x

y

x

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

. 

 Таким образом, уравнение кривой в базисе g  принимает вид 

01)(8)(23 22  yxyxyx ,   016103 22  yxyx . 
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 Выделим полные квадраты по переменным yx , : 

25)5(555210 22222  xxxxx , 

3)1(3)112(3)2(363 222222  yyyyyyy . 

 Если обозначить 1~,5~  yyxx , то получим  

016325~3~ 22  yx ,  1
4

~

12

~ 22


yx
 

– каноническое уравнение эллипса с полуосями: 2,32  ba . 

 Построим эту линию. Первое преобразование – переход к базису из 

собственных векторов означает поворот системы координат Oxy  на угол 

4/  относительно начала координат. Второе преобразование – выделение 

полных квадратов и переобозначение переменных – означает параллель-

ный перенос системы координат на 5 единиц по оси xO   и на одну единицу 

по оси yO  . Полученная линия представлена на рис. 8.2. 

x

O
~

5

O

y 

x 

y~ x~

1

y

Рис. 8.2 
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9. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

9.1. Индивидуальное домашнее задание 1 
ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ПОДПРОСТРАНСТВА 

 

1. Образует ли линейное пространство заданное множество, в ко-

тором определены сумма любых двух элементов a


 и b

и произведение 

любого a


 элемента на любое число R ?   

1) Множество всех векторов трехмерного пространства, координаты 

которых – целые числа. Сумма ba


 , произведение a


. 

2) Множество всех векторов, лежащих на одной оси. Сумма ba


 , 

произведение a


. 

3) Множество векторов на плоскости, каждый из которых лежит на 

одной из осей. Сумма ba


 , произведение a


. 

4) Множество всех геометрических векторов трехмерного простран-

ства. Сумма ba


 , произведение a

 . 

5) Множество всех геометрических векторов, лежащих на одной оси. 

Сумма ba


 , произведение  || a


. 

6) Множество всех геометрических векторов, являющихся линейны-

ми комбинациями векторов zyx


,, . Сумма ba


 , произведение a


. 

7) Множество всех четных функций, заданных на отрезке [–1, 1]. 

Сумма ),()( tgtf   произведение ).(tf  

8) Множество всех нечетных функций, заданных на отрезке [–1,1]. 

Сумма )()( tgtf  , произведение )(tf . 

9) Множество всех линейных функций )(  ),( tgbtfa 


. Сумма 

)()( tgtf  , произведение )(tf . 

10) Множество всех многочленов третьей степени от переменной x. 

Сумма ,ba


  произведение a

 . 
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11) Множество всех упорядоченных наборов из n чисел  

},...,,{   },,...,,{ 2121 nn yyybxxxa 


. Сумма  },,...,,{ 2211 nn yxyxyxba 


 

произведение },...,,{ 21 nxxxa  


. 

12) Множество всех упорядоченных наборов из n чисел  

},...,,{   },,...,,{ 2121 nn yyybxxxa 


. Сумма  },,...,,{ 2211 nn yxyxyxba 


 

произведение },...,,{ 21 nxxxa  


. 

13) Множество всех сходящихся последовательностей },{ nua 


 

}{ nvb 


. Сумма },{ nn vu   произведение }{ nu . 

14) Множество всех диагональных матриц )(   ),( ijij bbaa 


 разме-

ров nn . Сумма )()( ijij ba   произведение )( ija . 

15) Множество всех невырожденных матриц )(   ),( ijij bbaa 


. 

Сумма )()( ijij ba   произведение )( ija . 

16) Множество всех прямоугольных матриц )(   ),( ijij bbaa 


  

njmi ,1,,1  . Сумма )( ijij ba   произведение )( ija . 

17) Множество всех симметричных матриц )(   ),( jiijij aaaa 


, 

)(   ),( jiijij bbbb 


, nji ,1,  . Сумма )( ijij ba   произведение )( ija . 

18) Множество целых чисел. Сумма ba


 , произведение  a

 . 

19) Множество положительных чисел. Сумма yx  , произведение x . 

20) Множество всех отрицательных чисел. Сумма |||| yx  , произ-

ведение || x . 

21) Множество всех дифференцируемых функций. Сумма )()( tgtf  , 

произведение )(tf . 
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22) Множество всех действительных чисел. Сумма yx  , произведе-

ние x . 

23) Множество всех многочленов от одной переменной степени n. 

Сумма ba


 , произведение a

 . 

24) Множество всех многочленов степени, меньшей или равной трем 

от переменных x и y. Сумма ba


 , произведение a

 . 

25) Множество всех векторов трехмерного пространства, координа-

ты которых – целые числа. Сумма ba


 , произведение a


. 

2. Исследовать на линейную зависимость систему векторов. В 

случае линейной зависимости найти выражение одного вектора через 

другие. 

1) }.3,1,1{   },1,1,1{   },6,4,1{  cba


 

2)   ,   отрезке на  tgcossin -x x,    x,    . 

3) }.3,4,1{   },5,1,3{   },1,3,2{  cba


 

4)  ,   на    cos   ,sin   ,sin   ,2 22 -xxx . 

5) }.3,1,8{   },2,3,3{   },3,4,5{  cba


 

6)   ,    наsin,,1 xx . 

7)   ,     ,   , 32 -xeee xxx . 

8) }.1,1,2{   },1,1,1{   },2,2,1{  cba


 

9) ). ,(-  на   )1(     ,      , 22  x xx  

10) }.9,8,7{   },6,5,4{   },3,2,1{  cba


 

11) ). ,(-  на   )1(      ,      ,     ,1 22  xxx  

12) }6,3,1{    },3,2,1{    },1,1,1{  cba


. 

13)   
2

,
2

   на   2sin      ,cos     ,sin 





 


xxx . 

14) }.8,1,2{   },2,7,8{   },5,4,3{  cba
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15)   ,-  на    ,   , 2xxx eee . 

16) }.3,2,5{   },2,1,4{   },4,2,3{  cba


 

17) ),(   на31,321,1 222  xxxxxx . 

18) }.0,1,1{   },1,0,1{   },1,1,0{  cba


 

19) ),(   наsh,,1 xex . 

20) )1,0(   на
1

,,1
x

x . 

21)  /20,   наctg,tg,1 xx . 

22)     ,-   на1,1, 2xxx . 

23)  ,-   на,, 2 xx exxex . 

24)  ,-   на,, xx xeex . 

25)     ,-   на1,1,,1 22 xxx  

3. Найти размерность и базис линейного подпространства, явля-

ющегося линейной оболочкой системы векторов. Записать разложение 

векторов системы по найденному базису. 

1) 










).3,2,1,0(),4,3,2,1(

  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,2(  ),1,0,0,1(

54

321

aa

aaa



 

2) 










).3,3,1,3(),2,3,1,2(

   ),1,1,1,1(   ),2,1,1,2(   ),1,0,0,1(

54

321

aa

aaa



 

3) 










).1,0,1,0(),1,0,3,2(

  ),1,0,2,1(  ),0,0,2,2(  ),0,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

4) 










).0,3,2,1(),0,3,4,1(

   ),1,0,2,1(   ),0,2,2,0(   ),0,1,0,1(

54

321

aa

aaa



 

5) 










).2,3,3,2(),1,3,3,1(

  ),1,0,0,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,0(

54

321

aa

aaa



 



9. Индивидуальные домашние задания 
 

 115

6) 










).1,0,0,1(),3,2,1,0(

  ),4,3,2,1(  ),0,1,1,2(  ),1,1,1,1(

54

321

aa

aaa



 

7) 










).0,1,0,1(),0,2,2,0(

 ),0,3,4,1( ),0,1,2,1( ),0,3,2,1(

54

321

aa

aaa



 

8) 










).2,2,2,5(),1,2,1,3(

 ),1,2,1,1( ),2,2,0,1( ),1,0,1,2(

54

321

aa

aaa



 

9) 










).2,1,1,2(),2,0,1,1(

 ),3,0,1,2( ),3,1,3,3( ),0,1,2,1(

54

321

aa

aaa



 

10) 










).2,3,1,0(),1,2,0,1(

 ),1,1,1,1( ),1,0,2,3( ),0,1,1,2(

54

321

aa

aaa



 

11) 










).1,1,2,2(),1,1,2,0(

   ),0,1,2,1(   ),1,2,4,1(   ),1,0,0,1(

54

321

aa

aaa



 

12) 










).0,2,0,2(),1,3,1,0(

   ),1,2,1,1(   ),1,4,1,1(   ),0,1,0,1(

54

321

aa

aaa



 

13) 










).0,1,0,2(),1,1,1,1(

   ),0,1,1,1(   ),1,1,0,1(   ),1,0,1,2(

54

321

aa

aaa



 

14) 










).1,3,1,2(),1,3,2,1(

   ),0,3,4,1(   ),0,1,1,0(   ),0,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

15) 










).1,3,4,2(),1,3,0,0(

   ),2,3,2,1(   ),0,3,2,1(   ),1,0,2,1(

54

321

aa

aaa



 

16) 










).3,2,1,0(),1,0,2,1(

   ),0,0,1,1(   ),1,0,1,0(   ),1,0,3,2(

54

321

aa

aaa



 

17) 










).0,1,1,2(),0,1,3,0(

   ),0,1,2,1(   ),0,1,4,1(   ),0,0,1,1(

54

321

aa

aaa
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18) 










).1,1,0,1(),1,4,3,1(

   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0(

54

321

aa

aaa



 

19) 










).0,1,0,0(),1,2,2,1(

   ),0,1,0,2(   ),1,0,2,1(   ),1,1,2,1(

54

321

aa

aaa



 

20) 










).2,1,1,2(),2,2,3,1(

   ),0,1,2,0(   ),2,0,1,1(   ),2,1,1,1(

54

321

aa

aaa



 

21) 










).1,1,2,2(),1,0,2,2(

   ),1,0,1,2(   ),3,0,0,2(   ),2,0,1,0(

54

321

aa

aaa



 

22) 










).4,2,1,3(),2,0,1,1(

   ),1,1,1,0(   ),0,2,1,1(   ),1,1,0,1(

54

321

aa

aaa



 

23) 










).1,2,3,1(),0,1,1,0(

   ),1,1,2,1(   ),3,1,1,0(   ),2,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

24) 










).2,2,1,0(),1,1,1,1(

   ),1,0,1,1(   ),0,2,1,2(   ),1,2,0,1(

54

321

aa

aaa



 

25) 










).1,1,0,1(),1,4,3,1(

   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0(

54

321

aa

aaa



 

 

4. Найти какой-нибудь базис и определить размерность линейно-

го пространства решений системы уравнений. 

1) 
















0341211

027322

083

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

2) 
















0252

03

02227

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 
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3) 
















0441233

02285

010

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

4) 
















04732

0821464

01232196

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

5) 
















054194

02310

022

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  . 

6) 
















06226

05234

04325

5421

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

  . 

7) 
















063

0532

042

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

8) 
















074616

025

032

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

9) 
















052345

03233

028

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

10) 
















023

01022

0123

421

54321

54321

xxx

xxxxx

xxxxx

 . 
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11) 
















0135105

073105

03147

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  . 

12) 
















02323

03522

032

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

13) 
















0252

0222

0

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

14) 
















03252

0223

032

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

15) 
















033096

01032

01032

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

16) 
















02223

07532

0572

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

17) 
















031625

05341211

027322

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

18) 
















031625

05341211

0283

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  . 
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19) 

















05341632251

05247332212

054935231

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

20) 

















05744322316

0554332213

0544332215

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

21) 

















0532321

05442332417

05744322316

4 xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

22) 

















06342715

04332417

044322513

4xxxx

xxxx

xxxx

 . 

23) 

















0653521

034342212

03423321

54

5

5

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

24) 

















057321

0542332517

0544322213

xxxx

xxxxx

xxxxx

 . 

25) 
















033096

01032

01032

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 . 
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5. Найти координаты вектора x


 в базисе ),( 321 ffff


  если он 

задан в базисе )( 321 eeee


 . 

1) )3,1,6(,2

2

2211

212

2211



















x

eeef

eef

eeef









. 

2) ).6,3,1(      

,

3

4

4

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

3) ).4,2,1(      

,

2

3

3

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

4) ).1,4,2(      

,

3

2

3

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

5) ).1,3,6(      

,

4

3

4

 

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef
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6) ).8,4,1(      

,

4

5

5

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

7) ).10,5,2(      

,

5

6

6

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

8) ).1,5,10(      

,

6

5

6

 

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

9) ).12,6,1(      

,

6

7

7

  

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

10) ).1,6,12(      

,

7

6

7

 

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

11) ).14,7,1(      

,

7

8

8

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef
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12) ).4,2,3(      

,

2

1
 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

13) ).3,4,2(      

,

2

1

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

14) ).3,6,2(      

,

2

1

2

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

15) ).1,3,12(      

,

2

3

2

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

16) ).8,4,1(      

,

4

3

3

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

17) ).10,5,7(      

,

5

4

4

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef
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18) ).4,5,5(      

,

4

5

4

 

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

19) ).6,6,1(      

,

6

5

5

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

20) ).2,6,6(      

,

5

6

5

 

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

21) ).7,7,1(      

,

7

6

6

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

22) ).2,7,7(      

,

6

7

6

 

3213

212

3211






















x

eeef

eef

eeef









 

23) ).8,8,3(      

,

8

7

7

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef
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24) ).9,9,1(      

,

9

8

8

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

25) ).8,4,1(      

,

4

3

3

 

3213

212

3211





















x

eeef

eef

eeef









 

 

6. Записать систему линейных уравнений, задающую линейную 

оболочку системы векторов. 

1) )3,2,1,0(  ),4,3,2,1(  ),0,1,1,2(  ),1,1,1,1( 4321  aaaa


. 

2) )0,2,2,0( ),0,3,4,1( ),0,1,2,1( ),0,3,2,1( 4321  aaaa


. 

3) )1,2,1,3( ),1,2,1,1( ),2,2,0,1( ),1,0,1,2( 4321  aaaa


. 

4) )2,0,1,1( ),3,0,1,2( ),3,1,3,3( ),0,1,2,1( 4321  aaaa


. 

5) )1,2,0,1( ),1,1,1,1( ),1,0,2,3( ),0,1,1,2( 4321  aaaa


. 

6) )1,1,2,0(   ),0,1,2,1(   ),1,2,4,1(   ),1,0,0,1( 4321  aaaa


. 

7) )1,3,1,0(   ),1,2,1,1(   ),1,4,1,1(   ),0,1,0,1( 4321  aaaa


. 

8) )1,1,1,1(   ),0,1,1,1(   ),1,1,0,1(   ),1,0,1,2( 4321  aaaa


. 

9) )1,3,2,1(   ),0,3,4,1(   ),0,1,1,0(   ),0,0,1,1( 4321  aaaa


. 

10) )1,3,0,0(   ),2,3,2,1(   ),0,3,2,1(   ),1,0,2,1( 4321  aaaa


. 

11) )1,0,2,1(   ),0,0,1,1(   ),1,0,1,0(   ),1,0,3,2( 4321  aaaa


. 

12) )0,1,3,0(   ),0,1,2,1(   ),0,1,4,1(   ),0,0,1,1( 4321  aaaa


. 

13) )1,4,3,1(   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0( 4321  aaaa


. 

14) )1,2,2,1(   ),0,1,0,2(   ),1,0,2,1(   ),1,1,2,1( 4321  aaaa


. 

15) )2,2,3,1(   ),0,1,2,0(   ),2,0,1,1(   ),2,1,1,1( 4321  aaaa


. 
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16) )1,0,2,2(   ),1,0,1,2(   ),3,0,0,2(   ),2,0,1,0( 4321  aaaa


. 

17) )2,0,1,1(   ),1,1,1,0(   ),0,2,1,1(   ),1,1,0,1( 4321  aaaa


. 

18) )0,1,1,0(   ),1,1,2,1(   ),3,1,1,0(   ),2,0,1,1( 4321  aaaa


. 

19) )1,1,1,1(   ),1,0,1,1(   ),0,2,1,2(   ),1,2,0,1( 4321  aaaa


. 

20) )4,3,2,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,2(  ),1,0,0,1( 4321  aaaa


. 

21) )2,3,1,2(   ),1,1,1,1(   ),2,1,1,2(   ),1,0,0,1( 4321  aaaa


. 

22) )1,0,3,2(  ),1,0,2,1(  ),0,0,2,2(  ),0,0,1,1( 4321  aaaa


. 

23) )0,3,4,1(   ),1,0,2,1(   ),0,2,2,0(   ),0,1,0,1( 4321  aaaa


. 

24) )1,3,3,1(  ),1,0,0,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,0( 4321  aaaa


. 

25) )1,4,3,1(   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0( 4321  aaaa


. 

 

7. Даны две системы векторов. Найти размерности и базисы 

суммы и пересечения линейных оболочек этих систем. 

1) )3,2,1,0(  ),4,3,2,1(  ),0,1,1,2(  ),1,1,1,1( 4321  aaaa


. 

)0,2,2,0( ),0,3,4,1( ),0,1,2,1( ),0,3,2,1( 4321  bbbb


. 

2) )0,2,2,0( ),0,3,4,1( ),0,1,2,1( ),0,3,2,1( 4321  aaaa


. 

)1,2,1,3( ),1,2,1,1( ),2,2,0,1( ),1,0,1,2( 4321  bbbb


. 

3) )1,2,1,3( ),1,2,1,1( ),2,2,0,1( ),1,0,1,2( 4321  aaaa


. 

)2,0,1,1( ),3,0,1,2( ),3,1,3,3( ),0,1,2,1( 4321  bbbb


. 

4) )2,0,1,1( ),3,0,1,2( ),3,1,3,3( ),0,1,2,1( 4321  aaaa


. 

)1,2,0,1( ),1,1,1,1( ),1,0,2,3( ),0,1,1,2( 4321  bbbb


. 

5) )1,2,0,1( ),1,1,1,1( ),1,0,2,3( ),0,1,1,2( 4321  aaaa


. 

)1,1,2,0(   ),0,1,2,1(   ),1,2,4,1(   ),1,0,0,1( 4321  bbbb


. 
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6) )1,1,2,0(   ),0,1,2,1(   ),1,2,4,1(   ),1,0,0,1( 4321  aaaa


. 

)1,3,1,0(   ),1,2,1,1(   ),1,4,1,1(   ),0,1,0,1( 4321  bbbb


. 

7) )1,3,1,0(   ),1,2,1,1(   ),1,4,1,1(   ),0,1,0,1( 4321  aaaa


)1,1,1,1(   ),0,1,1,1(   ),1,1,0,1(   ),1,0,1,2( 4321  bbbb


. 

8) )1,1,1,1(   ),0,1,1,1(   ),1,1,0,1(   ),1,0,1,2( 4321  aaaa


. 

)1,3,2,1(   ),0,3,4,1(   ),0,1,1,0(   ),0,0,1,1( 4321  bbbb


. 

9) )1,3,2,1(   ),0,3,4,1(   ),0,1,1,0(   ),0,0,1,1( 4321  aaaa


. 

)1,3,0,0(   ),2,3,2,1(   ),0,3,2,1(   ),1,0,2,1( 4321  bbbb


. 

10) )1,3,0,0(   ),2,3,2,1(   ),0,3,2,1(   ),1,0,2,1( 4321  aaaa


.

)1,0,2,1(   ),0,0,1,1(   ),1,0,1,0(   ),1,0,3,2( 4321  bbbb


. 

11) )1,0,2,1(   ),0,0,1,1(   ),1,0,1,0(   ),1,0,3,2( 4321  aaaa


. 

)0,1,3,0(   ),0,1,2,1(   ),0,1,4,1(   ),0,0,1,1( 4321  bbbb


. 

12) )0,1,3,0(   ),0,1,2,1(   ),0,1,4,1(   ),0,0,1,1( 4321  aaaa


. 

)1,4,3,1(   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0( 4321  bbbb


. 

13) )1,4,3,1(   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0( 4321  aaaa


. 

)1,2,2,1(   ),0,1,0,2(   ),1,0,2,1(   ),1,1,2,1( 4321  bbbb


. 

14) )1,2,2,1(   ),0,1,0,2(   ),1,0,2,1(   ),1,1,2,1( 4321  aaaa


. 

)2,2,3,1(   ),0,1,2,0(   ),2,0,1,1(   ),2,1,1,1( 4321  bbbb


. 

15) )2,2,3,1(   ),0,1,2,0(   ),2,0,1,1(   ),2,1,1,1( 4321  aaaa


. 

)1,0,2,2(   ),1,0,1,2(   ),3,0,0,2(   ),2,0,1,0( 4321  bbbb


. 

16) )1,0,2,2(   ),1,0,1,2(   ),3,0,0,2(   ),2,0,1,0( 4321  aaaa


. 

)2,0,1,1(   ),1,1,1,0(   ),0,2,1,1(   ),1,1,0,1( 4321  bbbb


. 
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17) )2,0,1,1(   ),1,1,1,0(   ),0,2,1,1(   ),1,1,0,1( 4321  aaaa


. 

)0,1,1,0(   ),1,1,2,1(   ),3,1,1,0(   ),2,0,1,1( 4321  bbbb


. 

18) )0,1,1,0(   ),1,1,2,1(   ),3,1,1,0(   ),2,0,1,1( 4321  aaaa


. 

)1,1,1,1(   ),1,0,1,1(   ),0,2,1,2(   ),1,2,0,1( 4321  bbbb


. 

19) )1,1,1,1(   ),1,0,1,1(   ),0,2,1,2(   ),1,2,0,1( 4321  aaaa


. 

)4,3,2,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,2(  ),1,0,0,1( 4321  bbbb


. 

20) )4,3,2,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,2(  ),1,0,0,1( 4321  aaaa


. 

)2,3,1,2(   ),1,1,1,1(   ),2,1,1,2(   ),1,0,0,1( 4321  bbbb


. 

21) )2,3,1,2(   ),1,1,1,1(   ),2,1,1,2(   ),1,0,0,1( 4321  aaaa


. 

)1,0,3,2(  ),1,0,2,1(  ),0,0,2,2(  ),0,0,1,1( 4321  bbbb


. 

22) )1,0,3,2(  ),1,0,2,1(  ),0,0,2,2(  ),0,0,1,1( 4321  aaaa


. 

)0,3,4,1(   ),1,0,2,1(   ),0,2,2,0(   ),0,1,0,1( 4321  bbbb


. 

23) )0,3,4,1(   ),1,0,2,1(   ),0,2,2,0(   ),0,1,0,1( 4321  aaaa


. 

)1,3,3,1(  ),1,0,0,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,0( 4321  bbbb


. 

24) )1,3,3,1(  ),1,0,0,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,0( 4321  aaaa


. 

)1,4,3,1(   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0( 4321  bbbb


. 

25) )1,4,3,1(   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0( 4321  aaaa


. 

)1,0,3,2(  ),1,0,2,1(  ),0,0,2,2(  ),0,0,1,1( 4321  bbbb


. 

 

8. Найти скалярное произведение векторов yx


    и , заданных в 

базисе )( 321 ffff


 , если сами векторы 321 ,, fff


 заданы в некотором 

ортонормированном базисе e. 

1) ).1,2,3(),3,2,1(),4,1,2(  ),2,1,0(  ),1,0,1( 321  yxfff
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2) )1,2,3(),3,2,1(),1,5,0(  ),0,3,1(   ),0,1,2( 321  yxfff


. 

3) )1,2,3(),3,2,1(),1,5,0(  ),1,3,1(  ),0,1,1( 321  yxfff


. 

4) )1,2,3(),3,2,1(),1,5,0(  ),1,3,1(  ),0,1,1( 321  yxfff


. 

5) )1,2,1(),1,1,2(),0,1,1,3(  ),1,1,1,4(  ),3,1,2,1( 321  yxfff


. 

6) ).1,2,1(),1,1,2(),1,3,5(  ),2,6,7(  ),2,1,0( 321  yxfff


 

7) )1,2,1(),1,1,2(),6,1,1( ),1,3,1(  ),0,1,1( 321  yxfff


. 

8) )1,2,2(),1,1,1(),1,2,0(  ),3,1,1(  ),1,1,1( 321  yxfff


. 

9) )1,2,1(),1,1,2(),4,1,2(  ),2,1,0(  ),1,0,1( 321  yxfff


. 

10) )2,2,1(),1,1,2(),1,5,0(  ),0,3,1(  ),0,1,2( 321  yxfff


. 

11) ).1,1,1(),1,1,2(),1,5,0(  ),1,3,1( ),0,1,1( 321  yxfff


 

12) ).1,2,2(),1,2,2(),6,0,2(  ),1,1,3(  ),1,1,1( 321  yxfff


 

13) ).1,0,1(),1,1,0(),0,1,3(  ),1,1,4(  ),1,2,1( 321  yxfff


 

14) ).1,2,0(),1,0,2(),7,2,3(  ),3,1,1(  ),1,2,1( 321  yxfff


 

15) ).1,2,2(),1,4,2(),0,1,1(  ),3,3,4(  ),1,1,2( 321  yxfff


 

16) ).1,2,1(),1,1,2(),1,3,5(  ),2,6,1(  ),2,1,0( 321  yxfff


 

17) ).1,2,1(),1,1,2(),1,3,5(  ),2,6,1(  ),2,1,0( 321  yxfff


 

18) ).3,2,1(),1,1,2(),1,2,0(  ),3,1,1(  ),1,1,1( 321  yxfff


 

19) ).1,2,2(),1,2,2(),1,2,0(  ),1,1,2(  ),0,1,1( 321  yxfff


 

20) ).1,2,1(),1,1,2(),1,3,1(  ),1,2,1(  ),0,1,1( 321  yxfff


 

21) ).1,2,1(),1,1,2(),0,8,5(  ),1,1,3(  ),2,0,1( 321  yxfff


 

22) ).1,2,1(),1,1,2(),5,1,2(  ),4,6,1(  ),2,3,0( 321  yxfff


 

23) ).1,2,1(),3,1,2(),1,1,1(  ),4,1,6(  ),2,0,3( 321  yxfff
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24) ).1,2,3(),3,1,2(),6,0,2(  ),1,1,3(  ),1,1,1( 321  yxfff


 

25) ).1,2,1(),21,1,2(),0,1,1(  ),3,3,4(  ),3,1,2( 321  yxfff


 

 

9. Применяя процесс ортогонализации, построить ортонормиро-

ванный базис линейной оболочки векторов. 

1) ).4,1,2(      ),2,1,0(       ),1,0,1( 321  fff


 

2) ).1,5,0(      ),0,3,1(       ),0,1,2( 321  fff


 

3) ).1,5,0(      ),1,3,1(       ),0,1,1( 321  fff


 

4) ).1,5,0(      ),1,3,1(       ),0,1,1( 321  fff


 

5) ).0,1,1,3(      ),1,1,1,4(       ),3,1,2,1( 321  fff


 

6) ).1,3,5(      ),2,6,7(       ),2,1,0( 321  fff


 

7) ).6,1,1(      ),1,3,1(       ),0,1,1( 321  fff


 

8) ).1,2,0(      ),3,1,1(       ),1,1,1( 321  fff


 

9) ).4,1,2(      ),2,1,0(       ),1,0,1( 321  fff


 

10) ).1,5,0(      ),0,3,1(       ),0,1,2( 321  fff


 

11) ).1,5,0(      ),1,3,1(       ),0,1,1( 321  fff


 

12) ).8,6,0,2(      ),1,1,3,3(       ),1,1,1,1( 321  fff


 

13) ).0,1,1,3(      ),1,1,1,4(       ),3,1,2,1( 321  fff


 

14) ).7,8,2,3(      ),3,5,1,1(       ),1,2,2,1( 321  fff


 

15) ).0,6,1,1(      ),3,3,4,7(       ),1,3,1,2( 321  fff


 

16) ).1,3,5(      ),2,6,1(       ),2,1,0( 321  fff


 

17) ).1,3,5(      ),2,6,1(       ),2,1,0( 321  fff
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18) ).1,2,0(      ),3,1,1(       ),1,1,1( 321  fff


 

19) ).1,2,0(      ),1,1,2(       ),0,1,1( 321  fff


 

20) ).1,3,1(      ),1,2,1(       ),0,1,1( 321  fff


 

21) ).0,8,5(      ),1,1,3(       ),2,0,1( 321  fff


 

22) ).5,1,2(      ),4,6,1(       ),2,3,0( 321  fff


 

23) ).1,1,1(      ),4,1,6(       ),2,0,3( 321  fff


 

24) ).8,6,0,2(      ),1,1,3,3(       ),1,1,1,1( 321  fff


 

25) ).0,6,1,1(      ),3,3,4,7(       ),1,3,1,2( 321  fff


 

 

10. Найти базис ортогонального дополнения линейной оболочки 

системы векторов заданных в некотором ортонормированном базисе 

четырехмерного евклидова пространства 4E . 

1) 










).1,1,2,2(),1,1,2,0(

   ),0,1,2,1(   ),1,2,4,1(   ),1,0,0,1(

54

321

aa

aaa



 

2) 










).0,2,0,2(),1,3,1,0(

   ),1,2,1,1(   ),1,4,1,1(   ),0,1,0,1(

54

321

aa

aaa



 

3) 










).0,1,0,2(),1,1,1,1(

   ),0,1,1,1(   ),1,1,0,1(   ),1,0,1,2(

54

321

aa

aaa



 

4) 










).1,3,1,2(),1,3,2,1(

   ),0,3,4,1(   ),0,1,1,0(   ),0,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

5) 










).1,3,4,2(),1,3,0,0(

   ),2,3,2,1(   ),0,3,2,1(   ),1,0,2,1(

54

321

aa

aaa



 

6) 










).3,2,1,0(),1,0,2,1(

   ),0,0,1,1(   ),1,0,1,0(   ),1,0,3,2(

54

321

aa

aaa
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7) 










).0,1,1,2(),0,1,3,0(

   ),0,1,2,1(   ),0,1,4,1(   ),0,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

8) 










).1,1,0,1(),1,4,3,1(

   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0(

54

321

aa

aaa



 

9) 










).0,1,0,0(),1,2,2,1(

   ),0,1,0,2(   ),1,0,2,1(   ),1,1,2,1(

54

321

aa

aaa



 

10) 










).2,1,1,2(),2,2,3,1(

   ),0,1,2,0(   ),2,0,1,1(   ),2,1,1,1(

54

321

aa

aaa



 

11) 










).1,1,2,2(),1,0,2,2(

   ),1,0,1,2(   ),3,0,0,2(   ),2,0,1,0(

54

321

aa

aaa



 

12) 










).4,2,1,3(),2,0,1,1(

   ),1,1,1,0(   ),0,2,1,1(   ),1,1,0,1(

54

321

aa

aaa



 

13) 










).1,2,3,1(),0,1,1,0(

   ),1,1,2,1(   ),3,1,1,0(   ),2,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

14) 










).2,2,1,0(),1,1,1,1(

   ),1,0,1,1(   ),0,2,1,2(   ),1,2,0,1(

54

321

aa

aaa



 

15) 










).3,2,1,0(),4,3,2,1(

  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,2(  ),1,0,0,1(

54

321

aa

aaa




 

16) .
)3,3,1,3(),2,3,1,2(

   ),1,1,1,1(   ),2,1,1,2(   ),1,0,0,1(

54

321











aa

aaa




 

17) 










).1,0,1,0(),1,0,3,2(

  ),1,0,2,1(  ),0,0,2,2(  ),0,0,1,1(

54

321

aa

aaa



 

18) 










).0,3,2,1(),0,3,4,1(

   ),1,0,2,1(   ),0,2,2,0(   ),0,1,0,1(

54

321

aa

aaa
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19) 










).2,3,3,2(),1,3,3,1(

  ),1,0,0,1(  ),1,1,1,1(  ),0,1,1,0(

54

321

aa

aaa



 

20) 










).1,0,0,1(),3,2,1,0(

  ),4,3,2,1(  ),0,1,1,2(  ),1,1,1,1(

54

321

aa

aaa



 

21) .
)0,1,0,1(),0,2,2,0(

 ),0,3,4,1( ),0,1,2,1( ),0,3,2,1(

54

321











aa

aaa



 

22) 










).2,2,2,5(),1,2,1,3(

 ),1,2,1,1( ),2,2,0,1( ),1,0,1,2(

54

321

aa

aaa



 

23) 










).2,1,1,2(),2,0,1,1(

 ),3,0,1,2( ),3,1,3,3( ),0,1,2,1(

54

321

aa

aaa



 

24) 










).2,3,1,0(),1,2,0,1(

 ),1,1,1,1( ),1,0,2,3( ),0,1,1,2(

54

321

aa

aaa



 

25) 










).1,1,0,1(),1,4,3,1(

   ),1,3,2,1(   ),1,2,1,1(   ),0,2,1,0(

54

321

aa

aaa



 

9.2. Индивидуальное домашнее задание 2 

ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 1. Пусть ).,,( 321 xxxx 


 Являются ли линейными следующие 

преобразования? 

1) 
















).2 ,23 ,()(

);2 ,23 ,456()(

);2 ,23 ,456()(

32321
4
3

232132

32321321

xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxxxx













 

2) 
















).3 ,2 ,345()(

);2 ,0 ,345()(

);2 ,2 ,345()(

32321321

3
4
2321

221321

xxxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxxx
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3) 
















).32 , ,234()(

);32 , ,234()(

);32 , ,234()(

211321

3211321

3
4
211321

xxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx













 

4) 
















).32 , ,23()(

);432 ,1 ,23()(

);432 , ,23()(

2
4
13321

21321

3213321

xxxxxxx

xxxxxx

xxxxxxxx













 

5) .

)654 ,32 ,()(

);654 ,32 ,()(

);654 ,32 ,()(

3213211

32
2
13211

213211
















xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxx













 

6) 
















).54322()(

),54322()(

),54322()(

21221

3213221

3
3
213221

xx, , xxxxμ

xxx, x, xxxxη

xxx, x, xxxx








 

7) .

)32 x, ,23()(

);32 ,0 ,23()(

);32 ,1 ,23()(

3213321

3
2
21321

321321
















xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx













 

8) 
















).32 , ,2()(

);32 , ,2()(

);32 , 1 ,2()(

21332

321332

3
4
2132

xxxxxx

xxxxxxx

xxxxxx













 

9) 
















).655 ,0 ,()(

);655 ,42 ,()(

);655 , 432 ,()(

32
3
13

21213

3213213

xxxxx

xxxxxx

xxxxxxxx
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10) 
















).43 , ,6()(

);0 ,2 ,2()(

);543 ,4 ,6()(

3
31221

221

3213221

xxxxxx

xxxx

xxxxxxxx













 

11) 
















).1,23,445()(

);,23,445()(

);,23,445()(

321321

2321321

2
2321321

 xxx xxxxμ

 xxxx xxxxη

 xxxx xxxx








 

12) 
















).2 , ,234()(

);2 , ,234()(

);2 , ,234()(

2
2
221

321321

32
2
1321

xxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx













 

13) 
















).2 ,0 ,23()(

);2 ,0 ,123()(

);2 ,0 ,23()(

3
2
2321

221

32321

xxxxxx

xxxx

xxxxxx













 

14) 












).4322()(

);4322()(

);432,,2()(

21321

321321

321
2
321

xx, , xxxxμ

xxx, , xxxxη

xxx  xxxxξ





 

15) .

)5432()(

);5432()(

),5432 ,()(

321321

32
3
1321

21321
















xxx, x, xxxμ

xxx, x, xxxη

xx, xxxx








 

16) .

)5432()(

)5432()(

)5432 ,()(

321
2
321

21321

21321
















xxx, x, xxxμ

;xx, x, xxxη

;xx, xxxx
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17) .

)22023()(

);0023()(

);220 ,123()(

321321

32
2
1

32121
















xx, x, xxxxμ

, , xxxxη

xx, xxxx








 

18) 
















).2,,2()(

);0,,2()(

);32, ,2()(

32332

332

3233
2
2

xx  xxxxμ

  xxxxη

xx xxxx








 

19) 
















).654,32,0()(

);654,32,0()(

);654,32 ,0()(

32132
2
1

21321

321321

xxx xx xxμ

xx xx xxη

xxx xxxx








 

20) 
















).32,2,2()(

);0,2,2()(

);32,2 ,2()(

23232

3232

32323
2
2

x xx xxxμ

 xx xxxη

xx xxxxx








 

21) 
















).3,,32()(

);3,,32()(

);3,1 ,32()(

21332

321332

3
4
2132

x x xxxxμ

xx x xxxxη

xx xxxx








 

22) 
















).2,0,2()(

);2,0,12()(

);2,0 ,2()(

3
2
2321

221

32321

x x xxxxμ

 x xxxη

x xxxxx








 

23) 
















).4,,()(

);4,,()(

);4,,()(

21321

321321

321
2
321

x x xxxxμ

xx x xxxxη

xx xxxxx
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24) 
















).55,0,()(

);65,42()(

);65,42,()(

2
3
13

2213

32313

xx  xxμ

x x, xxxη

xx xxxx








 

25) 
















).2,,2()(

);0,,2()(

);32, ,2()(

32332

332

3233
2
2

xx  xxxxμ

  xxxxη

xx xxxx








 

2. Найти указанное преобразование. 

1) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).(x


  

2) Пусть ). , ,()( ), , ,()(  ),,,( 13231232321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).(2 x


  

3) Пусть ). , ,()( ), , ,()( ),,,( 2312131321 xxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(( 2 x


   

4) Пусть ).,2,()(  ),,,()(  ),,,( 13312131321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( 2 x


   

5) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 32132231321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( 2 x


   

6) Пусть ). ,2 ,()(   ), , ,()(  ),,,( 21323132321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(32( 2 x


   

7) Пусть ). , ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231212321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(( 2 x


   

8) Пусть ). ,2 ,()( ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(( x
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9) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231132321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( x


   

10) Пусть ). , ,2()(  ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(2( x


   

11) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).(x


  

12) Пусть ). , ,()( ), , ,()(  ),,,( 13231232321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).(2 x


  

13) Пусть ). , ,()( ), , ,()( ),,,( 2312131321 xxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(( 2 x


   

14) Пусть ).,2,()(  ),,,()(  ),,,( 13312131321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( 2 x


   

15) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 32132231321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( 2 x


   

16) Пусть ). ,2 ,()(   ), , ,()(  ),,,( 13231132321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(32( 2 x


   

17) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231132321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(( 2 x


   

18) Пусть ). ,2 ,()( ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(( x


  

19) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231132321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( x


   

20) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(2( x
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21) Пусть ). ,2 ,()(   ), , ,()(  ),,,( 21323132321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(32( 2 x


   

22) Пусть ). , ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231212321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(( 2 x


   

23) Пусть ). ,2 ,()( ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(( x


  

24) Пусть ). ,2 ,()(  ), , ,()(  ),,,( 13231132321 xxxxxxxxxxxxxx 


  

Найти ).)(2( x


   

25) Пусть ). , ,2()(  ), , ,()(  ),,,( 13231131321 xxxxxxxxxxxxxx 


   

Найти ).)(2( x


   

 

3. Определить ранг и дефект линейного оператора, а также 

найти базисы образа и ядра. 

1)    321321321 2 ;2 ;2 xxxxxxxxxx 


 . 

2)  2,1,1,)(  axax


  

3)    321321321 22 ; ;2 xxxxxxxxxx 


 . 

4)  2,3,1,)(  axax


  

5)    321321321  ; ; xxxxxxxxxx 


 . 

6)  3,1,2,)(  axax


 . 

7)    32132121 32 ;2 ; xxxxxxxxx 


 . 

8)  1,1,1,)(  axax


  

9)    321321321  ; ; xxxxxxxxxx 


 . 

10)  2,1,1,)(  axax


  

11)    3212131 3 ;2 ; xxxxxxxx 


 . 

12)  2,2,1,)(  axax
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13)    321321321  ; ; xxxxxxxxxx 


 . 

14)  2,1,2,)(  axax


  

15)    312132  ; ; xxxxxxx 


 . 

16)  2,1,2,)(  axax


  

17)    3213121 24 ;2 ; xxxxxxxx 


 . 

18)  2,1,1,)(  axax


  

19)    321321321  ; ; xx-xxx-xxxxx 


 . 

20)  1,1,2,)(  axax


 . 

21)    321321321 2 ;2 ;2 xxxxxxxxxx 


 . 

22)  2,1,1,)(  axax


  

23)    321321321 22 ; ;2 xxxxxxxxxx 


 . 

24)  2,3,1,)(  axax


  

25)    321321321  ; ; xxxxxxxxxx 


 . 

 

4. Найти матрицу линейного преобразования   в базисе 

),,,( 321 ffff


  если она задана в базисе  ).,,( 321 eeee


  

1) ,2 ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


   

.    

211

013

201

=

















 A  

2) ,2  ,  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

211

403

012

=

















A  

 

 



9. Индивидуальные домашние задания 
 

 140

3) ,  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A
















 212

014

320

  

4) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A



















112

103

021

  

5) ,  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


   

.    

211

203

102

=

















A  

6) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A


















210

112

230

  

7) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

101

203

212

=
















A  

8) ,  ,  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

121

104

210


















=A  

9) , ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.   

132

110

011

 =A
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10) ,  ,2  ,2 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

121

103

210


















=A  

11) ,2 ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


   

.    

211

312

201

=

















 A  

12) ,2  ,  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

111

202

210

=

















A  

13) ,  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A
















 110

214

120

  

14) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A



















132

101

220

  

15) ,  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


   

    .=A
















 211

101

111

  

16) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A


















010

112

120
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17) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

101

210

312

=
















A  

18) ,  ,  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A
















 131

101

011

  

19) , ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A

















132

110

011

  

20) ,  ,2  ,2 321332123211 eeefeeefeeef


  

    .=A
















 123

203

210

  

21) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

210

102

030

=

















A  

22) ,2  ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

101

203

212

=





















A  
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23) ,  ,  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

.    

221

302

210


















=A  

24) , ,2  , 321332123211 eeefeeefeeef


  

 .   

132

100

012

 =A
















  

25) ,  ,2  ,2 321332123211 eeefeeefeeef


  

 .    

222

103

210




















=A  

5. Доказать линейность, найти матрицу, область значений и ядро 

оператора 

1) Проектирования на ось Ox. 

2) Проектирования на плоскость z = 0. 

3) Проектирования на ось Oz. 

4) Зеркального отражения относительно плоскости Oyz. 

5) Проектирования на ось Oy. 

6) Проектирования на плоскость  y = 0. 

7) Зеркального отражения относительно плоскости 0 yx . 

8) Зеркального отражения относительно плоскости 0 zy . 

9) Проектирования на плоскость 0 zy . 

10) Проектирования на плоскость 3xy  . 

11) Проектирования на плоскость x = 0. 

12) Зеркального отражения относительно плоскости Oxz. 

13) Зеркального отражения относительно плоскости 0 zx . 

14) Зеркального отражения относительно плоскости 0 zx . 
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15) Проектирования на плоскость 0 zy . 

16) Проектирования на плоскость 3zy  . 

17) Проектирования на плоскость x + y = 0. 

18) Зеркального отражения относительно плоскости Oxy. 

19) Зеркального отражения относительно плоскости 0 yx . 

20) Зеркального отражения относительно плоскости 0 zy . 

21) Проектирования на плоскость 0 zx . 

22) Проектирования на плоскость 3zx  . 

23) Зеркального отражения относительно плоскости 02  zy . 

24) Проектирования на плоскость 02  zx . 

25) Проектирования на плоскость 3xy  .   

 

6. Найти собственные значения и собственные векторы преобра-

зования , заданного в некотором базисе матрицей A.   

 

 

.A..






















210

120

113

16  .

410

140

115

.2.6




















A .A..





















421

151

126

36 

.A..





















412

122

113

46  .

311

021

012

.5.6

















A .

201

111

102

.6.6




















A

.

511

041

014

.7.6

















A .

612

142

115

.8.6




















A .

302

212

445

.9.6














 
A

.

322

212

223

.10.6




















A .

120

030

223

.11.6














 
A .

320

050

225

.12.6














 
A

 
1) 
 
 
 

4) 

 

 

7) 

 

 

10) 

 

2) 
 
 
 

5) 

 

 

8) 

 

 

11) 

 

3) 
 
 
 

6) 

 

 

9) 

 

 

12) 
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9.3. Индивидуальное домашнее задание3  

БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

 

1. Привести квадратичную форму к каноническому виду: а) ме-

тодом Якоби, б) методом Лагранжа. Найти канонический базис и мат-

рицу перехода к каноническому базису. 

.

502

232

447

.13.6














 
A .

524

414

667

.14.6




















A .

322

232

667

.15.6














 
A

.

522

696

2213

.16.6




















A .

100

121

112

.17.6


















A .

211

121

003

.18.6

















A

.

411

141

005

.19.6

















A .

411

252

116

.20.6




















A .

900

252

247

.21.6


















A

.

211

121

334

.22.6














 
A .

221

131

124

.23.6




















A .

421

151

126

.24.6




















A

.

511

041

014

.25.6

















A

.4443)(.1.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.44)(.2.1 3221
2
3

2
1 xxxxxxxk 



.62223)(.3.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.2242)(.4.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



1) 

2) 

3) 

4) 

21) 
 
 
 
 

24) 

15) 

18) 

14) 

17) 

20) 

23) 

13) 
 
 
 

16) 
 
 
 

19) 

 

 

22) 

 

 

25) 
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.244)(.23.1 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.244)(.5.1 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.22)(.6.1 3121
2
3

2
1 xxxxxxxk 



.124448)(.7.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.84884)(.9.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.848458)(.10.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.884454)(.8.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.124475)(.11.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.164478)(.12.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.4442)(.13.1 323121
2
2

2
1 xxxxxxxxxk 



.6245)(.14.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.24)(.15.1 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.4222)(.16.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.4442)(.17.1 323121
2
2

2
1 xxxxxxxxxk 



.848458)(.18.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.4443)(.19.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.44)(.20.1 3121
2
3

2
1 xxxxxxxk 



.62223)(.21.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.2242)(.22.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) 
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2. Привести квадратичную форму к каноническому виду с по-

мощью ортогонального преобразования. Найти это преобразование, 

канонический базис, матрицу перехода к каноническому базису, убе-

диться, что в этом базисе матрица квадратичной формы является диа-

гональной. 

 

.22)(.24.1 3121
2
3

2
1 xxxxxxxk 



.124448)(.25.1 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 


24) 

 
25) 

.284333)(.8.2 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.2254222)(.9.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.86810)(.10.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.44)(.11.2 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.44244)(.1.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.332
2

3
3)(.2.2 323121

2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.6623)(.3.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.4247)(.4.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.22545)(.5.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.4247)(.6.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.22545)(.7.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.464222)(.12.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.22248232)(.13.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 
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3. Используя теорию квадратичных форм, исследовать кривую 

второго порядка заданную общим уравнением и построить ее. 

 

 

 

 

 

 

 

 

.44444)(.14.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.2521071410)(.16.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.222242)(.17.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.3443232)(.18.2 323121
2
3

2
2 xxxxxxxxxk 



.888222)(.19.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.44244)(.20.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.4422262525)(.25.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.2254222)(.21.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.22248232)(.22.2 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxxk 



.32244)(.24.2 3231
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.44292)(.23.2 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



.44292)(.15.2 3221
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxk 



14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) 

24) 

25) 

.02444.1.3  yxxy

.01882.2.3 22  yxxyyx

.01484.3.3 22  yxxyyx

.03222.5.3  yxxy

.011212244.4.3 22  yxxyyx

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
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.07222.17.3 22  yxxyyx

.01128433.19.3 22  yxxyyx

.0120208.18.3 22  yxxyyx

.01210255.20.3 22  yxxyyx

.0188422.21.3 22  yxxyyx

.0188422.22.3 22  yxxyyx

.011010244.23.3 22  yxxyyx

.07222.24.3 22  yxxyyx

.0122222.25.3 22  yxxyyx

.0126233.7.3 22  yxxyyx

.0746433.8.3 22  yxxyyx

.01222.10.3 22  yxxyyx

.0366222.11.3 22  yxxyyx

.06444.12.3  yxxy

.06444.13.3  yxxy

.0246423.15.3 22  yxxyyx

.0366222.14.3 22  yxxyyx

.0122216.3  yxxy

2 23.9. 2 2 2 2 2 1 0.x y xy x y     

.01444.6.3  yxxy6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) 

24) 

25) 
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10. ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ ВОПРОСЫ 
 

1) Определение линейного пространства. Простейшие следствия из 

аксиом. Линейная зависимость и независимость векторов. Теоремы о ли-

нейной зависимости. 

2) Базис линейного пространства. Координаты вектора. Размер-

ность пространства. Теоремы о базисе линейного пространства. Переход к 

новому базису. 

3) Определение линейного подпространства. Базис подпростран-

ства. Сумма и пересечение подпространств. Размерность суммы подпро-

странств. Прямое дополнение подпространства. 

4) Определение евклидова пространства. Неравенство Коши-

Буняковского. Линейная независимость ортонормированной системы век-

торов. 

5) Существование ортонормированного базиса в евклидовом про-

странстве. Метод ортогонализации. 

6) Выражение скалярного произведения векторов через координа-

ты сомножителей. Матрица Грама. Изменение матрицы Грама при перехо-

де к новому базису. Положительность определителя матрицы Грама. 

7) Теорема о линейной зависимости системы векторов с нулевым 

определителем матрицы Грама. Ортогональное дополнение подпростран-

ства. 

8) Определение линейного отображения пространства. Размер-

ность образа линейного пространства. Ранг и ядро линейного отображения. 

9) Координатная запись линейного отображения. Утверждение о 

ранге линейного отображения. Преобразование матрицы линейного отоб-

ражения при переходе к новым базисам. 

10) Собственные числа и собственные векторы линейного преобра-

зования. Инвариантность характеристического многочлена. Линейная не-
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зависимость собственных векторов, соответствующих разным собствен-

ным числам. 

11) Преобразование евклидовых пространств. Свойство собствен-

ных чисел самосопряженного преобразования. Свойство собственных век-

торов самосопряженного преобразования. 

12) Ортогональные преобразования евклидовых пространств. Ли-

нейность ортогонального преобразования. Матрица ортогонального преоб-

разования. 

13) Билинейные формы. Матрица билинейной формы. Изменение 

матрицы билинейной формы при переходе к новому базису. Ранг билиней-

ной формы. 

14) Квадратичные формы, Приведение квадратичной формы к кано-

ническому виду с помощью треугольного преобразования (метод Якоби). 

15) Квадратичные формы. Приведение квадратичной формы к кано-

ническому виду методом Лагранжа. 

16) Классификация квадратичных форм. Закон инерции квадратич-

ных форм. 

17) Классификация квадратичных форм. Признаки знакоопределён-

ности и знакопеременности квадратичных форм. Критерий Сильвестра.  
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