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ВВЕДЕНИЕ 
 

Данное учебно-методическое пособие составлено на основе личного 
опыта проведения практических занятий по математике. В частности, оно 
предназначено для студентов следующих технических специальностей очной 
и заочной форм обучения: 13.03.01 – «Теплоэнергетика и теплотехника», 
6.05.03 – «Строительство, ремонт и поисково-спасательное обеспечение 
надводных кораблей и подводных лодок», 6.03.02 – «Кораблестроение, 
океанотехника и системотехника объектов морской инфраструктуры», 
4.05.07 – «Самолёто- и вертолётостроение», 70800.62 – «Промышленное 
строительство»; 51900.62 – «Конструкторско-технологическое обеспече-
ние машиностроительных производств». 

Целью настоящего пособия является формирование у студентов 
навыков решения практических задач без помощи преподавателя, особенно 
у студентов заочной формы обучения.  

В пособии рассматриваются такие понятия, как:  
‒ определение и существование производной;  
‒ производная и дифференциал функции n-го порядка;  
‒ геометрический и механический смысл производной и связанные с 

ними задачи;  

‒ раскрытие неопределенностей 







0

0
, 










,  0  при вычислении 

пределов с применением правила Лопиталя;  
‒ полное исследование функции и построение ее графика;  
‒ практические задачи на экстремум.  
В начале каждого раздела приводятся основные теоретические све-

дения, методические указания для решения типовых задач, подробные ре-
шения и (при необходимости) графические иллюстрации. 

В пособие включены практические задания, снабжённые указаниями, 
формулами, теоремами и чертежами, необходимыми для их решения.  

В раздел задач для самостоятельного решения включены задачи по 
всем разделам с ответами.  

Для проверки усвоения изложенного материала предложен тест с от-
ветами. 

Данное учебно-методическое пособие будет полезно студентам ин-
женерных специальностей в объеме действующих программ ФГОС ВПО 
по дисциплине «Математика». 

 
 
 



6 
 

1. ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ 
 

Понятие производной функции является одним из основных в мате-
матическом анализе. 

Рассмотрим понятия «приращение аргумента» и «приращение функ-
ции», лежащие в основе определения производной функции в точке. 

Рассмотрим функцию  y f x . 

Пусть х0 – некоторое значение аргумента, а  0f x  – соответствую-

щее значение функции. Перейдем от значения аргумента х0 к другому зна-
чению – х. Разность значений 0х x  называется приращением аргумента 
и обозначается x . В общем случае 0x  .  

При 0х x х    соответствующее значение функции равно 

0( )f х х  , тогда разность 0 0( ) ( )f х х f x    называется приращением 
функции в точке х0 и обозначается у . 

Таким образом, 0 0( ) ( )y f х х f x     . 
В зависимости от вида функции ее приращение у  может быть по-

ложительным, отрицательным или равняться нулю (так же, как и прираще-
ние аргумента x ). На рис. 1.1 приращения x  и у  положительные. 

Непрерывность функции в точке – важное понятие математического 
анализа, его часто формулируют с помощью понятий «приращение аргу-
мента» x  и «приращение функции» у . 

Рис. 1.1. Визуализация приращения аргумента и приращения функции

f (x0) 

 f (x0+Δх) 

x 

y 

0  х0  х0+Δx 

y = f (x) 

Δy 

Δx 
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Функция называется непрерывной в точке х, если бесконечно малому 
приращению аргумента  0 x  соответствует бесконечно малое прира-
щение функции  0 у .  

Пусть функция  xfy   определена в некоторой окрестности точки 
х0. Зададим аргументу х0 приращение x , предполагая, что точка 0х х   

принадлежит области определения функции. Тогда функция получит при-
ращение 0 0( ) ( )y f х х f x     .  

Определение  
Производной функции  y f x  в точке 0х x  называется конечный 

предел отношения приращения функции y  к приращению аргумента x  
при стремлении последнего к нулю ( 0 x ). 

Производная функции  y f x  в точке х может обозначаться не-

сколькими символами: y  , хy ,  f x  или ,
dy df

dx dx
. 

Примечание. Символы y  и  f x  читаются как «игрек штрих» и «эф 

штрих от икс» соответственно, введены французским математиком и механиком 

Ж. Л. Лагранжем (1736 – 1813) в 1797 г. Символы 
dy df

и
dx dx

 читаются как «де 

игрек по де икс» и «де эф по де икс» соответственно, введены немецким мате-
матиком Г. В. Лейбницем (1646 – 1718) в 1675 г.  

 

Итак, по определению производной имеем 
 

0
lim
x

у
у

х 

 


   или   
х

xfххf
у

x 





)()(
lim

0
. 

 

Производная функции  y f x  в точке, например 0х x , обознача-

ется как 0( )y х , 0х хy  ,  0f x  или 0( )df х

dx
. 

Производная функции в точке есть число. Рассматривая производ-
ную функции в различных точках, можно получить различные ее значения, 
т.к. производная зависит от значения х, а не от x . 

 

Вычисление производной функции в точке 
Рассмотрим алгоритм вычисления производной функции в точке 

0х x . 
Аргументу 0x  задается произвольное приращение x  и вычисляется 

приращение функции 0 0( ) ( )y f х х f x     . При этом значение аргу-
мента 0х x   должно входить в область определения функции, в против-
ном случае x  необходимо уменьшить. 
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Составляется отношение 
х

у




 и вычисляется предел 

 

0 0

0

( ) ( )
lim
x

f х х f x

х 

  


. 

 

Величина предела, если он существует и конечен, и есть значение 
искомой производной функции.  

Операция нахождения производной называется дифференцированием. 
Если предел  конечен, то функция  y f x  называется дифференци-

руемой в точке 0x . 
Рассмотрим примеры вычисления производной функции на основе 

определения производной. 
 

ПРИМЕР 1.1. 
Найти производную постоянной функции Сy  . 
РЕШЕНИЕ 
Так как значение функции не изменяется и всегда равно числу С, то 

для любого аргумента х или хх   будут справедливы равенства (рис. 1.2) 
 

  Сxf   и Сххf  )( . 

Тогда приращение функции равно 
 

0)()(  ССхfххfу , 
 

следовательно, производная равна  
 

0
0

limlim
00









 хx

у
у

xx
. 

 

Рис. 1.2. График постоянной функции у = С 

 

x 

y 

0  х  х+Δx 

y = C 

Δx 

C 
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Таким образом, 0 Су . 
ОТВЕТ 

0С  ■ 
 

ПРИМЕР 1.2. 
Найти производную функции хy  . 
РЕШЕНИЕ 
Зададим х приращение х . 
Запишем два значения функции: ххf )(  и ххххf  )( , то-

гда приращение функции хххххfххfу  )()( . 
Производная функции, согласно определению, равна 

 

0 0
lim lim 1
x x

у х
у

x х   

    
 

. 

 

Таким образом, 1 ху . 
ОТВЕТ 

1х  ■ 
 

ПРИМЕР 1.3. 
Найти производную функции nхy  , где n – натуральное число. 
РЕШЕНИЕ 
Зададим х приращение х . 

Запишем два значения функции: nххf )(  и  nххххf  )( , 

тогда приращение функции   nn xхxхfххfу  )()( . 
Производная функции, согласно определению, равна 

 

 
х

xхх

x

у
у

nn

x 







 0

lim , 

 

где 
 

       21 21
...

1 2
n nn n n n nn n

x x x x nx х x x x x 
             


 

 

     21 21
... .

1 2
nn nn n

nx х x x x 
       


 

 

Получаем 
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1

221

0

...
21

1

lim 













 n

nnn

x
nx

x

xxx
nn

xxn
y . 

 

Таким образом,   1


 nn xnxу . 
ОТВЕТ  

  1
 nп xnх  ■ 

 

ПРИМЕР 1.4. 
Найти производную функции хy cos . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Аргументу х зададим приращение x . 
Запишем два значения функции: ххf cos)(   и  ххххf  cos)( , 

тогда приращение функции равно 
 

   ххxxfхxfy coscos)()(  

 

2sin sin
2 2

x x х x x х              
   

 

 







 






 







 






 


2

sin
2

sin2
2

sin
2

2
sin2

xx
x

xxx
. 

 
Примечание. Применена формула тригонометрического тождества раз-

ности косинусов (приложение 2).  

Шаг 2. Вычислим предел отношения 
у

х




 при 0x  : 

 










 






 



 x

xx
x

x

2
sin

2
sin2

lim
0

 

 

























 


 0

0

0

0sinsin
lim2

0
2
0

sin
2
0

sin
lim2

00

х
x

xx
. 
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Предел содержит неопределенность 







0

0
. Раскроем ее, выделив пер-

вый замечательный предел 
 

0

sin α 0
lim 1

α 0х

х

х

   
 

.  

В результате получим 
 








































 












 


 2

1sin
lim21

0

0

2

2
sin

lim
2

2

2
sinsin

lim2
000

x
x

x

x

x
x

xxx
 

 

0
lim sin sin
x

x x
 

    . 

 

Таким образом,   хx sincos  . 
ОТВЕТ  

  хx sincos   ■ 
 

ПРИМЕР 1.5. 
Вычислить значение производной функции 2 3 1y х х    в точке  

х = 2, используя определение производной. 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Аргументу х = 2 зададим приращение x  и вычислим соот-

ветствующее приращение у : 
 

     2 2(2 ) (2) 2 3 2 1 2 3 2 1y f х f х х                  

 

 24 2 2 3 2 3 1 4 6 1х х х                  
 

2 24 4 6 3 1 9 7 .х х х х х               
 

Шаг 2. Вычислим предел отношения 
у

х




 при 0x  : 

 

    7707lim
7

lim
7

limlim
00

2

00















х

х

хх

х

хх

х

у
xxxx

. 

 

ОТВЕТ  
 2 7у   ■ 
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2. ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 
 
Решение примеров по нахождению производной значительно упро-

щается, если использовать общие правила дифференцирования, связанные 
с арифметическими действиями над функциями. Далее рассмотрим эти 
правила.  

Пусть функции  xuu  ,  xvv   и  xww   дифференцируемы в 
точке 0х x , тогда справедливы следующие правила дифференцирования: 

1) постоянный множитель можно выносить за знак производной: 
 

 С u C u
    ; 

 

2) производная алгебраической суммы (разности) функций равна 
алгебраической сумме (разности) производных этих функций: 

 

 u v u v
     ; 

 

3) производная произведения нескольких дифференцируемых 
функций равна сумме произведений производных каждой из них на все 
остальные функции: 

 

 u v u v v u
     , 

 

 u v w u vw v uw w uv
         и т.д; 

 

4) производная частного двух дифференцируемых функций выра-
жается формулой  

 

2

-u u v uv

v v

     
 

,  

 

где   0хv . 
 

Дифференцирование основных элементарных функций 
Вычисление производных с использованием определения производ-

ной – достаточно трудоемкая задача, поэтому на основании определения 
производной составлена таблица производных основных элементарных 
функций (табл. 2.1).  
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Таблица 2.1  
 

Производные основных элементарных функций 
 

Элементарные функции Производные 
Константа С = const 1. 0С  
Независимая переменная х функ-
ции  хfу   

2. 1х  

Степенная функция nху   3.   1
 nn хnx  

Показательные функции: 
xу a , 
xу е  

4.   1,0,ln 


aаaaa xx  

5.   xx ее 


 

Логарифмические функции: 
logaу x , 
lnу x  

6.   1,0,
ln

1
log 


 aa

ax
xa  

7.  
x

x
1

ln   

Тригонометрические функции: 
xу sin , 
xу cos , 

tgу x , 
ctgу x  

8.   xх cossin  , 

9.   xx sincos  , 

10.   2

1
tg

соs
x

x

  , 

11.   2

1
ctg

sin
x

x

    

Обратные тригонометрические 
функции: 

arcsinу x , 
arccosу x , 
arctgу x , 
arcctgу x  

12.  
21

1
arcsin

x
x


 , 

13.  
21

1
arccos

x
x


 , 

14.   2

1
arctgx

1 x

 


, 

15.   2

1
arcctgx

1 x

  


 

 

Указание: для успешного освоения материала производные основ-
ных элементарных функций необходимо знать наизусть (см. табл. 2.1). 

 
Рассмотрим примеры нахождения производной функции с помощью 

правил дифференцирования и таблицы производных (см. табл. 2.1). 
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ПРИМЕР 2.1. 
Найти производную функции 2 315 4 3у х х   . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Применим правило дифференцирования 2 для производной 

алгебраической суммы и разности функций: 
 

       2 23 315 4 3 15 4 3у х х х х
          . 

 

Шаг 2. Целесообразно преобразовать выражение 3 х , применив 

свойство степени 
m

n m na a  (приложение 3). В данном примере 3,1  nm , 

получаем 
1

3 3х х . 
Применим правило дифференцирования 1, вынесем константы за 

знак производной, получим 
 

 
1

2 315 4 0у х х


 

    
 
 

, 

 
1 2

12 1 3 3
3 2

1 4 4
15 2 4 30 30

3 3 3
у х х х х х

х

          . 

 

ОТВЕТ 

3 2

4
30

3
у х

х
    ■ 

 

ПРИМЕР 2.2. 

Найти производную функции 3

2

15
у

х
 . 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Целесообразно преобразовать выражение, применив свойство 

степени -1 n
n

a
а

  (приложение 3), получим -3
3

2 2

1515
у х

х
  . 

Шаг 2. Вынесем константу за знак производной и применим выра-
жение для производной степенной функции (см. табл. 2.1):  

 

   3 3 3 1 4
4

2 2 2 2 2
3

15 15 15 5 5
у x х x x

x
    

            
 

. 
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ОТВЕТ 

4

2

5
у

x
    ■ 

 

ПРИМЕР 2.3.  
Найти производную функции 3 cosху x  . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Применим правило дифференцирования 3 для производной 

произведения: 
 

         3 cos 3 cos 3 cosх х ху x x x
        . 

 

Шаг 2. Применим выражения для производных показательной и три-
гонометрической функций (см. табл. 2.1): 

 

       3 ln 3 cos 3 sinх ху x x       
 

 3 ln 3 cos 3 sin 3 ln 3 cos sinх х хx x x x       . 
 

ОТВЕТ 
 xxу х sincos3ln3   ■ 

 

ПРИМЕР 2.4.  

Найти производную функции 
14

52 35





х

хх
у . 

РЕШЕНИЕ 
Функция задана в виде дроби, поэтому применим правило диффе-

ренцирования 4 для производной частного двух функций: 
 

       
 










2

3535

14

52141452

х

хххххх
у  

 

         
 









 






 





2

3535

14

52141452

х

хххххх
 

 

       
 









2

351315

14

52014143552

х

ххххх
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2

3524

14

524141510

х

ххххх
 

 

 






2

352435

14

20815106040

х

хххххх
 

 

 
 

 
.

14

15401032

14

15401032
2

232

2

2345










х

хххх

х

хххх
 

 
ОТВЕТ  

 
 

2 3 2

2

32 10 40 15

4 1

х х х х
у

х

  
 


 ■ 

 

ПРИМЕР 2.5.  

Вычислить значение производной функции 
1

323 7





хе

хх
у  в точке х = 0. 

 

РЕШЕНИЕ 
Найдем производную функции: 

 

       
 


























2

777

1

13231323

1

323
х

хх

х
е

еххехх

е

хх
у  

 

         
 










 









 




2

77

1

13231323

х

хх

е

еххехх
 

 
       

 









2

717

1

0323101273
х

хх

е

еххех
 

 
     

 2
76

1

3231221






х

хх

е

еххех
. 

 
Вычислим значение производной в точке х = 0: 

 

       
 







20

0706

1

3020312021
0

е

ее
у  
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 2

0 2 1 1 0 0 3 1

1 1

      
 



 
 

 
4

7

4

34

4

34

2

1322
2










. 

 
ОТВЕТ 

  7
0

4
у   ■ 

 
3. НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЯ  
    СУЩЕСТВОВАНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ 
 
Не все функции в указанных точках имеют производные, поэтому 

рассмотрим необходимое и достаточное условия существования производ-
ной.  

Необходимым и достаточным условием дифференцируемости функ-
ции является ее непрерывность в указанной точке 0х х .  

Пределы 
0

0 0( ) ( )
lim
x x

f х х f x

х  

  


 и 
0

0 0( ) ( )
lim
x x

f х х f x

х  

  


 назы-

ваются правосторонней и левосторонней производной соответственно 
(или односторонними производными) функции  y f x  в точке 0х x  и 

обозначаются следующим образом: 
1)  0f x  – правосторонняя производная; 

2)  0f x  – левосторонняя производная. 

Если пределы конечны и не равны между собой, т.е.    0 0f x f x   , 

то для графика функции в точке 0х x  существуют две касательные: пра-
восторонняя и левосторонняя (рис. 3.1). 

Рис. 3.1. Правосторонняя и левосторонняя касательные  
к графику функции y = f (x) в точке х0  

 f (x0) 

х

y 

0  х0 

y = f (x)

М0
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Необходимым и достаточным условием дифференцируемости 
функции в точке 0х x  является равенство    0 0f x f x   . 

Если предел 
0

0 0( ) ( )
lim
x х

f х х f x

х 

  


 равен   или  , то говорят, 

что в точке 0х x  функция имеет бесконечную производную. Геометриче-
ски это означает, что касательная к графику функции в точке 

  0 0 0;М х f x  перпендикулярна оси 0Х (рис. 3.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Если пределы 
0

0 0( ) ( )
lim
x х

f х х f x

х  

  


 и 
0

0 0( ) ( )
lim
x х

f х х f x

х  

  


 

(или один из них) равны   или  , то они называются бесконечными 
односторонними производными. 

Примечание. Наличие различных по знаку односторонних бесконечных 
производных означает существование единственной вертикальной касатель-
ной; график функции имеет острие, направленное вверх или вниз (рис. 3.3). 

 

ПРИМЕР 3.1. 
Исследовать дифференцируемость функции и определить угол 

наклона касательной к оси 0Х в точке 0x , если 









.0,

,0,
3

2

хх

хх
y  

РЕШЕНИЕ 
Функция составная, поэтому исследование на дифференцируемость 

проведем с помощью вычисления односторонних производных слева и 
справа от точки сопряжения 0x . 

 
 
 
 
 

Рис. 3.2. Бесконечная производная:  ,   

 f (x0) 

х

y 

0  х0 

y = f (x)

М0
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Шаг 1. Вычислим односторонние производные 

 

    00220
0

0

2 






 x

x

xxf , 

 

    00330 2

0

2

0

3 





 xx

xxf . 

 

Вывод:     000   ff , следовательно, функция в точке 0x  
дифференцируема.  

Шаг 2. Определим угол наклона касательной, проведенной к графику 
функции в точке 0x : 

 

 tg 0 0 arctg0 0хf        . 

Рис. 3.3. Бесконечные производные функции в точке  . 

Касательные к графику в точке перпендикулярны оси 0Х: 

а –   и   – острие вверх; 

б –   и   – острие вниз 

а) 

y = f (x)

 f (x0) 

х

y 

0  х0 

М0

y = f (x)

 f (x0) 

х

y 

0  х0 

М0

б) 
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Вывод: касательная в точке 0x  параллельна оси 0Х и, более того, 
совпадает с осью 0Х (рис. 3.4). 

ОТВЕТ  
Функция в точке 0x  дифференцируема; касательная, проведенная 

к графику функции в этой точке, совпадает с осью 0Х.                          ■ 
 

ПРИМЕР 3.2. 
Исследовать дифференцируемость функции хy 2cos1  в точке 

0x .  
РЕШЕНИЕ 
Для нахождения производной функции в точке 0x  придадим при-

ращение аргументу 0x   и найдем приращение функции: 

 

           0 0 0 1 cos 2 1 cos 2 0y f х f f х f х                

 












.0,sin2

0,sin2
sin211sin20cos1sin2 2

xx

xx
xxx  

 
Шаг 1. Вычислим односторонние производные функции в точке 

0x : 

Рис. 3.4. Касательная к графику функции    

в точке x = 0 совпадает с осью 0Х 

х

y

0
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0 0 0

2 sin sin
0 lim lim 2 lim 2 1 2,

x x x

y x x
f

x x x
     

        
  

 

 

   
0 0 0

2 sin sin
0 lim lim 2 lim 2 1 2.

x x x

xy x
f

x x x
     

           
  

 

 

Вывод: односторонние производные в точке 0x  не равны, следо-
вательно, функция в этой точке не дифференцируема. 

Шаг 2. Определим углы наклона касательных, проведенных к гра-
фику функции в точке 0x : 

 

 0
tg 0 2 54 74хх

f
        , 

 

 0
tg 0 2 125 26хх

f
         . 

 

ОТВЕТ  
График функции в точке 0x  имеет правостороннюю и левосто-

роннюю касательные (рис. 3.5). ■ 

 
ПРИМЕР 3.3. 

Исследовать дифференцируемость функции  23 1y х   в точке 

1x . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Аргументу 1x  зададим приращение x  и вычислим соот-

ветствующее приращение у : 
 

Рис. 3.5. Правосторонняя и левосторонняя касательные к графику

функции   в точке х = 0 

х 

y

0
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   33 2 1111)1()1( хfхfy  
 

      323 233 2 0 ххх  . 
 

Шаг 2. Вычислим односторонние пределы отношения 
у

х




 при 

0x  : 
 

 
 

2 3

1 3

1ху

х х х


 

  
. 

 

Вычислим левостороннюю производную функции: 
 

 











 0

11
limlim

3100 хх

у
хх

. 

 

Вычислим правостороннюю производную функции: 
 

 











 0

11
limlim

3100 хх

у
хх

. 

 

ОТВЕТ  
В точке 1x  функция не дифференцируема, имеет односторонние 

бесконечные производные разных знаков:  1f     и  1f    . Сле-

довательно, касательная, проведенная к графику функции в этой точке, 
перпендикулярна оси 0Х. График функции имеет острие, направленное 
вниз (рис. 3.6). ■ 

Рис. 3.6. Касательная функции   в точке    

перпендикулярна оси 0Х 

1 

0 х

y 

1 
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4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ  
 

Многие задачи математического анализа связаны с геометрическим 
смыслом производной. 

Геометрическим смыслом производной функции  y f x  в точке 

0х x  является угловой коэффициент касательной k, проведенной к графику 

функции в точке   0 0 0;М х f x , т.е. 
 

 0 tgk f x   , 
 

где α – величина угла наклона касательной к положительному направле-
нию оси 0Х (рис. 4.1). 

Уравнение касательной, проведенной к кривой  y f x  в точке М0, 

описывается выражением 
 

 0 0у у k х х    . 
 

С учетом того, что  0tgk f x   , уравнение касательной, прове-

денной к графику функции в точке 0x , принимает вид 
 

   0 0 0у у f x х х    . 
 

Нормалью к кривой  y f x  в точке 0х x  называется прямая, про-

ходящая через точку касания перпендикулярно касательной. Если 

Рис. 4.1. Интерпретация геометрического смысла  
производной функции в точке  

α 

 f (x0) 

х 

y 

0  х0 

y = f (x)

М0
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 0 0y f x  , то уравнение нормали к кривой  y f x  в точке 

  0 0 0;М х f x  выражается соотношением 

   0 0
0

1
( )у f x х х

f x
    


. 

 

Углом   между кривыми  xfy 1  и  xfy 2  в точке их пересече-
ния называется угол между их касательными, проведенными в этой точке 
(рис. 4.2). Тангенс угла   вычисляется по формуле 

 

   
   

2 0 1 0

1 0 2 0

tg
1

f x f x

f x f x

 
    

. 

Величина угла   определяется согласно условию 
 

   

   

1 0 2 0

1 0 2 0

1 0 0 ,
2:

1 0 .
2

f x f x

f x f x

                


 

 

ПРИМЕР 4.1. 
Записать уравнения касательной и нормали, проведенных к линии 

  2 4 7f x x x    в точке с абсциссой 0 3х  . 

Рис. 4.2. Угол φ между кривыми y = f1 (x) и y = f2 (x) в точке М0 

у0 

х

 y 

0  х0 

y = f1 (x)

М0

y = f2 (x) 

φ 

касательная кривой 
 y = f1 (x) 

касательная кривой 
 y = f2 (x)  
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РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Уравнение касательной, проведенной к графику функции 
 y f x  в точке 0х x , имеет вид    0 0 0у у f x х х    . 

Уравнение нормали, проведенной к графику функции  y f x  в 

точке 0х x , имеет вид 
   0 0

0

1
у у х х

f x
    


. 

Вычислим значение производной в точке 0 3х  : 
 

    42742 


 хxxxf , 
 

  24323 f . 
 

Шаг 2. Найдем координаты точки касания.  
Значение абсциссы дано условием задачи ( 0 3х  ), тогда соответ-

ствующая ордината  0 3у у . 

Вычислим значение функции:   473433 2 у . 

Таким образом, координаты точки касания    0 0; 3; 4х у М . 

Шаг 3. Подставим значение   23 f  и координаты точки касания 

   0 0; 3; 4х у М , получим: 

1) уравнение касательной 
 

 324  ху , 
 

22462  хху ; 
 

2) уравнение нормали  
 

 3
2

1
4  ху , 

 

2

11

22

423

2

1
4

2

3

2

1





х
хху . 

 

ОТВЕТ  

Уравнение касательной: 22  ху , уравнение нормали: 
2

11

2


х
у  

(см. рис. 4.3).                                                                ■ 
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ПРИМЕР 4.2. 
Определить, под каким углом наклонена к оси 0Х синусоида в начале 

координат.  
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем угловой коэффициент касательной.  
Углом между синусоидой xy sin  и осью 0Х в точке (0; 0) является 

угол между касательной, проведенной к синусоиде, и положительным 
направлением оси 0Х. 

Угловой коэффициент касательной, проведенной к синусоиде в точке 

0 0х  , определяется формулой 
 

 0tgk f x   , 
 

где 
 

    xxxf cossin  , 
 

  10cos0 f  tg 1k    . 
 

Шаг 2. Определим угол наклона касательной к оси 0Х:  
 

  оtg 1 arctg 1 45       (приложение 1). 
 

ОТВЕТ 
φ = 45º (рис. 4.4). ■ 

Рис. 4.3. Касательная и нормаль, проведенные к графику функции
y = x2 – 4x + 7 в точке М(3; 4) 

М

y 

4 

7 

х

касательная  

y = x2 – 4x + 7 
парабола  

нормаль  

y = 2x – 2 

11/2 

30  11 

‐2 
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ПРИМЕР 4.3. 
Определить, под каким углом пересекаются параболы 2ху   и 

3ху   в точке 0 1х  .  
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем угловые коэффициенты касательных, проведенных к 

кривым в точке 0 1х  .  

Угловой коэффициент касательной, проведенной к параболе 2ху   в 
точке 0 1х  , определяется формулой 

 

 0tgk f x   . 
 

Вычислим значение производной функции 2ху   в точке 0 1х  : 

    xxxf 22 


 , 
 

  2121 f  tg 2k    . 
 

Угловой коэффициент касательной, проведенной к параболе 3ху   в 
точке 0 1х  , определяется формулой 

 

 0tgk f x   . 
 

Вычислим значение производной функции 3ху   в точке 0 1х  : 
 

    23 3xxxf 


 , 

Рис. 4.4. Угол между графиком функции y = sin x и осью 0Х  
в точке (0; 0) 

0 

 у

π ‐π  x 2π

касательная

угол между синусоидой  

 

и осью 0Х

у = sin x
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  3131 2 f  tg 3k    . 
 

Шаг 2. Тангенс угла между касательными определим по формуле 

   
   

2 0 1 0

1 0 2 0

tg
1

f x f x

f x f x

 
    

, 

 

2 3 1 1
tg

1 2 3 7 7

 
   

 
, 

 

2 3 1 1
tg

1 2 3 7 7

 
   

 
   

1
arctg 6 43

7
     
 

 . 

 

ОТВЕТ 

6 43   (рис. 4.5)  ■ 
 
5. МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ 
 
Рассмотрим некоторую материальную точку, движущуюся прямоли-

нейно. Закон движения точки описывается уравнением  s s t . В любой 

момент времени t может быть вычислено расстояние  ts  удаленности ма-
териальной точки от точки отсчета.  

х 

y

0 1

1

 

касательная   

касательная   



Рис. 4.5. Угол  между параболами в точке   
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Таким образом, в момент времени t пройденное расстояние равно 
 tss  , а в момент времени  tt   расстояние равно  tts  . За проме-

жуток времени от t до t t   пройденный путь равен    s s t t s t    . 

Средняя скорость движения точки за этот промежуток времени равна 
s

t




. 

Средняя скорость движения точки в различные промежутки времени 
различна. Чем меньше промежуток времени, тем точнее средняя скорость 
движения характеризует движение точки в момент времени t. 

Таким образом, предел средней скорости движения при стремлении 
t  к нулю называют скоростью движения точки в данный момент вре-

мени t и обозначают v(t): 
 

0
( ) lim

t

s
v t

t 





. 

 

Можно сделать вывод, что производная 
0

lim
х

у
у

х 

 


 характеризует 

скорость изменения функции в зависимости от изменения ее аргумента. 
Таким образом, быстрота протекания физических, химических и дру-

гих процессов, описанных аналитически, выражается с помощью произ-
водной. Другими словами, механический смысл производной функции 

 y f x  в точке 0х х  интерпретируется как скорость изменения 

функции в момент 0х .  
 

ПРИМЕР 5.1. 
Тело движется по закону 252 2  tts  (м). Определить кинетиче-

скую энергию 
2

2mv
 тела через 5 с после начала движения, если его масса 

равна 30 кг. Начало движения тела с момента 0t . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем закон изменения скорости.  
Скорость движения материальной точки равна производной закона 

движения по времени t: 
 

)(tsV  , 
 

54)252( 2  tttV t . 
 

Шаг 2. Найдем скорость движения V, м/с, через 5 с:  
 

25520554)5( V . 
 

Шаг 3. Найдем кинетическую энергию, Дж: 
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  2 2
75 30 25 18 750

9375 10
2 2 2

m v 
    . 

 

ОТВЕТ 

  2 75
9375 10 Дж

2

m v    ■ 

 

ПРИМЕР 5.2. 
В какой точке параболы ху 62   ордината возрастает вдвое быстрее 

абсциссы? 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Рассмотрим переменные х и у как функции, зависящие от пе-

ременной t. Продифференцируем обе части уравнения ху 62   по пере-
менной t, получим 

 

  tt ууу 


22 , 
 

  tt хх  66 . 
 

Получили соотношение между скоростями изменения координат: 
 

tt хуу  62 , 
 

уух

у

t

t 3

2

6



. 

 

Согласно условию ордината возрастает вдвое быстрее абсциссы, значит 
 

2,
3 3

2
3 2

t

t

у

х
у

у у

ух

  
     

. 

 

Шаг 2. Найдем координаты точки, в которой ордината возрастает 
вдвое быстрее абсциссы: 

 

2

2

3
, 3 9 1 3

2 6
2 4 6 8

6

у
х х

у х

          
  

. 
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Таким образом, координаты точки 







2
3

;
8
3

М . 

ОТВЕТ 









2
3

;
8
3

М  

 
6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ 
 
Центральное место в технике дифференцирования занимает задача 

дифференцирования сложной функции.   
Пусть даны функции  ufy   и  u x , причем область изменения 

 u x  входит в область определения  ufy  . Тогда функция  ufy   

является сложной функцией независимой переменной х, а переменная u 
представляет собой промежуточный аргумент. Пусть функция  u x  

имеет производную в точке х, а рассматриваемая функция  ufy   имеет 
производную в точке u. 

Производная сложной функции по независимой переменной х равна 
произведению производной этой функции по промежуточному аргументу 
на производную промежуточного аргумента по независимой переменной х: 

 

   u xy f u u х    . 
 

Производную сложной функции иначе можно записать следующим 
образом: 

 

х u xy у u    .                                              (6.1) 
 

В записи производной хy  нижний индекс х указывает, что функция у 
дифференцируется по переменной х, аналогично uу  означает дифференци-
рование функции у по переменной u, xu  – дифференцирование функции u 
по переменной х. 

С помощью таблицы производных основных элементарных функций  
(см. табл. 2.1) и правил дифференцирования (см. разд. 2) можно найти 
производную любой сложной функции, которая получается из основных 
элементарных функций с помощью конечного числа алгебраических дей-
ствий, а также вычисления производной функции от функции.  

 

ПРИМЕР 6.1. 
Найти производную сложной функции  cosy a x b  , используя 

определение производной. 
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РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Аргументу х зададим приращение x  и вычислим соответ-

ствующее приращение у : 
 

    ( ) ( ) cos cosy f x х f x a x х b a x b             
 

 
2sin sin

2 2

ax a x b ax bax a x b ax b                
   

= 

 

2 2
2sin sin 2sin sin

2 2 2 2

ax b a x a x a x a x
ax b

                          
       

. 

 

Примечание. Применена формула тригонометрического тождества раз-
ности косинусов (приложение 2).  

Шаг 2. Вычислим предел отношения 
у

х




 при 0x  : 

 










 







 



 x

xaxa
bax

x

2
sin

2
sin2

lim
0

 

 

   

















 







 




 0

0

0

0sin0sin
lim2

0
2

0
sin

2
0

sin
lim2

00

bax
aa

bax

xx
. 

 

Предел содержит неопределенность 







0

0
. Раскроем ее, выделив и 

применив первый замечательный предел, получим 
 

   










 















 






2

2
sin

lim
2

sin
lim2

2

2

2
sinsin

lim2
000 xа

xa

а

bax

а

xа

xa
bax

xxx
 

 




























 




1

2

2
sin

lim
0 xа

xa

x
    baxаbaxа

x



sin1sinlim

0
, 

 

 sinу а ax b     . 
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ОТВЕТ 

   baxаbax  sincos  ■ 
 

Для упрощения процесса дифференцирования на основании опреде-
ления производной и правил дифференцирования составлена табл. 6.1 
производных сложных функций  ufy  , аргументы которых, в свою 
очередь, являются функциями  xuu  , зависящими от переменной х. 

 

Таблица 6.1 
 

Таблица производных сложных функций 
 

Сложные функции Производные 

Степенная функция nuу   1.   x
n

x
n uunu 
 1  

Показательные функции: 
uaу  , 
uеу   

2.   1,0,ln 


aаuaaa x
u

x
u , 

3.   x
u

x
u uеe 


 

Логарифмические функции: 
uу alog , 

uу ln  

4.   1,0,
ln

log 



 aa
au

u
u x

xa , 

5.  
u

u
u x

x


ln  

Тригонометрические функции: 
uу sin , 
uу cos , 

tgу u , 
ctgу u  

6.   xx uuu  cossin , 

7.   xx uuu  sincos , 

8.   2
tg

cos
x

x

u
u

u

  , 

9.   2
ctg

sin
x

x

u
u

u

    

Обратные тригонометрические 
функции:  

uу arcsin , 
uу arccos , 

arctgу u , 
arcctgу u  

10.  
21

arcsin
u

u
u x

x




 , 

11.  
21

arccos
u

u
u x

x




 , 

12.   2
arctg

1
x

x

u
u

u

 


, 

13.   2
arcctg

1
x

x

u
u

u

  


 

 

Указание: для успешного освоения материала таблицу производных 
сложных функций необходимо знать наизусть (см. табл. 6.1). 
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ПРИМЕР 6.2. 

Найти производную сложной функции  635 4 3у х х   . 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Функция сложная, положим 35 4 3u х х   , тогда функция 

6)( uuу   – степенная. 
По формуле производной сложной функции имеем х u xy у u    . 

Шаг 2. Найдем производные иu xу u  :  
 

6 1 56 6uу u u   , 
 

     3 3 3 1 25 4 3 5 4 3 5 3 4 1 0 15 4x xxх x
u х х х х x x                 . 

 

Шаг 3. Применим формулу (6.1), получим 
 

      4153456345 25363 


 ххххху хх . 
 

ОТВЕТ 

   4153456 253  хххух  ■ 
 

ПРИМЕР 6.3. 
Найти производную сложной функции xу 8sin3 .  
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Функция сложная, положим xu 8sin , тогда функция 

3)( uuу   – степенная. 
По формуле производной сложной функции имеем х u xy у u    . 

Шаг 2. Найдем производные иu xу u  : 
 

213 33 uuуu   , 
 

      xxxxux 8cos888cos8sin  . 
 

Шаг 3. Применим формулу (6.1), получим 
 

       xxxxxу хх 8cos8sin248cos88sin38sin 223 


 . 
 

ОТВЕТ 
224sin 8 cos8ху x x    ■ 
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ПРИМЕР 6.4. 
Найти производную сложной функции tg34 xу  .      
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Функция сложная, положим tg3u x , тогда функция 

uuу 4)(   – показательная. 
По формуле производной сложной функции имеем х u xy у u    . 

Шаг 2. Найдем производные иu xу u  : 
 

4ln4  u
uу , 

 

   2 2

1 3
tg3 3

cos 3 cos 3
x х х

u x x
x x

      . 

 

Шаг 3. Применим формулу (6.1), получим 
 

 
tg3

tg3 tg3
2 2

3 3 4 ln 4
4 4 ln 4

cos 3 cos 3

x
x x

х х
у

x x

        . 

 

ОТВЕТ 
tg3

2

3 4 ln 4

cos 3

x

ху
x

    ■ 

 

ПРИМЕР 6.5. 

Найти производную сложной функции    ln sin tg 3 1у x x   .      

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Применим правило дифференцирования 3 для производной 

произведения (см. разд. 2): 
 

       х x xy g x x g x x      , 
 

введем следующие обозначения: 
 

   xxg sinln , 
 

   tg 3 1x x   , 
 

тогда  
 

         ln sin tg 3 1 ln sin tg 3 1у x x x x
        . 
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Шаг 2. Функция  xsinln  сложная, положим  xu sin , тогда 
функция uug ln)(   – сложная логарифмическая с промежуточным аргу-
ментом u.  

По формуле производной сложной функции (6.1) имеем xuх ugg  , 

 
u

ug uu

1
ln  .  

Функция xu sin  сложная. Пусть xv  , тогда  
 

, 
 

xvx vuu  , 
 

  vvu vv cossin  , 
 

  2

1

2

1

2

1 















 xxxv xxx . 

 

Таким образом,  
 

xvux vugg  , 
 

         


 xxxx xx
x

x
x

xg cos
sin

1
sin

sin

1
sinln  

 
1
2cos 1 ctg

2sin 2

x x
x

x x


    . 

 

Функция  tg 3 1x   сложная, положим 13  xu , тогда ( ) tgu u   – 

сложная функция тангенса с промежуточным аргументом u.  
По формуле производной сложной функции имеем 

 

х u xu      , 
 

  2

1
tg

cos
u u

u
u

   , 

 

      3031313  xxxx xxu , 
 

  
 

 
 2 2

1 3
tg 3 1 3 1

cos 3 1 cos 3 1
x xx

x x
x x

       
 

. 

 

  vvu sin



37 
 

Шаг 3. Применим формулу        х x xy g x x g x x      , получим 
 

     2

сtg 3
tg 3 1 ln sin

соs 3 1

х
у x x

хх
     


. 

 

Более компактная форма записи нахождения производной записыва-
ется следующим образом: 

 

              ln sin tg 3 1 ln sin tg 3 1 ln sin tg 3 1у x x x x x x
              

 
     

 2

sin 3 1
tg 3 1 ln sin

cos 3 1sin

x x
x x

xx

 
     


 

 

   
       

 2

cos 3 1
tg 3 1 ln sin

cos 3 1sin

x x x
x x

xx

   
     


 

 

     

1

2
2

cos 1 3
tg 3 1 ln sin

2 cos 3 1sin

x
x x x

xx


      


 

 

 
 
 2

3ln sin1
сtg tg 3 1

cos 3 12

x
x x

xx
     


 

 

 
 
 2

3ln sinсtg
tg 3 1

cos 3 12

xx
x

xx
   


. 

 

ОТВЕТ 

 
 
 2

3ln sinсtg
tg 3 1

cos 3 12

xx
y x

xx
    


 ■ 

 

ПРИМЕР 6.6. 
Найти производную сложной функции   xeу  1sinln .      
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Функция сложная, положим  xeu  1sin , тогда функция 

uuу ln)(   – сложная логарифмическая с промежуточным аргументом u.  
По формуле производной сложной функции имеем х u xy у u    . 

Шаг 2. Найдем производные иu xу u  : 
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u

uу uu

1
ln  . 

 

Функция  – сложная. Пусть xev 1 , тогда  
 

, 
 

 xvx vuu , 
 

  vvuv cossin  , 
 

  xx
x eev 


 1 . 

 

Таким образом,  
 

, 
 

           





 

 xx
x

xx
x

x
x eeeeeu 11cos11cos1sin  

 

      xxxx eeee  1cos01cos . 
 

Шаг 3. Применим формулу xvuх vuуy  , получим 
 

    xx
xх ee

e
у 


 1cos

1sin

1
. 

 

Учитывая, что 
cos

ctg
sin


 


, имеем 

 

 ctg 1 .x x
ху e e     

 

Более компактная форма записи нахождения производной записыва-
ется следующим образом: 

 

 
 

 
   

cos 1
ctg 1

sin 1

x x
x x

x

e e
e e

e

 
   


. 

 

ОТВЕТ 

 ctg 1x x
ху e e     ■ 

 

 xeu  1sin

  vvu sin

xvuх vuyу 

      
 

   
  















x

xx

x

x
x

e

ee

e

e
eу

1sin

11cos

1sin

1sin
1sinln
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7. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ 
 
Если зависимость между х и у задана в неявной форме 0),( yxF , то 

функция считается заданной неявно. Будем считать функцию дифферен-
цируемой.  

Приведем алгоритм дифференцирования неявно заданной функции: 
1) продифференцировать обе части уравнения 0),( yxF  по пере-

менной х, переменную у рассматривать как сложную функцию, зависящую 
от переменной х; 

2) выразить у  из полученного соотношения.  
Указание: следует помнить, что производная независимой перемен-

ной 1х , а производная зависимой переменной рассматривается как про-

изводная сложной функции, т.е.   уу х  . 
 

ПРИМЕР 7.1. 
Найти производную у  неявной функции 643  ух . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Продифференцируем обе части уравнения по переменной х:  

 

   


 643 ух . 
 

Помним, что   ууу 
 34 4 , тогда 

 

043 32  уух . 
 

Шаг 2. Выразим у : 
 

23 34 хуу  , 
 

3

2

4

3

у

х
у  . 

 

ОТВЕТ  

3

2

4

3

у

х
у   ■ 

 

 
ПРИМЕР 7.2. 
Найти производную у  неявной функции 1423  уух . 
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РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Продифференцируем обе части уравнения по переменной х:  

 

     





1423 уух . 
 

Шаг 2. Применим правило дифференцирования 3 для производной 
произведения (см. разд. 2) и таблицы дифференцирования (см. табл. 2.1, 6.1): 

 

       








142323 уухух . 
 

Помним, что  2 4 32 , 4у у у у у у
     , тогда 

 

0423 3322  уууухух . 
 

Шаг 3. Преобразуем полученное выражение, вынесем у  за скобки: 
 

2233 342 ухуууух  , 
 

  2233 342 ухууху  , 
 

  23

2

23

22

33

22

42

3

42

3

42

3

ух

ух

уху

ух

уух

ух
у








 . 

 

ОТВЕТ  

23

2

42

3

ух

ух
у




  ■ 

 

ПРИМЕР 7.3.  

Найти производную у  неявной функции 3ln  yе
х
у ху . 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Продифференцируем обе части уравнения по переменной х:  

 

3ln 







  yе
х

у ху , 

 

    3ln 










 yе
х

у ху . 

 

Шаг 2. Применим правила дифференцирования (см. разд. 2) и табли-
цы дифференцирования (см. табл. 2.1, 6.1).  
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Помним, что ,1х    ,уу    
у

у
y


ln , тогда 

 

  0
2







у
у

хуе
у

хуху ху , 

 

  0
1

2






у
у

ухухе
у

уху ху , 

 

  0
2







у
у

ухуе
у

уху ху . 

 

Шаг 3. Преобразуем полученное выражение, вынесем у  за скобки:  
 

0
22







у
у

ухеуе
у

у

у

ху хуху , 

 

уе
уу

у
ухе

у

ху хуху 



 1
2

, 

 

уе
уу

хе
у

х
у хуху 








 11

2
. 

 

Шаг 4. Выразим у : 
 

 
  














ухуеху

уеу

у

ухуех

у

уе

у
хе

у

х

уе
у

у
ху

ху

ху

ху

ху

ху

2

22

2

2

2

2

1
1

1

1

 

 

 
 ухуех

уеу
ху

ху





2

21
. 

 

ОТВЕТ  
 

 ухуех

уеу
у

ху

ху





2

21
 ■ 
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8. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНО-СТЕПЕННОЙ  
    ФУНКЦИИ 
 
Пусть функции )(хuu   и )(хvv   имеют производные в точке х, 

причем 0)( хu , тогда производная показательно-степенной функции 
 xvхuy )(  находится по следующему алгоритму: 

1) прологарифмировать функцию по основанию е; 
2) применить свойство логарифмов bpb p lnln  ; продифференциро-

вать полученное равенство, учитывая, что  
 

  y
y

у 
1

ln ; 

 

3) выразить производную y ; 

4) сделать подстановку  xvхuy )( . 
 

ПРИМЕР 8.1. 

Найти производную функции   32

sinx  хy .  
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Прологарифмировать функцию по основанию е: 

 

 
2 3

ln ln sin
х

y x
 . 

 

Шаг 2. Применить свойство логарифмов bpb p lnln  : 
 

     
2 3 2ln ln sin 3 ln sin
х

y x х x
    . 

 

Шаг 3. Продифференцировать полученное равенство: 
 

      2ln 3 ln siny х x
    , 

 

        2 23 ln sin 3 ln sin
y

х x х x
y

 
     , 

 

         2 2sin соs
2 ln sin 3 2 ln sin 3

sin sin

xy x
х x х х x х

y x x


            

 

   22 ln sin 3 сtgх x х x     . 
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Шаг 4. Выразить производную y : 
 

    22 ln sin 3 сtg .у у х x х x        
 

Шаг 5. Сделать подстановку   32

sinx  хy : 
 

      2 3 2sin 2 ln sin 3 сtg
х

у x х x х x
       . 

 

ОТВЕТ  

      2 3 2sin 2 ln sin 3 сtg
х

у x х x х x
         ■ 

 
9. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ, ЗАДАННОЙ  
    ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 
 
Функция задана параметрически, если ее переменные у и х зависят от 

параметра t, т.е. выражены параметрическими уравнениями в виде системы 
 

( ),

( ).

у g t

х t


    

 

Если функции )(tgy   и ( )х t   дифференцируемы и ( ) 0t  , то 
функция, заданная параметрически, имеет производную. Производная ху  

выражается из инвариантной формы записи дифференциала 
dx
dy

ух  , т.к. 

( )

( )

у g t

х t


  

, то dttgyd )(  и ( )dx t dt  , следовательно, 
 
 

t
х

t

g t
у

t


 


. 

Иногда используется форма записи параметрического дифференци-

рования в виде 
x

y
yх 


 , где dttgу )(  и ( )х t dt  . 

 

ПРИМЕР 9.1. 

Найти производную функции ху , если 










.sin

,3
2ty

eх t

 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем производные tу  и tx : 

 

  tt
t ееx 33 


 , 

 

       2 2 2 2sin соs соs 2ty t t t t t
 

      . 
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Шаг 2. Найдем ху . 

Применим формулу 
 
 

t
х

t

g t
у

t


 


, получим 

 

 2соs 2

3
х t

t t
y

е


  . 

 

ОТВЕТ 

 2соs 2

3
х t

t t
y

е


   ■ 

 
10. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 
 
Пусть функция )(xfy   имеет производную в точке х, т.е.  

 

 xf
x
y

x





 0
lim , 

 

тогда  y
f x

x

   


, где 0  при 0x  и, следовательно, приращение 

функции равно 
 

 y f x x x    . 
 

Приращение функции записано в виде суммы двух слагаемых. Сла-
гаемое   xxf   при 0x  является бесконечно малой величиной одного 
порядка малости с x , если   0 xf . Это слагаемое линейно относительно 

x . Слагаемое x  при 0x  также является бесконечно малой вели-
чиной, но уже более высокого порядка малости по сравнению с x . 

Таким образом,   xxf   является главной частью приращения 
функции. 

Главная часть приращения функции )(xfy   называется дифферен-
циалом функции и обозначается )(xfd  или dy . 

Из определения следует, что xxfdy  )( . 

Разность    у dy f x x x f x x x          есть величина 

бесконечно малая, более высокого порядка малости по сравнению с x . 
Если xy  , тогда 

 

.
1

d y dx
x dx

dy x x x x
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Выводы: 
1) дифференциал независимой переменной равен приращению этой 

переменной; 
2) дифференциал функции )(xfy   в точке х равен произведению 

производной функции в этой точке на дифференциал независимой пере-
менной:   dxxfyd  . 

Тогда производную функции можно определить как отношение 

дифференциалов:  
dx

yd
xf  . 

Примечание. Дифференциал функции yd  зависит от х и x , а произ-

водная функции  xf   зависит только от х. 
 

Свойства дифференциала 
Пусть функции )(xfu   и )(xgv   дифференцируемые в точке х. 

Используя свойства производной и определение дифференциала, можем 
сформулировать следующие свойства дифференциала: 

1)   0Сd , С = const; 
2) ххd  , если х – независимая переменная; 

3)     CdudxuCdxCuСud  ; 

4)     dvdudxvdxudxvuvud  ; 

5)        udvvdudxvuvdxudxvuvudxvuvud  
  udvvduvud  ; 

6) 

























222 v

udvvdu

v

dxvuvdxu
dx

v

vuvu
dx

v

u

v

u
d  

2v

udvvdu
v
u

d







 ; 

7)        udufxduufufd u  . 
Из определения и свойств дифференциала следует, что нахождение 

производных или дифференциалов по существу сводится к одной и той же 
задаче, которая называется дифференцированием. 

 

ПРИМЕР 10.1. 

Найти дифференциал функции 3 5lnsin xxхy  . 
РЕШЕНИЕ 
Дифференциал функции определяется по формуле  dxxfdy  .  
Найдем производную  xfy  , преобразовав выражение для функции: 
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3
5sin lnf x x x x


       
 
 

 

 

3 2
1

5 51 3 1 3
сos сos

5 5
x x x x

x x


      . 

 

Таким образом, 
 

2

51 3
сos .

5
dy x x dx

x

 
   
 
 

 

 

ОТВЕТ 
2

51 3
сos

5
dy x x dx

x

 
   
 
 

 ■ 

 
11. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ДИФФЕРЕНЦИАЛА 
 
Геометрический смысл дифференциала интерпретируется как при-

ращение ординаты касательной к кривой )(xfy   в точке 0 0 0( ; )М х у  
(рис. 11.1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 11.1. Геометрическая интерпретация дифференциала функции в точке 

Δу
М0

L 

N 

 у0 + Δу 

K 

φ 
у0 

 y 

0  х0 

φ 

y = f (x)

dу

х0 + Δх х 

Δх

Δх
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Рассмотрим прямоугольный треугольник MKN. Согласно соотноше-
ниям сторон и углов прямоугольного треугольника имеем 

 

tg , tg
KN

KN x
x
   


 или 

tg у
KN dy

KN у dx

 
  

, 

 

   0 0KL y f x x f x      – приращение ординаты кривой. 
 

Таким образом, дифференциал функции )(xfy   в точке х равен 
приращению ординаты касательной к графику функции в этой точке. 

Из рассмотренных рассуждений можно сделать следующий вывод: 
если функция )(xfy   имеет производную в точке х, то она дифференци-
руема в этой точке, причем ( ) constf x  .  

Верно и обратное утверждение: если функция )(xfy   дифференци-
руема в точке х, то она имеет производную в этой точке. 
 

12. ДИФФЕРЕНЦИАЛ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ.  
      ИНВАРИАНТНАЯ ФОРМА ЗАПИСИ ДИФФЕРЕНЦИАЛА 

 
Пусть даны функции  хfy   и  х t , тогда функция   y f t   

является сложной функцией независимой переменной t, а переменная x – 
промежуточным аргументом.  

Пусть функция  t  имеет производную в точке t, а функция 

 xfy   дифференцируема в точке х, соответствующей точке t. Тогда 

сложная функция   y f t   дифференцируема в точке t, в этом случае 

дифференциал сложной функции имеет вид 
 

  dtydy t  , т.к.      t
y f x t    , тогда 

 

   
 

  .
dy f x t dt

dy f x dx
dх t dt

       
  

                     (12.1) 

 

Вывод: форма записи дифференциала не зависит от того, будет ли х 
зависимой переменной или функцией от другой переменной, в связи с чем 
форма записи (12.1) называется инвариантной формой записи дифферен-
циала. 

Примечание. Если х  – независимая переменная, то ххd  , а если х  

зависит от другой переменной, то ххd  . 
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ПРИМЕР 12.1. 

Найти дифференциал функции  4 3sin , tg 2ty х x t   . 

РЕШЕНИЕ 
Дифференциал функции определяется по формуле   xdxfyd  .  
Шаг 1. Найдем производную  xf  :  

 

           xxxxxxf cossin4sinsin4sin 334 


 . 
 

Шаг 2. Найдем xd :  
 

   
   t

t

t

t

t

t

t

t
xtdtxхd

2cos

2ln23

2cos

2
,

32

2

32

3










 . 

 

Шаг 3. Применим формулу      dttxxfxdxfyd  , получим 
 

 dt
t

t
xxyd

t

t

2cos

2ln23
cossin4

32

2
3




 . 

 

Шаг 4. Подставим в полученное выражение  3tg 2tx t  :  
 

       
2

3 3 3
2 3

3 2 ln 2
4sin tg 2 cos tg 2

cos 2

t
t t

t

t
d y t t dt

t


    


. 

 

ОТВЕТ  

       
2

3 3 3
2 3

3 2 ln 2
4sin tg 2 cos tg 2

cos 2

t
t t

t

t
d y t t dt

t


    


 ■ 

 
13. ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
      С ПОМОЩЬЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛА 
 
Во многих задачах вместо приращения функции в точке рассматри-

вают дифференциал функции в этой точке, т.е. хdх  . Как уже отмеча-
лось выше, дифференциал функции отличается от приращения на беско-
нечно малую величину по сравнению с хd . Если приращение х  мало по 
абсолютной величине, то приращение функции приближенно равно ее 
дифференциалу:  
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,

0,

α 0

у f x x f x f x x x

f x f x x f x f x x

x

         


       
  

. 

 

Учитывая, что хdх  , получим      dxxfxfxxf  .  
Таким образом, приближенное значение функции в точке 0х  при ма-

лом приращении x  вычисляется по формуле 
 

     0 0 0f x x f x f x x     .                          (13.1) 
 

Относительная погрешность приближенного вычисления  , %, 
определяется по формуле  

 

100
у d y

d y

 
   .                                            (13.2) 

 

ПРИМЕР 13.1. 
Вычислить приближенно значение 3 95,7  до трех знаков после запя-

той, оценить допущенную относительную погрешность  . 
РЕШЕНИЕ 
Приближенное вычисление произведем с помощью формулы (13.1). 
Шаг 1. Представим величину 3 95,7  в виде функции 3 ху  ,  

где 95,7х . Положим, что 0 7,95х х х    .  

Пусть 0 8х  . Так как известно значение , то 
05,0895,7  х .  

Шаг 2. Выполним необходимые вычисления: 
 

  3
0 8 2f x   , 

 

   
3 2

3

2
3

3

1

3

1

х
ххxf 





 (приложение 3), 

 

 
 

0 2 3 2 23 2
3 3 3

0

1 1 1 1 1

123 23 88 3 2 3 2

f х

х


     


  

. 

 

Шаг 3. Подставим полученные значения в формулу (13.1), получим 

  99574,100426,02
240
1

2
100

5
12
1

205,0
12
1

297,73  . 

283 
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Шаг 4. Оценим относительную погрешность вычисления  , %:  
 

 0d y f x x  , 
 

  00426,0
240
1

05,0
12
1

yd , 

 

   0 0y f x x f x    , 
 

. 
 

Используя формулу (13.2), получим 
 

 0,004 0,00426 0,00026
100 100 0,061 100 6,1

0,00426 0,00426

  
       

 
 %. 

 

ОТВЕТ  
996,197,73   с относительной погрешностью δ = 6,1 %                    ■ 

 

ПРИМЕР 13.2. 
Вычислить приближенно значение arctg1,3  до трех знаков после за-

пятой, оценить допущенную относительную погрешность  . 
РЕШЕНИЕ 
Приближенное вычисление произведем с помощью формулы (13.1). 
Шаг 1. Представим величину arctg1,3  в виде функции arctgу x .  
Согласно условию задачи 0 1,3х х х    . Пусть 0 1х  . Так как из-

вестно табличное значение arctg1
4


  (приложение 1), то 3,013,1  х .  

Шаг 2. Выполним необходимые вычисления:  
 

 0 arctg1
4

f x


  , 
 

    2

1
arctg

1
f x x

x

  


, 
 

 
 0 2

0

1 1 1
0,5

1 1 21 11

f х

х

    


. 

Шаг 3. Подставим полученные значения в формулу (13.1), получим  
 

arctg1,3 0,5 0,3 0,78539 0,15 0,935398 0,935
4


       . 

 

004,02996,1  y
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Шаг 4. Оценим относительную погрешность вычисления  , %:  
 

 0d y f x x  , 
 

15,03,05,0 yd , 
 

   0 0y f x x f x     , 
 

0,935 0,149402 0,149
4

у


     . 

 

Используя формулу (13.2), получим 
 

0,149 0,15 0,001
100 100 0,006 100 0,6

0,15 0,15

 
         %. 

 

ОТВЕТ 
arctg1,3 0,935  с относительной погрешностью 0,6 %               ■ 
 
14. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 
Пусть функция  xfy   дифференцируема на некотором промежут-

ке  ba; , тогда ее производная  xfy   является некоторой функцией на 
данном промежутке. Допустим, что функцию  xfy   в рассматриваемом 
промежутке можно продифференцировать еще раз, тогда производная 

     хfу  от производной функции в точке х называется второй произ-
водной функции  xfy   или производной второго порядка в этой точке и 

обозначается как y  ,  xf  ,  
2

2

хd

yd
  или 

 
2

2

хd

xfd
. 

 

Таким образом, по определению 
 

  уy  или 









хd

уd

хd

d

хd

уd
2

2

. 

 

Производная от производной второго порядка называется третьей 
производной или производной третьего порядка и обозначается как 

 

  уy  или 









2

2

3

3

хd

уd

хd

d

хd

уd
. 
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Аналогично n-производной или производной n-го порядка функции 
 xfy   в точке х называется производная от производной (n – 1)-го по-

рядка в этой точке и обозначается как  ny ,    xf n ,  
n

n

хd

yd
 или 

 
n

n

хd

xfd
. 

Таким образом, по определению производной 
 

     1nn уy  или 







 



1

1

n

n

n

n

хd

уd

хd

d

хd

уd
. 

 

Если функции  xuu   и  xvv   дифференцируемы n раз, то имеют 
место формулы Лейбница 

 

      nnn vCuCvCuC 2121  , 
 

          nn
n

n
n

nn vuvuCvuСvuvu   2211 . 
 

Если функция задана параметрически с помощью системы уравне-

ний 
( )

( )

у g t

х t


  

, то ее производные высших порядков вычисляются последо-

вательно по следующим формулам: 

‒ производная первого порядка 
t

t
х x

y
у




 ; 

‒ производная второго порядка 
 

t

tх
хх x

y
у




 ; 

‒ производная третьего порядка 
 

t

txx
ххx x

y
у




  и т.д. 

Примечание. При 3,2,1  nnn  порядок производной обознача-

ется штрихами, а при 4n   – арабской цифрой, записанной в скобках, или рим-
ской цифрой. Например, производная третьего порядка обозначается как у  , 

производная седьмого порядка –  7у . 
 

ПРИМЕР 14.1. 
Найти производную второго порядка функции  xхy 3ln 2  . 
РЕШЕНИЕ 

Производная второго порядка определяется по формуле   уy .  
Шаг 1. Найдем производную первого порядка  xfу  :  
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xх

х

xх

xх
xхy

3

32

3

3
3ln

22

2
2













 . 

 

Шаг 2. Найдем производную второго порядка    xfу :  
 

       
 





















22

22

2
3

332332

3

32

xх

xххxхх

xх

х
y  

 
     

 
 

 












22

22

22

2

3

912462

3

323232

xх

хххх

xх

ххxх
 

 

   22

2

22

22

3

962

3

912462

xх

хх

xх

хххх











 22

2

3

962

хх

хх




 . 

 

ОТВЕТ  

 22

2

3

962

хх

хх
у




  ■ 

 

ПРИМЕР 14.2. 
Найти производную третьего порядка функции xxy x sin4ln3  . 
РЕШЕНИЕ 
Производная третьего порядка определяется по формулам 

 

  уy ,   . 
 

Шаг 1. Найдем производную первого порядка  xfу  :  
 

       





 xxxxy xx sin4ln3sin4ln3 x
x

x cos4
1

3ln3  . 

 

Шаг 2. Найдем производную второго порядка   уу :  
 

      













   xхx

x
у xx cos433lncos4

1
3ln3 1

 
 

      xхxх xx sin433lnsin43ln33ln 2211   . 
 

Шаг 3. Найдем производную третьего порядка   уу :  

  уy
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  xхxху xx sin433lnsin433ln 2222  
 

  xхxх xx cos4233lncos423ln33ln 33122   . 
 

ОТВЕТ  
xху x cos4233ln 33    ■ 

 

ПРИМЕР 14.3. 

Найти yd 3 , если 







.0,ln

,5

ttх

tу
 

РЕШЕНИЕ 

Шаг 1. Найдем производную первого порядка согласно формуле 
t

t
х x

y
у




 : 

 

 
 

54
4

45

55
1

5
1

ln

5
ttt

t

t
у

t
tx

ttу
х

t

t
















, 

 
55tyx  . 

 

Шаг 2. Найдем производную второго порядка согласно формуле 

 
t

tх
хх x

y
у




 : 

 

   
 

54
4

45

2525
1

25
1

ln

255
ttt

t

t
у

t
tx

ttу
хх

t

tх
















. 

 

Шаг 3. Найдем производную третьего порядка согласно формуле 

 
t

txx
ххx x

y
у




 : 

 

   
 

54
4

45

125125
1

125
1

ln

12525
ttt

t

t
у

t
tx

tty
ххx

t

txx
















. 

 

ОТВЕТ  
5125tуххx   ■ 
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15. МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ  
      ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Производная второго порядка имеет простой механический смысл. 

Если известен закон прямолинейного движения, то скорость в момент вре-
мени t равна производной первого порядка пути по времени t: 

 

 
td
sd

tv  . 

 

Производная второго порядка пути по времени есть ускорение дви-
жения в момент времени t: 

 

    
td

vd

td

sd

dt

d

td

sd
tvtw t 










2

2

. 

 

ПРИМЕР 15.1. 
Закон прямолинейного движения материальной точки, начиная с мо-

мента времени 0t , определяется формулой 323 tts   (м). Какую ско-
рость и ускорение будет иметь точка через 4 с после начала движения? 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем закон изменения скорости.  
Скорость движения материальной точки равна производной первого 

порядка закона движения по времени t: 
 

)(tsV  , 
 

232 36)3( ttttV t  . 
 

Шаг 2. Найдем скорость движения через 4 с: 
 

7248244346)4( 2 V  м/с. 
 

Шаг 3. Найдем закон изменения ускорения.  
Ускорение движения материальной точки равно производной второго 

порядка закона движения по времени t или производной первого порядка 
скорости движения по времени t: 

 

)(tsW   или )(tvW  , 
 

tttW 66)36( 2  . 
 

Шаг 4. Найдем ускорение движения через 4 с:  
 

30246466)4( W  м/с2. 
ОТВЕТ 

72)4( V  м/с, 30)4( W  м/с2. ■ 
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16. ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

Рассмотрим функцию  xfу  , где х – независимая переменная. 
Дифференциалом второго порядка функции  xfу   называется диффе-
ренциал от ее первого дифференциала yd : 

 

  22 dxydydyd  .                                   (16.1) 
 

Аналогично дифференциалом третьего порядка функции  xfу   

называется дифференциал от дифференциала второго порядка yd 2 : 
 

  323 dxyyddyd   и т.д. 
 

Если дифференциал  1n -го порядка определен, то дифференциал 
n-го порядка равен дифференциалу от дифференциала  1n  порядка 

yd n 1 : 
 

    nnnn dxyyddyd  1 . 
 

Если переменная х – функция переменной ( )х t  , то дифференциал 
функции может отличаться от приращения аргумента: xхd  . В этом 
случае: 

‒ дифференциал второго порядка вычисляется по формуле  
 

        xdydxydxdydxdxydxyddydyd 222  ;    (16.2) 
 

‒ аналогично вычисляется дифференциал третьего порядка:  
 

    xdyxxddyxddydxyyd 32233  . 
 

Отметим, что для дифференциалов второго и более высокого поряд-
ков нарушается инвариантность формы. 

Примечание. Записи yd n  и  ydd n 1  идентичны, т.е.  yddyd nn 1 , 

они означают дифференциал n-го порядка, а запись  nyd  означает n-ю сте-

пень дифференциала первого порядка. 
 

ПРИМЕР 16.1. 

Для функции 
2хy е  найти уd 2 , где х – независимая переменная. 

РЕШЕНИЕ 
Дифференциал второго порядка вычисляется по формуле (16.1). 
Шаг 1. Найдем производную первого порядка: 
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2 2 2 22 2 2x x x xy e e x e x xe   
 

          . 
 

Шаг 2. Найдем производную второго порядка: 
 

       2 2 2 2

2 2 2x x x xy xe xe x e x e   
   

          
 

 

 

        2 2 2 2 2 22 22 2 2 2 2x x x x x xe x e х e x e х e x e      
            

 
 

 

   2 22 22 1 2 2 2 1x xe x e x      . 
 

Применим формулу дифференциала второго порядка (16.1): 
 

 22 2 22 2 1xd y e x dx  . 
 

ОТВЕТ 

 22 2 22 2 1xd y e x dx   ■ 
 

ПРИМЕР 16.2. 
Для функции 824 23  ххy  найти yd 2 , где х – функция перемен-

ной t. 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Дифференциал второго порядка вычисляется по формуле (16.2). 
Найдем производную первого порядка: 

 

  ххххy 412824 223 


 . 
 

Шаг 2. Найдем производную второго порядка: 
 

  424412 2 


 хххy . 
 

Применим формулу дифференциала второго порядка (16.2): 
 

     xdххdxхyd 2222 412424  . 
 

ОТВЕТ 

     xdххdxхyd 2222 412424    ■ 
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17. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ  
      ПРЕДЕЛОВ 
 
Применение производных при вычислении пределов облегчает вы-

числение пределов, содержащих такие неопределенности, как 
 









0
0

, 









,  0 ,  1 ,  00 ,  0 . 

 

17.1. Правило Лопиталя.  

         Раскрытие неопределенностей 
0

0
 
 
 

  и 
 

  
 

 

Рассмотрим отношение 
 
 xg

xf
. Пусть функции  xf  и  xg  в некото-

рой точке 0х х  равны нулю или бесконечности. Тогда отношение 
 
 xg

xf
 

не имеет смысла, но предел этого отношения, как известно, может суще-

ствовать, для этого необходимо раскрыть неопределенности 







0
0

 или 









. 

Рассмотрим правило Лопиталя (п.Л.), которое на практике суще-
ственно облегчает вычисление указанных пределов.  

Правило Лопиталя  
Если функции  xf  и  xg  дифференцируемы в окрестности точки 

0х х , то предел отношения функций при 0х х  равен пределу отноше-
ния их производных, если последний предел (конечный или бесконечный) 
существует: 

 

 
 

 
 0 0

0 п.Л.
lim или lim

0x х x х

f x f x

g x g x 

     
. 

 

Если же окажется, что после применения правила Лопиталя неопре-
деленность не устранится, то правило Лопиталя применяется повторно:  

 

 
 

 
 

 
 0 0 0

0 п.Л. 0 п.Л.
lim или lim или lim

0 0x х x х x х

f x f x f x

g x g x g x  

              
. 

 
Примечание. В тех случаях, когда после применения правила Лопиталя 

не удается раскрыть неопределенность, правило Лопиталя может применяться 
до тех пор, пока неопределенность не будет устранена. 
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ПРИМЕР 17.1.1. 

Вычислить предел 
43

lim
2  хх

ех

x
. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг. 1. Подставим предельное значение: 

 



















 4343
lim

22

е

хх

ех

x
. 

 

Констатируем неопределенность 









.  

Шаг. 2. Применим правило Лопиталя: 
 

 
 

2
2

п.Л.
lim lim lim

2 33 4 3 4

хх х

x x x

ее е

хх х х х
  


                 

. 

 

Шаг. 3. Неопределенность не устранена, в связи с чем вновь приме-
ним правило Лопиталя: 

 

 
 







 














  22

lim
32

lim
32

lim
х

x

х

x

х

x

е

х

е

х

е
. 

 

ОТВЕТ 


 43

lim
2 хх

ех

x
 ■ 

 

ПРИМЕР 17.1.2. 

Вычислить предел 
xх

x
x 7sin

7cos1
lim

0




. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг. 1. Подставим предельное значение (приложение 1): 

 


















 0

0

0

11

0sin0

0cos1

7sin

7cos1
lim

0 xх

x
x

. 

 

Констатируем неопределенность 







0

0
.  

Шаг. 2. Применим правило Лопиталя: 
 

 
 

 
 0 0 0

1 cos7 1 cos71 cos7 0 п.Л.
lim lim lim

sin7 0 sin7 sin7 sin7x x x

x xx

х x х x х x х x  
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      77cos7sin

77sin
lim

77cos7sin1

77sin0
lim

00 







 xхx

x

xxхx

xx
xx

. 

 

Шаг. 3. Подставим предельное значение: 
 

  



















 0

0

00

07

0cos070sin

0sin7

7cos77sin

7sin7
lim

0 xхx

x
x

. 

 

Шаг. 4. Неопределенность не устранена, в связи с чем вновь приме-
ним правило Лопиталя: 

 

 
 

  0 0

7 sin 77 sin7 0 п.Л.
lim lim

sin 7 7 cos7 0 sin 7 7 cos7x x

xx

x х x x х x 

        
 

 

 
    






 ххx

x
x 7cos77sin

7sin7
lim

0
 

 

 
      0

7 соs7 7
lim

соs7 7 7 cos7 cos7x

х x

х x х х х х


     

 

 

      0

7 соs7 7
lim

соs7 7 7 1 cos7 sin 7 7x

х

х х х x х

 
        

 

 

 0

49соs7
lim

7соs7 7 cos7 sin 7 7x

х

х х х x


    
. 

 

Шаг. 5. Подставим предельное значение: 
 

   0

49соs7 49 соs0
lim

7соs7 7 cos7 7 sin 7 7соs0 7 cos0 7 0 sin 0x

х

х х х x


 

        
 

 

  2

7

14

49

77

49

01717

149








 . 

 

ОТВЕТ  

2

7

7sin

7cos1
lim

0



 xх

x
x

 ■ 
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17.2. Раскрытие неопределенностей  0   и  0  
 

Раскрытие неопределенностей вида  0  или  0  можно свести к 

вышерассмотренным неопределенностям 







0
0

 или 









, применив про-

стейшее алгебраическое преобразование. 
Используем следующие правила вычисления пределов: 

‒ правило 1 (п.1): 
0

С
   − частное от деления постоянной величины 

на бесконечно малую величину есть величина бесконечно большая; 

‒ правило 2 (п.2): 0
C



 − частное от деления постоянной величины 

на бесконечно большую величину есть величина бесконечно малая. 
Предположим, что  

0

lim 0
x х

f x


 , а  
0

lim g
x х

x


  , тогда  

 

     

 

 
 

 

0

0

0

0 п.2 0
lim ,

1 01
g

lim g 0
g п.1

lim .
11
0

x х

x х

x х

f x

x
f x x

x

f x







                     
           

       

 

 

ПРИМЕР 17.2.1. 
Вычислить правосторонний предел xх

x
lnlim

0
. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг. 1. Подставим предельное значение (приложения 1, 5, 6): 

 

 


0lnlim
0

xх
x

. 
 

Констатируем неопределенность  0 .  
Шаг. 2. Преобразуем выражение: 

 

0 0

ln ln 0 п.1
lim ln lim

1 1
0

x x

x
х x

х
   

         
   
   

. 

 

Данное преобразование позволяет применить правило Лопиталя. 
Шаг. 3. Применим правило Лопиталя:  
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1 10 0 0 01 1

1 1
lnln п.Л.

lim lim lim lim
1x x x x

xx х х
хх х

х

         


          

 
 

 

 

2

0 1

1

lim

х

х
x 




0limlim
0

2

0



х

х

х
xx

. 

 

ОТВЕТ 
0lnlim

0



xх

x
 ■ 

 

ПРИМЕР 17.2.2. 
Вычислить предел 3

0
lim ctg
x

x x


. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг. 1. Подставим предельное значение (приложения 1, 5, 6): 

 

 3 3

0
lim ctg 0 ctg0 0
x

x x


    . 

 

Констатируем неопределенность  0 .  
Шаг. 2. Преобразуем выражение: 

 
3 3 3

3

0 0 0

0 0
lim ctg lim lim

1 tg tg0 0
ctg

x x x

x x
x x

x
x

  

      
 

. 

 

Данное преобразование дает неопределенность 







0

0
 и позволяет 

применить правило Лопиталя. 
Шаг. 3. Применим правило Лопиталя:  

 

 
 

33 2
2 2

0 0 0 0
2

0 п.Л. 3
lim lim lim lim 3 cos

1tg 0 tg
cos

x x x x

xx x
x x

x x
x

   


       

 

 

01030cos03 22  . 
 

ОТВЕТ 
3

0
lim ctg 0
x

x x


 . ■ 
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18. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ К ИССЛЕДОВАНИЮ  
      ФУНКЦИЙ 

 
Одной из наиболее важных задач дифференциального исчисления 

является задача исследования поведения функций. 
Рассмотрим основные теоремы о дифференцируемых функциях, 

опуская при этом доказательства. 
 

18.1. Основные теоремы о дифференцируемых функциях 
 

Теорема Ролля  
Если функция  xfу   непрерывна на отрезке  bа; , дифференциру-

ема на интервале  bа,  и значения функции на границах отрезка равны 

   bfаf  , то существует такая точка  0 ;х a b , в которой производная 

первого порядка функции  xfу   равна нулю:  0 0f x  . 

Геометрический смысл теоремы Ролля указывает на тот факт, что если 
условия теоремы выполняются, то на интервале существует такая точка 

 0 ;х a b , что в точке   0 0;M х f х  кривой  xfу   касательная парал-

лельна оси 0Х (рис. 18.1). 

Примечание. Теорема Ролля утверждает о существовании по крайней 
мере одной точки, в которой производная первого порядка равна нулю, хотя та-
ких точек может быть несколько (см. рис. 18.1).  

 

Рис. 18.1. Геометрическая интерпретация теоремы Ролля 

 f (a) = f (b) 

y

0  b 
 x 

y = f (x)

a x0 
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Теорема Лагранжа  
Если функция  xfу   непрерывна на отрезке  bа; , дифференциру-

ема на интервале  bа, , то на этом интервале найдется по крайней мере од-

на точка  0 ;х a b , в которой выполняется условие 
 

     0
f b f a

f x
b a





. 

 

Другими словами, если на некотором отрезке выполняется условие 
теоремы, то отношение приращения функции к приращению аргумента на 
этом отрезке равно значению производной первого порядка в промежуточ-
ной точке  0 ;х a b . 

Геометрический смысл теоремы Лагранжа заключается в том, что 

отношение 
   

ab

afbf




 равно угловому коэффициенту секущей АВ (рис. 18.2). 

Если функция  xfу   удовлетворяет условиям теоремы Лагранжа, 
то на интервале  bа,  существует по крайней мере одна точка, такая, что в 

соответствующей точке   0 0;M х f х  кривой  xfу   касательная парал-

лельна секущей, соединяющей точки   afaA ;  и   bfbB ; . 
Из теоремы следует, что если функция непрерывна на отрезке  bа;  

и ее производная первого порядка равна нулю на интервале  bа, , то 
функция постоянна на отрезке  bа; . 

Рис. 18.2. Геометрическая интерпретация теоремы Лагранжа

y 

0  b x 

y = f (x) 

a  x0 

А 

В

 М 

 f (b) 

f (a) 

f (x0) 
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Теорема Коши  
Если функции  xfу   и  xgу   непрерывны на отрезке  bа; , 

дифференцируемы на интервале  bа,  и   0xg  на этом интервале, то 

существует по крайней мере одна точка  0 ;х a b , такая, что 

   
   

 
 

0

0

f xf b f a

g b g a g x





, т.е. отношение приращений функций на данном от-

резке равно отношению их производных в точке 0х . 

Соотношение 
   
   

 
 

0

0

f xf b f a

g b g a g x





 называется формулой Коши. 

Примечание. Теорему Лагранжа можно рассматривать как частный слу-
чай теоремы Коши, если   хxg  , а теорему Ролля – как частный случай тео-

ремы Лагранжа. 
 
18.2. Возрастание и убывание дифференцируемой  
         функции 
 
Функция  xfу   называется возрастающей на данном промежутке, 

если для любых двух точек 21, хх  из этого промежутка выполняется усло-
вие 

 

      1212 хfхfхх  , 
 

т.е. большему значению аргумента соответствует большее значение функ-
ции (рис. 18.3, а). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 18.3. Геометрическая интерпретация монотонности функций:
а – возрастающей; б – убывающей  

y 

0  х2  x 

y = f (x)

х1 

f (х2) 

f (х1) 

а) 

y

0 х1  x 

y = f (x) 

х2 

f (х1)

f (х2)

б)
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Функция  xfу   называется убывающей на данном промежутке, 
если для любых двух точек 21, хх  из этого промежутка выполняется условие  

 

      1212 хfхfхх  , 
 

т.е. большему значению аргумента соответствует меньшее значение функ-
ции (рис. 18.3, б). 

Промежутки, на которых функция  xfу   возрастает (убывает), 
называются промежутками монотонности. 

 

Необходимое и достаточное условия возрастания и убывания 
дифференцируемой функции 

Пусть функция  xfу   непрерывна и дифференцируема на некото-
ром отрезке  bа; .  

Для того чтобы функция  xfу   не убывала на отрезке  da; , необ-
ходимо, чтобы в любой точке х этого промежутка выполнялось условие 
  0 xf  (рис. 18.4).  

Для того чтобы функция  xfу   возрастала на отрезке  bd ; , до-
статочно, чтобы в любой точке х этого промежутка выполнялось условие  
  0 xf  (см. рис. 18.4). 

Для того чтобы функция  xfу   не возрастала на отрезке  dа; , 
необходимо, чтобы в любой точке х этого промежутка выполнялось усло-
вие   0 xf  (рис. 18.5). 

Для того чтобы функция  xfу   убывала на отрезке  bd ; , доста-
точно, чтобы в любой точке х этого промежутка выполнялось условие 
  0 xf  (см. рис. 18.5). 

Рис. 18.4. Интервалы монотонности функции: 
на отрезке [a; d] функция не убывает; 
на отрезке [d; b] функция возрастает 

y

0  d  x 

y = f (x)

a 

f (b)

f (a)

b 
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Если производная первого порядка функции непрерывна, то разде-
лять интервалы монотонности могут только те точки, в которых производ-
ная равна нулю (   0 xf ), т.к. перемена знака возможна лишь при пере-
ходе через нуль.  

Если не требовать непрерывности производной функции, то интер-
валы монотонности могут разделять точки, в которых производная первого 
порядка не существует.  

Точка, в которой производная первого порядка равна нулю или не 
существует, называется стационарной точкой первого рода (или крити-
ческой). 

На рис. 18.6 изображен график функции, у которой интервалы моно-
тонности разделяются двумя стационарными точками:  

1) сх 1 , в которой производная первого порядка равна нулю: 
  0 сf ; 

2) 2 0х х , в которой производная первого порядка не существует.  
Касательная, проведенная к графику функции в точке сх 1 , парал-

лельна оси 0Х. 
Обобщая вышеуказанные сведения, сформулируем алгоритм иссле-

дования функции на монотонность: 
1) найти стационарные точки, в которых производная первого порядка 

равна нулю или не существует, для чего решить уравнение   0 xf . Ста-
ционарные точки разбивают область определения функции (ООФ)  xfу   
на промежутки, в каждом из которых производная первого порядка сохра-
няет знак;  

2) определить знак производной первого порядка на каждом проме-
жутке: 

Рис. 18.5. Интервалы монотонности функции: 
на отрезке [a; d] функция не возрастает; 

на отрезке [d; b] функция убывает 

y

0  d   x 

y = f (x)

a 

f (d)

f (b) 

b 

f (a)
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‒ если   0 xf , то функция  xfу   возрастает; 
‒ если   0 xf , то функция  xfу   убывает. 

В задачах, связанных с отысканием интервалов монотонности, 
возрастание и убывание функции на соответствующем интервале числовой 
оси 0Х будем символически обозначать наклонной стрелкой с направле-
нием вверх или вниз (рис. 18.7).  

 

  

 

Рис. 18.7. Интервалы монотонности функции: 
а – интервал возрастания функции  ;a b ; 

б – интервал убывания функции  ;c d  
 

ПРИМЕР 18.2.1. 

Исследовать функцию х
х

у 
1

 на монотонность. 

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем ООФ, которая регламентируется выполнением сле-

дующего условия (приложение 4): знаменатель дроби отличен от нуля 
( 0)х  . 

ООФ:     ;00;х . 
Шаг 2. Найдем стационарные точки первого рода (приложение 3):  

Рис. 18.6. Интервалы монотонности:

на отрезке   и полуинтервале   функция возрастает; 

на полуинтервале   функция убывает 

y 

0  x0 x a  c  b 

с d 

‐
a  b 

+ а)  б)
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     1 1 1 2
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х х х
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Решим уравнение:  
 

0у , 
 

0
1

1
1

2

2

2





х

х

х
у , 

 

01 2  х , 
 

12 х , 
 

1х . 
 

Учтем, что у  не существует при 02 х , т.е. 0х . 
Таким образом, имеем три стационарные точки: 11 х , 02 х , 

13 х . Эти точки делят область определения функции на полуинтервалы 
 1;  ,  0;1 ,  1;0 ,  ;1 . 

Шаг 3. Определим знаки производной первого порядка на каждом 
промежутке. Для этого вычислим значение производной первого порядка, 
подставляя значение х, принадлежащее исследуемому полуинтервалу. 

Для полуинтервала  1;   возьмем значение 2х , имеем 
 

 
 

0
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41
1

4

1
1

2

1
2

2






у , 

 

следовательно, на данном промежутке функция возрастает. 

Для полуинтервала  0;1  возьмем значение 
2

1
х , имеем 

 

03141
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1
1

1

2
1

1

2

1
2

















у , 

 

следовательно, на данном промежутке функция убывает. 

Для полуинтервала  1;0  возьмем значение 
2

1
х , имеем 

 

03141

4

1
1

1

2
1

1

2

1
2

















у , 

 

следовательно, на данном промежутке функция убывает. 
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Для полуинтервала  ;1  возьмем значение 2х , имеем 
 

 
 

0
4

3

4

41
1

4

1
1

2

1
2

2



у , 

 

следовательно, на данном промежутке функция возрастает. 
На рис. 18.8 изображены интервалы монотонности функции. 

ОТВЕТ  
Функция возрастает при     ;11;х  и убывает при 

   1;00;1 х .                                      ■ 
 

18.3. Экстремум функции 
 

Пусть функция  xfy   непрерывна на некотором интервале  ba; . 

Точка  0 ;x a b  называется точкой локального максимума (max) функ-

ции, если существует такая δ-окрестность точки 0x , что для всех 0х x  из 

этой окрестности выполняется неравенство    0f x f x  (рис. 18.9). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 18.8. Интервалы монотонности функции   

‐1  1 0

_  _+ 

2 ‐2  ‐1/2  1/2 sign fʹ(х) 

+ 

Рис. 18.9. Экстремум функции: х0 – точка локального максимума 

max 

 y 

0  x0  x х 

 f (x0) 

 f (x) 

x0 + δx0 – δ 

 y = f (x)

max 
y

 0 x0  x х 

f (x0)

f (x)

 x0 + δ x0 – δ

 y = f (x) 
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Точка  0 ;x a b  называется точкой локального минимума (min) 

функции, если существует такая δ-окрестность точки 0x , что для всех 

0х x  из этой окрестности выполняется неравенство    0f x f x  

(рис. 18.10). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Значение функции  xfy   в точке локального максимума (миниму-

ма) называют локальным максимумом (минимумом) функции, или экстре-
мумом функции.  

На одном промежутке функция может иметь более одного экстремума, 
причем некоторый локальный максимум может быть меньше некоторого 
локального минимума.  

На рис. 18.11 изображен график функции  xfy  , имеющей на от-
резке [a; b] четыре экстремума: две точки локального максимума 31 , хх  и 
две точки локального минимума 42 , хх , причем значение функции в точке 
локального минимума 4х  больше значения функции в точке локального 
максимума 1х :    1max4min хуху  . 

Необходимое и достаточное условия существования точек экс-
тремума функции  

Необходимым условием существования экстремума дифференци-
руемой функции  xfy   в точке 0х  является равенство нулю или не су-
ществование производной первого порядка функции в этой точке.  

Напомним, что точки, в которых производная первого порядка 
функции равна нулю, называются стационарными точками первого рода 
(или критическими). Не каждая стационарная точка является точкой экс-
тремума. 

Рис. 18.10. Экстремум функции: х0 – точка локального минимума 

 y 

0  x0  x х 

 f (x0) 
min 

 f (x) 

x0 + δ x0 – δ 

y = f (x)

0  x0 x х 

f (x0)  min 

f (x)

x0 + δ x0 – δ

 y = f (x)

y
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Достаточное условие существования точек экстремума функции 
выражается тремя правилами. 

Правило 1. Если при переходе через критическую точку 0х  произ-
водная первого порядка  непрерывной функции  xf   меняет знак с плюса 
на минус, то функция имеет максимум в этой точке; если же знак меняется 
с минуса на плюс, то функция в этой точке имеет минимум. 

Примечание. Если производная  xf   при переходе через точку 0х  не 

меняет знак, то экстремума в этой точке нет. 
Правило 2. Если в критической точке 0х  производная первого по-

рядка равна нулю (  0 0f x  ) и существует производная второго порядка 

 0f x , то в этой точке функция имеет максимум, если  0 0f x  ; если же 

 0 0f x  , то функция в этой точке имеет минимум. 

Таким образом, достаточное условие существования экстремума 
можно сформулировать как 

 

 
 

0
0

0

0

0

f x
х

f x

  
  

 ‒ точка локального минимума, 

 

 
 

0
0

0

0

0

f x
х

f x

  
  

 ‒ точка локального максимума. 

Рис. 18.11. Экстремум функции  : 

 – точки локального максимума;  

 – точки локального минимума 

 х1  х3   х 

 у 

 0   х2 х4

 

max

min

min

max 

a  b 
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Правило 3. Если в критической точке 0х  функция имеет производ-

ные п-го порядка  0 0f x  ,  0 0f x  , …,    1
0 0пf x   и    0 0пf x  , 

то в этой точке наличие экстремума определяется числом n, т.е. порядком 
производной (табл. 18.1). 

 

Таблица 18.1 
 

Наличие экстремума 
 

Значение n Экстремум 
Чётное число 

0х  – точка локального максимума, если    0 0пf x  ,  

0х  – точка локального минимума, если    0 0пf x    

Нечётное число Экстремума нет 
 
Примечание. Исследование знака производной первого порядка на ин-

тервалах, разделенных стационарными точками, совпадает с нахождением ин-
тервалов монотонности функции. Это связано с тем, что точки экстремума и 
точки разрыва функции разделяют область ее определения на интервалы воз-
растания и убывания. 

Обобщая вышесказанное, сформулируем алгоритм нахождения 
экстремума функции двумя способами. 

Первый способ: 
1) найти стационарные точки, в которых производная первого порядка  

равна нулю или не существует:   0 xf ; 
2) разбить ООФ на промежутки стационарными точками, определить 

знаки производной первого порядка на полученных промежутках; 
3) если при переходе через стационарную точку производная первого 

порядка функции меняет знак, то в этой точке существует экстремум. 
Второй способ: 
1) найти стационарные точки, в которых производная первого порядка 

равна нулю или не существует:   0 xf ; 
2) применить достаточное условие существования экстремума. 

Так, в примере 18.2.1 функция х
х

у 
1

 исследовалась на монотон-

ность. На рис. 18.8 видно, что при переходе через точку 1x  функция 
имеет максимум, т.к. производная первого порядка функции меняет знак с 
плюса на минус, а в точке 1x  функция имеет минимум, т.к. производная 
первого порядка меняет знак с минуса на плюс. Стационарная точка 0x  
не является точкой экстремума, т.к. при переходе через эту точку произ-
водная первого порядка сохраняет знак. 
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ПРИМЕР 18.3.1. 
Найти экстремум функции 3xy  . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем ООФ (приложение 4): Rx . 
Шаг 2. Найдем стационарные точки: 

 

  23 3xxy 


 , 
 

0y . 
 

Решим уравнение 0у : 

03 2 х , 
 

0х . 
 

Стационарная точка 0х  делит область определения функции на 
промежутки  0; ,  ;0 . 

Шаг 3. Определим знаки производной первого порядка на каждом 
промежутке.  

Вычислим значение производной первого порядка, подставляя зна-
чение х, принадлежащее исследуемому промежутку. 

Для полуинтервала  0;  возьмем значение 1х , имеем 
 

   21 3 1 3 1 3 0у         , 
 

следовательно, на данном промежутке функция возрастает. 
Для полуинтервала  ;0  возьмем значение 1х , имеем 

 

   21 3 1 3 1 3 0у       , 
 

следовательно, на данном промежутке функция возрастает. 
На рис. 18.12 изображены интервалы возрастания функции и знаки 

производной первого порядка. 
Вывод: производная первого порядка сохраняет знак в точке 0х , 

следовательно, экстремума нет. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ОТВЕТ  
Экстремума нет ■  

Рис. 18.12. Интервалы монотонности функции   

‐1 1 0 

+ 

sign fʹ(х) 

+
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ПРИМЕР 18.3.2. 
Найти экстремум функции 33 xхy  . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем ООФ (приложение 4): Rx . 
Шаг 2. Найдем стационарные точки первого рода: 

 

  23 333 xxхy 


 . 
 

Решим уравнение 0у : 
 

033 2  х , 
 

  013 2  х , 
 

01 2  х , 
 

12 х , 
 

1х . 
 

Стационарные точки: 11 х  и 12 х . 
Шаг 3. Воспользуемся вторым достаточным условием экстремума. 

Найдем производную второго порядка: 
 

  хxy 633 2 


 . 
 

Вычислим значение производной второго порядка в стационарных 
точках: 

 

   1 6 1 6 0y        , 
 

следовательно, 1х  – точка локального минимума; 
 

 1 6 1 6 0y       , 
 

следовательно, 1х  – точка локального максимума. 
Шаг 4. Найдем экстремальные значения функции: 

 

       3
min 1 3 1 1 3 1 3 1 2y                , 

 

  2131131 3
max y . 

 

ОТВЕТ  
  21min y ,   21max y  ■ 
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18.4. Выпуклость и вогнутость функции. Точки перегиба 
 

Рассмотрим непрерывную кривую на отрезке  ba; . 
Функция  xfу   называется выпуклой на интервале, если на этом 

интервале она дифференцируема и ее график расположен ниже касатель-
ной, проведенной в любой точке данного интервала. 

Функция  xfу   называется вогнутой на интервале, если на этом 
интервале она дифференцируема и ее график расположен выше касатель-
ной, проведенной в любой точке данного интервала. 

Если функция в некоторой окрестности точки 0х  дважды непрерывно 
дифференцируема и   0 xf , то достаточным условием выпуклости или 
вогнутости кривой  xfy   в точке является неравенство: 

‒   0 xf  – график функции выпуклый, 
‒   0 xf  – график функции вогнутый. 
Достаточным условием выпуклости функции на промежутке явля-

ется отрицательность производной второго порядка в каждой точке этого 
промежутка, т.е.   0 xf . 

Достаточным условием вогнутости функции на промежутке явля-
ется положительность производной второго порядка в каждой точке этого 
промежутка, т.е.   0 xf . 

Примечание. Если на всем промежутке производная второго порядка 
равна нулю, т.е.   0 xf , то функция  xfy   линейная.  

Точки перегиба 
Точкой перегиба называется такая точка, в которой с одной стороны 

от нее кривая выпукла, а с другой – вогнута, иначе говоря, точка, в которой 
выпуклость меняется на вогнутость или наоборот. На рис. 18.13 точки 

сх   и х d  – точки перегиба, принадлежащие ООФ.  
На рис. 18.14. изображен график функции с двумя точками сх   и 

х d , в которых наблюдается разрыв второго рода. Эти точки являются 
точками перегиба. Так, слева от точки сх   наблюдается вогнутость 
функции, а справа – выпуклость; слева от точки х d  наблюдается выпук-
лость функции, а справа – вогнутость. 
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Рис. 18.14. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба функции: 
на полуинтервалах [а; с) и (d; b] функция вогнута; 

на интервале (с; d) функция выпукла; 
прямые   и   – вертикальные асимптоты; 

x = c – точка перегиба, вогнутость меняется на выпуклость; 
x = d – точка перегиба, выпуклость меняется на вогнутость 

 у 

хх2х1  са 0  b x3d

Рис. 18.13. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба функции: 
на отрезке [а; с] и [d; b] функция вогнута; 

на отрезке [с; d] функция выпукла; 
 – точка перегиба, вогнутость функции меняется на выпуклость;
 – точка перегиба, выпуклость функции меняется на вогнутость 

 y 

хх2

 

х1  с а 0  b x3 d
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Необходимое условие существования точки перегиба. Если 
 xfy   – дважды непрерывно дифференцируемая функция на некотором 

промежутке, то в точках перегиба этого промежутка производная второго 
порядка равна нулю (   0 xf ) или не существует. 

Примечание. Не каждая точка, в которой   0 xf , является точкой пе-

региба. 
Точки, в которых производная второго порядка равна нулю (   0 xf ) 

или не существует, называются стационарными точками второго рода. 
Достаточное условие существования точки перегиба. Если в не-

которой окрестности точки 0х  производная второго порядка  xf   непре-
рывна, кроме, может быть, самой точки, и при переходе через эту точку 
производная второго порядка меняет знак, то 0х  – точка перегиба кривой.  

При этом предполагается, что кривая в точке перегиба имеет каса-
тельную. Касательная в точке перегиба кривой пересекает эту кривую. 

На рис. 18.15 изображены стационарные точки второго рода: 21, хх  – 
точки перегиба, в точках 6543 ,,, хххх  перегиба нет. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примечание. Если производная второго порядка тождественно равна 

нулю (   0 xf ) на всем интервале  ba; , то функция  xfy   линейная. 

 
 
 
 

Рис. 18.15. Точки перегиба кривой:
 – точки перегиба кривой; в точках   перегиба нет 

  х х4х3х1  х2 0  х5

 у 

х6 
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Алгоритм нахождения интервалов выпуклости и вогнутости, точек 
перегиба функции: 

1) найти стационарные точки второго рода, в которых производная 
второго порядка равна нулю или не существует, для чего решить уравне-
ние   0 xf ;  

2) изобразить на числовой оси 0Х стационарные точки второго рода, 
которые разбивают ООФ на промежутки;  

3) определить знаки производной второго порядка на каждом проме-
жутке: 

‒ если   0 xf , то график функции выпуклый; 
‒ если   0 xf , то график функции вогнутый; 
4) если производная второго порядка при переходе через стационар-

ную точку меняет знак, то в этой точке констатируем перегиб функции. 
При отыскании интервалов выпуклости, вогнутости функции будем 

использовать символические обозначения (рис. 18.16).  
 

  

 

Рис. 18.16. Интервалы функции: 

а – интервал выпуклости функции  ;a b ;  

б – интервал вогнутости функции  ;c d  
 

ПРИМЕР 18.4.1.  
Найти интервалы выпуклости, вогнутости функции 3ху  . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. ООФ (приложение 4): Rх . 
Найдем стационарные точки второго рода, для чего решим уравне-

ние 0у . 
Найдем производную второго порядка:  

 

  уу , 
 

  23 3хху 


 , 
 

  хху 63 2 


 , 
 

06  ху , 
 

0х . 
 

a  b  x  c d  x 

а)  б)
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Стационарная точка делит числовую ось на два полуинтервала 
 0;  и  ;0 . 

Шаг 2. Определим знаки производной второго порядка на проме-
жутках. 

Для полуинтервала  0;  возьмем значение 1х , имеем 
 

   1 6 1 6 0у        , 
 

следовательно, на данном промежутке график функции выпуклый. 
Для полуинтервала  ;0  возьмем значение 1х , имеем 

 

  06161 у , 
 

следовательно, на данном промежутке график функция вогнутый. 
Шаг 3. При переходе через стационарную точку второго рода 0х  

производная второго порядка меняет знак с минуса на плюс, следователь-
но, 0х  – точка перегиба. 

Результаты исследования изображены на рис. 18.17. 

ОТВЕТ 
 0;  – полуинтервал выпуклости,  ;0  – полуинтервал вогнуто-

сти, 0х  – точка перегиба                                   ■ 
 

18.5. Общая схема исследования функции и построение  
         ее графика 

 
Исследование функции  xfу   и построение ее графика удобно 

проводить по следующей схеме: 
1) Исследовать функцию на четность, нечетность. Если выполняется 

равенство: 
‒    xyxy  , то функция четная, исследование достаточно прове-

сти на промежутке  ;0 , график функции симметричен относительно оси 
0Y (зеркальное отображение); 

‒    xyxy  , то функция нечетная, исследование достаточно 
провести на промежутке  ;0 , график функции симметричен относительно 
начала координат; 

0

Рис. 18.17. Точка перегиба 
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‒ если условие четности или нечетности не выполняется, то функ-
ция общего вида, симметрии нет, исследование провести на всей числовой 
оси 0Х. 

2) Исследовать функцию на периодичность. Например, для функции 
siny x  период Т = 2. Согласно свойству периодической функции период 

функции kxy sin  будет равен 
2

Т
k


 . Период изменяется от 2 до 2

k
 , 

что приводит к растяжению графика при 1k  и к сжатию графика при 

1k . Исследование достаточно провести на периоде 
2

0;
k

 
  

. 

3) Найти область определения функции (приложение 4). 
4) Исследовать функцию на непрерывность (приложения 5, 6). Как 

правило, в точках, в которых функция не определена, наблюдается разрыв 
второго рода, наличие вертикальных асимптот. 

5) Найти точки пересечения функции с осями системы координат: 
‒ с осью 0Х: точки  0;ii хМ  определяются из уравнения   0xf ; 

‒ с осью 0Y: точки  jj yМ ;0  определяются путем вычисления зна-

чения функции при 0x ,   jyy 0 . 

6) Выяснить наличие асимптот. Исследовать поведение функции 
 y f x  на бесконечности, вычислив пределы (приложения 5, 6). Уравне-

ние горизонтальной асимптоты сy  , где  xfс
x 

 lim  – правая горизон-

тальная асимптота,  xfс
x 

 lim  – левая горизонтальная асимптота.  

График функции имеет односторонние горизонтальные асимптоты 
лишь тогда, когда соответствующий предел конечен. Если предел равен 
бесконечности, то горизонтальной асимптоты нет.  

Часто правая и левая горизонтальная асимптоты совпадают. 
Уравнение наклонной асимптоты bxky  , где 

 

 

 
lim

x
x

f x
k

х 
  

 , 

 

 

  lim .
x
x

b f x kx
 
  

   

 

График функции имеет наклонную асимптоту лишь тогда, когда оба 
предела конечны. Если хотя бы один из пределов равен бесконечности, то 
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наклонной асимптоты нет. Если 0k  , то наклонная асимптота bxky   
преобразуется в горизонтальную асимптоту с уравнением y b . 

7) Исследовать промежутки монотонности, стационарные точки пер-
вого рода, точки экстремума: 

‒ найти производную первого порядка  xfу  ; 
‒ решить уравнение   0 xf , корни уравнения являются стацио-

нарными точками первого рода; 
‒ на числовой оси изобразить стационарные точки и точки, в кото-

рых производная первого порядка не существует, получить промежутки 
монотонности, определить знаки производной первого порядка на полу-
ченных интервалах.  

Если на промежутке   0 xf , то функция возрастает.  
Если на промежутке   0 xf , то функция убывает. 
‒ Если производная  xf   при переходе через стационарную точку, 

например 0х , меняет знак с плюса на минус, то 0х  – точка локального мак-

симума. Вычислить ее координаты:  max 0 0y x y . 

Если производная  xf   при переходе через стационарную точку 0х  
меняет знак с минуса на плюс, то 0х  – точка локального минимума. Вы-

числить ее координаты:  min 0 0y x y . 

8) Исследовать промежутки выпуклости, вогнутости графика функ-
ции, точки перегиба: 

‒ найти производную второго порядка    xfу ; 
‒ решить уравнение   0 xf , корни уравнения являются стацио-

нарными точками второго рода; 
‒ на числовой оси изобразить стационарные точки второго рода и 

точки, в которых производная второго порядка не существует, получить 
промежутки выпуклости, вогнутости, определить знаки производной вто-
рого порядка на полученных интервалах. 

Если на промежутке   0 xf , то график функции выпуклый. 
Если на промежутке   0 xf , то график функции вогнутый. 
‒ Если производная второго порядка  xf   при переходе через ста-

ционарную точку, например 0х , меняет знак, то 0х  – точка перегиба. Вы-

числить ее координаты:  0 0y x y . 

9) Составить сводную таблицу. Результаты исследования занести в 
сводную таблицу, в которой строго по ранжиру путем чередования отобра-
зить все критические точки 1-го и 2-го рода и полученные при этом про-
межутки, при необходимости вычислить координаты вспомогательных то-
чек. 
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10) Построить график функции. Построение целесообразно прово-
дить в следующей последовательности: 

‒ изобразить точки пересечения с осями координат, точки экстре-
мума, точки перегиба; 

‒ построить асимптоты и их визуализацию пунктирными линиями; 
‒ изобразить вспомогательные точки (при необходимости);  
‒ изобразить фрагменты графика функции вблизи стационарных то-

чек и асимптот; 
‒ применить свойство симметрии; 
‒ провести плавные соединительные линии с учетом поведения 

функции вблизи асимптот, получить график функции. 
 

ПРИМЕР 18.5.1.  

Провести полное исследование функции 
 21

12





x

x
y  и построить ее 

график. 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Исследуем функцию на четность, нечетность: 

 

   
    

 
   2222 1

12

1

12

1

12

1

12

















х

х

х

х

х

х

х

х
xy . 

 

Вывод:    хуху  , следовательно, функция не является четной; 
   хуху  , следовательно, функция не является нечетной. 

Условие четности и нечетности не выполняется, следовательно, 

функция 
 21

12





x

x
y  общего вида, симметрии нет. 

Шаг 2. Функция непериодическая. 
Шаг 3. Определим ООФ (приложение 4): 

 

 21 0х   , 
 

1x . 
 

ООФ:     ;11;x . 
Шаг 4. Проанализируем непрерывность функции, для чего исследу-

ем точку разрыва 1x , вычислим односторонние пределы функции в этой 
точке (приложение 5): 

 

   2 21 1

пр.12 1 2 1 1 1
lim lim

01 1 1x x

x

x   

  
  

 
, 
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   2 21 1

пр.12 1 2 1 1 1
lim lim

01 1 1x x

x

x   

  
  

 
. 

 

Вывод: 1x  – точка разрыва 2-го рода, прямая 1x  – вертикальная 
асимптота. 

Шаг 5. Исследуем точки пересечения функции с осями системы ко-
ординат: 

‒ с осью 0Х: решим уравнение   0xf : 
 

 
0

1

12
2





x

x
, 

 

012 x , 
 

12 x , 
 

21x . 
 

Получили точку  0;211М ; 
‒ с осью 0Y: вычислим значение функции при 0x : 

 

 
   

1
1

1

1

10

10

102
0

22












y . 

 

Получили точку  1;02 М . 
Шаг 6. Исследуем наличие асимптот: 
1) наличие горизонтальной асимптоты. Вычислим пределы (прило-

жение 3): 
 

 

 1,2 lim ,
x
x

k f x
  
  

  

 

   
 

 

2
1,2 2 2

2 1 2 1
lim старшая степень lim

2 11x x
x x

х х
k х

х хх     
     

            

 

   

2 2 2

2

22 2 2

2 1 2 1
п.2 0 0

lim lim 0
2 1 1 0 02 1 1x x

x x

х
хх х х

х х
х хх х х

     
     

  
 

   
. 

Вывод: 0у  – горизонтальная асимптота; 
2) наличие наклонной асимптоты. Уравнения наклонных асимптот 

bxky  2,1 , вычислим пределы (приложение 3): 
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х

xf
k

x
x




 lim2,1 , 

 

 

  xkxfb
x

x
2,1lim 




, 

 

 
  3 33

1,2 2 3

3 3 3

2 1
2 1

lim старшая степень lim
21x x

x
x х хk х

х х хх x
х х х

    

           
 

 

2 3

2 2

2 1
п.2 0 0 0

lim 0,
2 1 1 0 0 11x

х х

х х
 

 
  

  
  

 

02,1 k , 
 

         









































 12

12
lim

1

12
lim0

1

12
lim

222 хх

x

x

x
x

x

x
b

x
x

x
x

x
x  

 

     

2 2 2

2

22 2 2

2 1 2 1 2 1
п.2 0 0 0

lim lim lim 0,
2 1 2 1 1 0 0 12 1 1 1x x x

x x x

x
хх х х

х х
х хх х х

     
        

        
       

 

0.b   
 

Таким образом, 00  ху , 0у . 
Вывод: 0у  – горизонтальная асимптота.  
Шаг 7. Исследуем промежутки монотонности, точки экстремума. 
Вычислим производную первого порядка: 

 

 
        

  























22

22

2
1

112112

1

12

x

xxxx

x

x
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4
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xxx
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   3334 1

2

1

2

1

1212

1

12112

















x

х

x

х

x

хx

x

xxx
, 

 

 31

2




x

х
у . 

 

Производная первого порядка не существует при 1х  (точка разрыва). 
Найдем стационарные точки из условия 0у : 

 

 
0

1

2
3





x

х
у , 

 

02  х , 
 

0х . 
 

Полученные стационарная точка 0х  и точка разрыва 1х  разби-
вают область определения функции на два полуинтервала и интервал 
      ;11;00; . 

Определим знаки производной первого порядка на каждом проме-
жутке: 

‒  0;х , возьмем значение 1х : 
 

   
   

0
4

1

8

2

2

2

11

12
1

33












у ; 

 

‒  1;0х , возьмем значение 21х : 
 

  08
1

8

8

1
1

2

1

1

1
2

1

2

1
2

21
33






















 









у ; 

 

‒   ;1х , возьмем значение 2х : 
 

 
   

04
1

4

1

4

12

22
2

33





у . 

 

Вывод: на полуинтервале  1;0  функция возрастает; на полуинтервале 
 0;  функция убывает; на интервале  ;1  функция убывает. 
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На рис. 18.18 изображены промежутки монотонности со знаками 
производной первого порядка. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Так как функция в точке 0х  определена, непрерывна и при пере-
ходе через нее производная первого порядка меняет знак с минуса на плюс, 
то точка 0х  – точка локального минимума. Вычислим значение функции 
в точке экстремума: 

 

  10min y . 
 

Получили точку локального минимума, в этой точке  1;02 М  гра-
фик функции пересекает ось 0Y. 

Так как функция в точке 1х  не определена, терпит разрыв 2-го рода 
и при переходе через нее производная первого порядка меняет знак с плю-
са на минус, то точка 0х  – точка бесконечного максимума.  

Шаг 8. Промежутки выпуклости и вогнутости графика функции, 
точки перегиба.  

Найдем производную второго порядка: 
 

  уу , 
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Рис. 18.18. Промежутки монотонности функции   

0  1

_  _
+

 ‐1  1/2 2 sign   
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Производная второго порядка не существует при 1х  (точка разрыва). 
Найдем стационарные точки второго рода из условия 0у : 

 

 
0

1

12
2

4





х

х
, 

 

012 х , 
 

12 х , 
 

2

1
х . 

 

Полученные стационарная точка 
2

1
х  и точка разрыва 1х  разби-

вают область определения функции на два полуинтервала и интервал: 

 









  ;11;

2

1

2

1
; . 

Определим знаки производной второго порядка на каждом проме-
жутке: 

‒ 




 

2

1
;х , возьмем значение 1х :  

 

   
   

0
8

1

16

1
2

2

12
2

11

112
21

44












у ; 

 

‒ 




 1;

2

1
х , возьмем значение 0х :  

 

 
   

02
1

1
2

1

10
2

10

102
20

44









у ; 

 

‒   ;1х , возьмем значение 2х :  
 

 
 

01052
1

14
2

12

122
22

44








у . 

 

Вывод: на полуинтервале 




 

2

1
;х  график функции выпуклый; 

на полуинтервале и интервале 




 1;

2

1
х  ;1  график функции вогнутый. 
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На рис. 18.19 изображены интервалы монотонности со знаками про-
изводной второго порядка. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Так как функция в точке 
2

1
х  определена, непрерывна и при пере-

ходе через нее производная второго порядка меняет знак с минуса на плюс, 
то данная точка – точка перегиба.  

Вычислим значение функции в точке перегиба: 
 

9

8

4

9
2

2

3

11

1
2

1

1
2

1
2

2

1
22























 















y . 

 

Получили координаты точки перегиба 





 

9
8

;
2
1

3М . 

Шаг 9. Сводная таблица. 
Критические точки: 
‒ стационарные точки первого рода: 0х ; 

‒ стационарные точки второго рода: 
2

1
х ; 

‒ точки разрыва: 1x ; 
‒ точки, в которых производная первого порядка не существует: 1x ; 
‒ точки, в которых производная второго порядка не существует: 1x . 

Получили при этом промежутки 





 

2

1
; , 






 0;

2

1
,  1;0 ,  ;1 . 

На полученных промежутках отобразим определенные выше знаки 
производных первого и второго порядка, определяющие поведение функ-
ции на промежутках, а также в критических точках и их окрестностях 
(табл. 18.2). 

Для более адекватной визуализации графика вычислим координаты 
дополнительных точек, например при 1х  и 2х : 

Рис. 18.19. Интервалы выпуклости, вогнутости функции   

0 1

_ 
++

 ‐1  ‐1/2  2 sign   
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    4

3

4

3

2

12

11

112
1

22












y , 

 

 
 

3
1

3

1

14

12

122
2

22








y . 

 

Получили точки 





 

4
3

;14М ,  3;25М . Данные о них также зане-

сём в сводную таблицу (см. табл. 18.2). 
 

Таблица 18.2 
 

Сводная таблица 
 

х 1
;

2
   
 

 
2

1
  






 0;

2

1 0  1;0 1  ;1

у  – ̶ ̶ 0 +   ̶ 

у   ̶ 0 + + +   + 

у убывает, 
выпукла 






 

9
8

;
2
1

3М  
убывает, 
вогнута

min 
 1;02 М

возрас-
тает, 

вогнута

верти-
кальная 
асимп-
тота 

 

убывает,
вогнута

Примечание. Дополнительные точки 





 

4
3

;14М ,  3;25М  

 

Шаг 10. На рис. 18.20 отображены данные, полученные в ходе ис-
следования функции, а окончательный вид графика изображен на 
рис. 18.21. 

1  х 
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Рис. 18.20. Результаты исследования функции: 

,   – точки пересечения с осями координат;  

 – точка локального минимума;   – точка перегиба; 

 – вертикальная асимптота;   – горизонтальная асимптота; 

 – дополнительные точки 

  

вертикальная 
асимптота 

‐8/9

0 

 у 

х

‐1 

‐1/2  1/2

М2

М3 

1 2 

 М5 

‐1 

 М4 

‐3/4 

3 

  

горизонтальная 
асимптота 

 
точка разрыва 
2‐го рода

М1

дополнительная 

точка 

min

точка 
перегиба 

пересечение 
с осью 0Х 
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Рис. 18.21. График функции   

0 

 М5 

 у 

х

‐1  М2

 М3 

1  2 ‐1 

М4 

 

3 

М1
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ПРИМЕР 18.5.2.  

Провести полное исследование функции 
42

3



х

х
y  и построить ее 

график. 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Исследуем функцию на четность, нечетность: 

 

   
 

)(
444 2

3

2

3

2

3

xf
х

х

х

х

х

х
xy 











 . 

 

Вывод: выполняется условие    хуху  , следовательно, функция 
нечетная, симметричная относительно начала координат. 

Исследование достаточно провести на полуинтервале  ;0 . 
Шаг 2. Функция непериодическая. 
Шаг 3. ООФ (приложение 4): 

 

042 х , 
 

42 х , 
 

4х , 
 

. 
 

ООФ:       ;22;22;х . 
Шаг 4. Проанализируем непрерывность функции. Так как функция 

четная, то ограничимся исследованием точки разрыва 2x . Вычислим од-
носторонние пределы функции в этой точке: 

 
3 3

2 22 2

пр.12 8
lim lim

04 2 4x x

х

х   
  

 
, 

 
3 3

2 22 2

пр.12 8
lim lim

04 2 4x x

х

х   
   

 
. 

 

Вывод: 2x  – точка разрыва 2-го рода, прямая 2x  – вертикальная 
асимптота. 

Шаг 5. Исследуем точки пересечения функции с осями координат: 
‒ с осью 0Х: решим уравнение   0xf : 

 

 
0

1 2

3


x

х
, 

2х
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03 х , 
 

0x . 
 

Получили точку  0;01М ; 
‒ с осью 0Y: вычислим значение функции при 0x : 

 

  0
4

0

40

0
0

2

3







y . 

 

Получили точку  0;01М , эта точка найдена выше. 
Шаг 6. Исследуем наличие асимптот:  
1) наличие горизонтальной асимптоты. Вычислим предел  lim :

x
k f x

  
  

 

 
3

3 33
2 2

3 3

lim старшая степень lim
4 4x x

х
х хk х

х х

х х

     

         
 

 

3

1 1 1 п.1
lim .

1 4 0 0 0x

х х
  

   


 

 

Вывод: горизонтальной асимптоты нет; 
2) наличие наклонной асимптоты. Уравнение наклонной асимптоты 

bkxy  . Вычислим пределы  
 

 
х

xf
k

x 
 lim , 

 

  kxxfb
x




lim , 
 

   

3

2 3
3

3

4
lim lim старшая степень

4x x

х

х х
k х

х х х    

         
 

 







33

3

3

3

4
lim

х

х

х

х
х

х

x

2

1 п.2 1
lim 1

4 1 01x

х
 

 


       1k , 
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 4

4
lim1

4
lim

2

23

2

3

х

ххх
x

х

х
b

xx  

 









 4

4
lim

4

4
lim

22

33

х

х

х

ххх
xx

 2старшая степень х   

 

2

2

22 2

4 4
п.2 0

lim lim 0
4 1 04 1x x

х

х х
х

хх х

   
  


      0b . 

 

Таким образом, 01  ху , ху  . 
Вывод: ху   – наклонная асимптота.  
Шаг 7. Промежутки монотонности, точки экстремума. 
Найдем производную первого порядка: 

 

     
 
























22

2323

2

3

4

44

4 х

хххх

х

х
y  

 

 
     

















22

24

22

424

22

322

4

12

4

2123

4

243

x

хх

x

ххх

х

хххх  
 22

22

4

12





x

хх
, 

 

 
 22

22

4

12






x

хх
у . 

 
Производная первого порядка не существует при 2х  (точки раз-

рыва). 
Найдем стационарные точки первого рода из условия 0у : 

 

 
 

0
4

12
22

22







x

хх
у , 

 

  01222 хх , 
 






























.32

,0

.12

,0

.012

,0
2

2

х

х

х

х

х

х
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Полученные стационарные точки первого рода 0х , 32х  и точка 
разрыва 2х  разбивают полуобласть определения функции  ;0  на полу-

интервалы    0; 2 2; 2 3 2 3;     . 

Определим знак производной первого порядка на каждом промежутке: 
‒  2;0х , возьмем значение 1х :  

 

 
 

   

2 2

2 22

1 1 12 1 12 11
1 0

931 4
у

       


; 

 

‒ 2; 2 3х   , возьмем значение 3х : 

 

 
 

 
 
 

 2 2

2 22

3 3 12 9 9 12 9 3 27
3 0

25 2553 4
у

           


; 

 

‒ 2 3;х   , возьмем значение 5х : 

 

 
 

 
 
 

2 2

2 2 22

5 5 12 25 25 12 25 13
5 0

25215 4
у

        


. 

 

Вывод: на полуинтервале  2;0  функция убывает; на полуинтервале 

2; 2 3  функция убывает; на полуинтервале 2 3;   функция возрастает. 

На рис. 18.22 изображены промежутки монотонности со знаками 
производной первого порядка. 

Рис. 18.22. Интервалы монотонности функции   

0 

_ 
+

3 5 sign   2 

_

1 
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Так как функция в точке 32х  определена, непрерывна и при пе-
реходе через нее производная первого порядка меняет знак с минуса на 

плюс, то точка 32х  – точка локального минимума (см. рис. 18.22).  
Вычислим значение функции в точке экстремума: 

 

   
 

3

min 2

2 3 8 3 3 8 3 3
2 3 3 3 5,2

12 4 82 3 4
y

 
    


. 

 

Получили точку локального минимума  2 2 3; 5,2М . 

Шаг 8. Промежутки выпуклости, вогнутости графика функции, точ-
ки перегиба. 

Найдем производную второго порядка   уу : 
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Производная второго порядка не существует при 2х  (точка раз-
рыва). 

Найдем стационарные точки второго рода из условия 0у : 
 

 
 

0
4

128
32

2






x

xх
, 

 

2

8 0,

12 0.

х

x




 
                                     (18.1) 

 

Решим каждое уравнение из системы (18.1): 
 

8 0х , 
 

0х ; 
 

0122 x , решений нет. 
 

Полученная стационарная точка 0х  и точка разрыва 2х  разби-
вают полуобласть определения функции на промежутки     ;22;0 . 

Определим знаки производной второго порядка на каждом проме-
жутке: 

‒  2;0х , возьмем значение 1х :  
 

   
   

0
27

104

3

138

41

12118
1

332

2












у ; 

 

‒   ;2х , возьмем значение 3х : 
 

   
   

0
5

2124

43

12338
3

332

2








у . 

 

Вывод: на полуинтервале  2;0х  график функции выпуклый; на 
интервале   ;2х  график функция вогнутый. 

На рис. 18.23 изображены интервалы выпуклости, вогнутости со зна-
ками производной второго порядка. 

 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 18.23. Интервалы выпуклости, вогнутости функции   

0 

_ 
+

3 sign   2 1 
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Шаг 9. Сводная таблица.  
Критические точки: 

‒ стационарные точки первого рода: 0х , 32х ; 
‒ стационарные точки второго рода: 0х ; 
‒ точки разрыва: 2x ; 
‒ точки, в которых производная первого порядка не существует: 2x ; 
‒ точки, в которых производная второго порядка не существует: 2x . 
При этом получены промежутки  2;0 ,  32;2 ,  ;32 . 
На полученных промежутках отобразим знаки производных первого 

и второго порядка, определяющие поведение функции на промежутках, а 
также в критических точках и их окрестностях (табл. 18.3). 

Для более адекватной визуализации графика вычислим координаты 
дополнительных точек, например при 1х  и 3х : 

 

 
3

1

3

1

41

1
1

2

3







y , 

 

  4,5
5

27

43

3
3

2

3




y . 

 

Получили дополнительные точки  4,5;33М  и 





 

3
1

;14М . 

 

Таблица 18.3 
 

Сводная таблица 
 

х 0 (0; 2) 2  32;2  32   ;32  

у  0 ̶   ̶ 0 + 

у   0 ̶   + + + 

у у(0)=0 убывает, 
выпукла 

верти-
кальная 

асимптота: 
х = 2 

убывает, 
вогнута 

min 
 1;02 М  

возрастает, 
вогнута 

Примечание. Дополнительные точки 





 

3
1

;14М , 







5
27

;35М  

2 х
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Шаг 10. На рис. 18.24 отображены данные, полученные в ходе иссле-

дования функции 
42

3



х

х
у . 

 
 
 
 

Рис. 18.24. Результаты исследования функции  : 

 – точка пересечения с осями координат 0Х и 0Y;  

 – точка локального минимума;  

 – вертикальная асимптота;   – наклонная асимптота; 

 – дополнительная точка 

М1 

М3

 – вертикальная
            асимптота

0  х 

  М2

2

 у 

           наклонная 
           асимптота: 
                    

– точка
             разрыва 2‐го рода 

 

5,4 

3

точка  
локального 
минимума 

дополнительная 
точка  

5,2 
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Шаг 11. Исследуемая функция нечетная, график функции симметри-
чен относительно начала координат.  

Применим свойство симметрии: 

1) точка локального минимума  min 2 3; 5,2М  отображается в точ-

ку локального максимума  *
max 2 3; 5,2М   ; 

2) дополнительная точка  4,5;33М  отображается в точку 

 4,5;3*
3 М , точка 






 

3
1

;14М  отображается в точку 







3

1
;1*

4М ; 

3) полуинтервал выпуклости  2;0х  графика функции отображается 
в полуинтервал вогнутости  0;2х .  

Вывод: получили точку перегиба 0х . Координаты точки перегиба: 
 0;01М ; 

4) интервал вогнутости   ;2х  отображается в интервал выпукло-
сти  2; х ;  

5) симметричное отображение данных, представленных на рис. 18.24, 
относительно начала координат показано на рис. 18.25. 

Шаг 12. Окончательный вид графика функции 
42

3



х

х
у  представ-

лен на рис. 18.26. ■ 
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Рис. 18.25. Симметричное отображение данных, представленных 
на рис. 18.24, относительно начала координат: 

 – точка пересечения с осями координат 0Х и 0Y;  

 – точка локального максимума;  

 – вертикальная асимптота,   – наклонная асимптота; 

,   – дополнительные точки 

М4
*
 

 М2
*
  

20 х

М2  

у

  

наклонная 
асимптота 

точка разрыва
2‐го рода:

М3 

‐5,2

‐   ‐2 

М3
* 

вертикальная
асимптота

   5,2

М1  

3  

5,4

1

‐1/3

‐1

1/3

М4  

‐3 

‐5,4

  
точка разрыва 
2‐го рода 

  
вертикальная  
асимптота 
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Рис. 18.26. График функции   

20 х
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у

М3 
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18.6. Схема исследования функции, заданной  
         параметрически 

 

1. Найти множество Т, определяющее область определения функции  
 

( ),

( ).

у g t

х t


    

 

Составить таблицу области определения функции.  
Найденным промежуткам области Т найти соответствующие области 

определения переменных х и у.  
2. Проверить свойство симметрии для исследования функции на 

промежутке  ;0 : 
 

   
    








tyty

txtx
 наложение, 

 

   
    








tyty

txtx
 симметрия относительно оси 0Х, 

 

   
    







tyty

txtx
 симметрия относительно оси 0Y, 

 

   
    








tyty

txtx
 симметрия относительно начала координат. 

 

3. Найти точки пересечения с осями координат, решив следующие 
уравнения: 

‒ 0)( tу . Для найденного значения ti найти соответствующее зна-
чение х, получим точку   0;itxМ  пересечения с осью 0Х; 

‒ 0)( tх . Для найденного значения tj найти соответствующее зна-

чение y, получим точку   jtуМ ;0  пересечения с осью 0Y. 

4. Найти промежутки монотонности, стационарные точки первого 
рода, экстремум функции.  

5. Найти промежутки выпуклости, вогнутости, стационарные точки 
второго рода.  

Примечание. Стационарные точки первого и второго рода, найденные в 
п. 4 и 5, делят область Т на промежутки знакопостоянства производных. 

6. Выяснить наличие асимптот. Проверить следующие условия:  
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0

0

0lim

lim

t t

t t

x t x

y t





 
 

  

 0х х  ‒ вертикальная асимптота, 

 

 
0

0
0

lim

lim

t t

t t

x t

y t y





  
 

 

 0у у  ‒ горизонтальная асимптота, 

 

 

 
0

0

lim

lim

t t

t t

x t

y t





 
 

 

 возможна наклонная асимптота. 

 

7. Составить сводную таблицу данных, полученных в ходе исследо-
вания. 

8. Построить график функции: 
‒ изобразить точки пересечения с осями координат, точки разрыва, 

стационарные точки первого и второго рода; 
‒ построить асимптоты пунктирными линиями; 
‒ пользуясь сводной таблицей, построить фрагменты графика функ-

ции для каждого промежутка в отдельности;  
‒ учитывая свойство симметрии, сделать необходимые отображения; 
‒ провести плавные соединительные линии с учетом поведения 

функции вблизи асимптот, получить таким образом график функции.  
 

ПРИМЕР 18.6.1. 

Провести полное исследование функции 
2

3

2

,
1

2

1

t
x

t

t t
y

t

  


  

 , построить её 

график. 
 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Исследуем функцию на четность, нечетность: 

 

 
 

 tx
t

t

t

t
tx 









22 11

, 

 

   
 

     ty
t

tt

t

tt

t

tt

t

tt
ty 

















2

3

2

3

2

3

2

3

1

2

1

2

1

2

1

2
. 

 



106 
 

Вывод: 
   
    








tyty

txtx
 симметрия относительно начала системы 

координат. 
Выявили наличие симметрии относительно начала координат, следо-

вательно, исследование достаточно провести на полуинтервале   ;0t  
области определения функции. 

Шаг 2. ООФ (приложение 4): 
 

01 2  t , 
 

1t . 
 

Получили множество Т области определения функции: 
      ;11;11;t . 

Определим множество Х области определения переменной х: 
 

 2

п.Л. 1 1 п.2
lim lim 0

21t t

t

tt 

         
, 

 

21

1 п.1
lim

01t

t

t  


 


, 

 

21

1 п.1
lim

01t

t

t  


 


, 

 

21

1 п.1
lim

01t

t

t 
 


, 

 

21

1 п.1
lim

01t

t

t 
 


, 

 

2

п.Л. 1 1 п.2
lim lim 0

21t t

t

tt  

        
. 

 

Таким образом,      0;;;0 х . 






















0
1

lim:

0
1

lim:

2

2

t

t
х

t

t
х

t

t
 наличие вертикальной асимптоты. 

Вывод: 0х  – вертикальная асимптота. 
Определим множество Y области определения переменной y: 
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3 2

2

2 п.Л. 1 6 п.Л. 12
lim lim lim lim 6

2 21t t t t

t t t t
t

tt   

                     
, 

 

 33

21

1 2 12 1 п.1
lim

0 01t

t t

t  

  
  

 
, 

 

 33

21

1 2 12 1 п.1
lim

0 01t

t t

t  

  
  

 
, 

 

 33

21

1 2 12 1 2 1 п.1
lim

0 0 01t

t t

t 

  
   

 
, 

 

 33

21

1 2 12 1 2 1 п.1
lim

0 0 01t

t t

t 

  
   

  
, 

 
3 2

2

2 п.Л. 1 6 п.Л. 12
lim lim lim lim 6

2 21t t t t

t t t t
t

tt   

                    
. 

 
Таким образом,       ;;;y . 

Вывод: 





















2

3

1

21

1

2
lim:

1
lim:

t

tt
у

t

t
х

t

t


 возможна наклонная асимптота.  

Составим таблицу области определения функции (табл. 18.4). 
 

Таблица 18.4 
 

Область определения функции 
 

t  1;    1;1  ;1  

x  ;0    ;  0;  

y   ;   ;  ;  
 

Вывод: вертикальная асимптота 0х . 
Шаг 3. Найдем точки пересечения с осями координат: 
‒ с осью 0Y. Решим уравнение   0tx : 

 

0
1 2





t

t
x , 

 

0t . 
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Вычислим соответствующую ординату: 
 

2

3

1

2

t

tt
y




 , 

 

  0
1

0

01

020
0

2

3





y . 

 

Получили точку )0;0(1M ; 
‒ с осью 0X. Решим уравнение   0tу : 

 

0
1

2
2

3






t

tt
y , 

 

02 3  tt , 
 

  021 2  tt , 
 

2

0,

1 2 0.

t

t



 

                                         (18.2) 

 

Решим каждое уравнение из системы (18.2): 

1) 21 t

t
x


 . Вычислим соответствующие абсциссы:   00 х , полу-

чили координаты точки )0;0(1M ; 

2)                                             021 2  t , 
 

2

12 t , 

 

2

2

2

1

2

1
t . 

 

Вычислим соответствующие абсциссы: 
 

2

2

1
2

2

2

1
1

2

2

4

2
1

2

2

2

2
1

2

2

2

2
2



























x , 

 

Получили точку  0;22М . 
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Шаг 4. Определим промежутки монотонности, стационарные точки 
первого рода, экстремум функции. 

Найдем производную первого порядка: 
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ух . 

 
Найдем стационарные точки из условия 0ху : 

 

0
1
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0152 24  tt , 
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1242552 



t , 
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2

175

4

175
2,1





t , 

 

51,1
2

175
1 


t , 

 

47,0
2

175
2 


t . 

 

Стационарные точки первого рода делят полуобласть  ;0  на сле-
дующие промежутки:  

 


























 











 












 
 ;

2

175

2

175
;11;

2

175

2

175
;0t . 

 

Определим знаки производной первого порядка на полученных про-
межутках: 

1) 
1

0; 5 17
2

t     
 

, возьмем значение 
3

1
t : 

 
4 2

2

1 1 1 1 2 5 2 5 9 812 5 1 2 5 1 11 3 3 81 9 81 9 81
1 10 103 1 11 9 9 93

ху

                             
     

 

 

0
90

38

10
9

38

9

10
81

81952





 ; 

 

2) 
1

5 17 ;1
2

t     
 

, возьмем значение 
2

1
t : 

 
4 2

2

1 1 1 1 1 5 1 5 2 82 5 1 2 5 1 11 2 2 16 4 8 4 8
1 5 52 1 11 4 4 42

ху
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0
10

1

5
2

1

4

5
8

8101









 ; 

3) 
1

1; 5 17
2

t     
 

, возьмем значение 1,1t : 

 

   
 

24

2

2 (1,1) 5 1,1 1 2,93 6,05 1 2,12
1,1 0,96 0

2,21 2,211,1 1
ху

            


; 

 

4) 
1

5 17 ;
2

t      
 

, возьмем значение 2t : 

 

  0
5

11

5

12032

12

12522
2

2

24








ху . 

 

Вывод: на отрезке 
1

0; 5 17
2

t      
 функция возрастает; на полу-

интервале 
1

5 17 ;1
2

t      
 функция убывает; на полуинтервале 

1
1; 5 17

2
t      

 функция убывает; на полуинтервале 
1

5 17 ;
2

х      
 

функция возрастает. 
На рис. 18.27 изображены промежутки монотонности функции. 

При 
1

5 17
2

t     производная первого порядка меняет знак с 

плюса на минус, имеем точку локального максимума. 
Вычислим координаты точки максимума  ух; , подставив значение 

параметра t в систему уравнений: 
 

Рис. 18.27. Интервалы монотонности функции  

0,47  1

_ +
0  1/2  1,51 sign   

_ +
1/ 1,1 2
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1
5 17 0,6,

2

1
5 17 0,3.

2

х

у

       


       

 

 

Получим координаты точки максимума  3,0;6,03М . 

При 
1

5 17
2

t     производная первого порядка меняет знак с ми-

нуса на плюс, имеем точку локального минимума. 
Вычислим координаты точки минимума  ух; , подставив значение 

параметра t в систему уравнений 
 

1
5 17 0,7,

2

1
5 17 2,3.

2

х

у

        


       

 

 

Получим координаты точки минимума  3,2;7,04 М . 
Шаг 5. Найдем промежутки выпуклости, вогнутости, стационарные 

точки второго рода. 
Найдем производную второго порядка: 
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 32

232

1

314






t

ttt
yxx . 

 

Найдем стационарные точки второго рода из условия 0xxy : 
 

   
 

0
1

314
32

232







t

ttt
yxx , 

 

 
 

32

2

0,

1 0,

3 0.

t

t

t

 

  


 

                                        (18.3) 

 

Решим каждое уравнение из системы (18.3): 
1)                                               01 t ; 

2)                                             01
32  t , 

 

01 2  t , 
 

13,2 t . 
 

3)                                 032 t , решений нет. 
Полученные стационарные точки второго рода разбивают полуоб-

ласть  ;0  на промежутки     ;11;0 . 
Определим знаки производной второго порядка на полученных про-

межутках: 

1)  1;0t , возьмем значение 
2

1
х : 

 

32 2

3 32

1 1 1 1 1 14 1 3 1 32 2 21 2 4 4
2 11 11 42
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2)   ;1t , возьмем значение 2х : 
 

 
     

 
   
 

 
32 2

3 3 32

4 2 1 2 2 3 8 1 4 4 3 8 3 7 168
2 0

12554 12 1
xxy

              
     


. 

 
Вывод: на полуинтервале  1;0t  график функции выпуклый, на ин-

тервале   ;1t  график функции вогнутый. 
На рис. 18.28 изображены промежутки выпуклости, вогнутости 

функции со знаками производной. 

Шаг 6. Выясним наличие асимптот.  
Наклонная асимптота. 
Уравнение наклонной асимптоты bkxy   (приложение 5): 

 

x

y
k

x 
 lim , 

 

 kxyb
x




lim . 
 

Определим отношение 
x

y
 из условия функции 
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Вычислим пределы: 

Рис. 18.28. Промежутки монотонности функции  

1

+
0  1/2  sign   

_

2
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1) 
x

y
k

x 
 lim . С учетом области определения функции, найденной на 

шаге 2, следует, что х  при 1t : 
 

  12112121lim 22
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 . 

 

Таким образом, 1k , 2b . 
Получили уравнение наклонной асимптоты 2 xy . 
Шаг 7. Результаты исследования занесем в сводную таблицу 

(табл. 18.5). 
 

Таблица 18.5 
 

Сводная таблица 
 

t 0 (0; 0,47) 0,47 (0,47; 1) 1 (1; 1,51) 1,51 (1,51; ) 

x 0 (0;0,6) 0,6 (0,6; )  (-; -0,07) -0,7 (-0,7; 0) 

y 0 (0; 0,3) 0,3 (0,3; -)  (; 2,3) 2,3 (2,3; ) 

ух + + 0 ̶  ̶ 0 + 

ух 0 ̶ ̶ ̶  + + + 
у(х)   max min 

 

Шаг 8. Построение графика начинается с изображения: 

1) точек пересечения с осями координат )0;0(1M  и ;  
2) точки разрыва 2-го рода ;  
3) точки локального минимума ; 

 0;22М
0х

 3,2;7,04 М

0 
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4) точки локального максимума ; 
5) наклонной асимптоты ; 
6) вертикальной асимптоты . 
Результаты исследования изображены на рис. 18.29. 
Шаг 9. Исследуемая функция нечетная, график симметричен относи-

тельно начала координат. Применим свойство симметрии:  

1) точка  отображается в точку ; 

2) полуинтервал  выпуклости с точкой локального макси-

мума  отображается в полуинтервал  вогнутости с 

точкой локального минимума . 
Вывод: получили точку перегиба 0х ; 
3) полуинтервал  вогнутости с точкой локального мини-

мума  отображается в полуинтервал  выпуклости с 

точкой локального максимума ; 
4) наклонная асимптота  отображается в наклонную асимп-

тоту . 
Результаты симметричного отображения графика исследования 

представлены на рис. 18.30. 
Окончательный график функции показан на рис. 18.31. 

 3,0;6,03М
2 xy

0х

 0;22М  0;22
* М

  ;0х
 3,0;6,03М  0;х

 3,0;6,03
* М

 0;х
 3,2;7,04 М   ;0х

 3,2;7,04
* М

2 xy
2 xy



117 
 

  

Рис. 18.29. Результаты исследования функции  : 

,   – точки пересечения с осями координат; 

 – точка локального минимума; 

 – точка локального максимума; 

 – наклонная асимптота; 

 – вертикальная асимптота
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0 2
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максимума 
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Рис. 18.30. Симметричное отображение данных,  
представленных на рис. 18.29: 
 – точки пересечения с осями координат; 

 – точка локального максимума; 

 – точка локального минимума; 
 – наклонная асимптота 
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Рис. 18.31. Окончательный график функции  
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18.7. Наибольшее и наименьшее значения функции  
 

На практике часто решаются задачи, в которых требуется найти 
наибольшее или наименьшее значения функции на некотором промежутке.  

Теорема Вейерштрасса  
Если функция  xfy   определена и непрерывна на отрезке  ba; , 

то она достигает на нем своего наибольшего и наименьшего значения.  
Наибольшее и наименьшее значения функции достигаются либо в 

критических точках, принадлежащих отрезку  ba; , либо на его границах.  
Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значения функ-

ции  xfy   на отрезке  ba; : 
1) найти производную первого порядка; 
2) найти стационарные точки первого рода, принадлежащие отрезку 

 ba;  и вычислить значения функции в этих точках; 
3) вычислить значения функции    bfaf ,  на границах отрезка; 
4) провести сравнительный анализ полученных значений, выбрать 

наибольшее и наименьшее значения. 
Примечание. Если в промежутке  ba;  одна критическая точка и в ней 

достигается максимум (минимум), то в этой точке функция достигает наиболь-
шего (наименьшего) значения. 

 

ПРИМЕР 18.7.1. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции 363 2  хху  

на отрезке  2;1 . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем производную первого порядка: 

 

363 2  xxy , 
 

66623  xxy . 
 

Шаг 2. Найдем стационарные точки первого рода, принадлежащие 
отрезку  2;1 , для чего решим уравнение   0 xf : 

 

066 х , 
 

1х ,  2;1х . 
 

Вычислим значение функции в стационарной точке 1х : 
 

  0363316131 2 f . 
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Шаг 3. Вычислим значение функции на границах отрезка  2;1 , в 
точках 1х  и 2х : 

 

      12363316131 2 f , 
 

  331212326232 2 f . 
 

Шаг 4. Проведем сравнительный анализ: 
 

 наиб 0; 3; 12 12f   при 1х , 
 

 наим 0; 3; 12 0f   при 1х . 

 

ОТВЕТ 
 наиб 1 12f   ,  наим 1 0f   ■ 

 
ПРИМЕР 18.7.2. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции xху ln  на от-

резке  e;1 . 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Найдем производную первого порядка: 

 

  xxxxy lnln , 
 

1ln
1

ln1  x
x

xxy . 

 

Шаг 2. Найдем стационарные точки, принадлежащие интервалу 
 e;1 , для чего решим уравнение   0 xf : 

 

01ln х , 
 

1ln х , 
 

1 ex , 
 

37,0
71,2

11


e
x ,  eх ;1 . 

 

Шаг 3. Вычислим значения функции на границах отрезка  e;1 , в 
точках 1х  и eх  : 

 

  0011ln11 f , 
 

  eeeeef  1ln . 
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Шаг 4. Проведем сравнительный анализ: 
 

 наиб 0;f e e  при eх  , 
 

 наим 0; 0f e   при 1х . 
 

ОТВЕТ 
 наибf e e ,  наим 1 0f   ■ 

 
19. ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ НА ЭКСТРЕМУМ 

 

На практике многие технические, экономические, физические, био-
логические и другие задачи решаются с применением производной. Рас-
смотрим некоторые из таких задач. 

 

ПРИМЕР 19.1. 
В трудовом коллективе заработная плата каждого рабочего составляет 

Q  рублей. Число занятых на производстве мест – х. Заработная плата и 
число рабочих мест связаны соотношением  

 

х

a
xLQ  2 , 

 

где aL,  – постоянные, характеризующие производственные возможности 
коллектива.  

Согласно «золотому правилу роста» определить число х так, чтобы 
Q  принимало наибольшее из возможных значений. При 1500,L   

16 000a   найти по указанному правилу число рабочих мест, если допол-
нительно известно, что трудовой коллектив располагает  25,18,15N  
рабочими местами. 

РЕШЕНИЕ 
Задача заключается в определении оптимальных соотношений рабо-

чих мест и заработной платы. Так как величины aL,  – постоянные, то ве-
личина Q  зависит от х, следовательно, функцию  xQQ   необходимо ис-
следовать на экстремум на промежутке  25;1 , так как число рабочих мест 
не превышает 25. 

Шаг 1. Найдем экстремум функции  xQQ   на промежутке  25;1 , 
для чего вычислим производную первого порядка хQ :  

 

     
2

2122 220
x

a
xxaxxaxL

х

a
xLQх 













   , 

 

2
2

x

a
xQх  . 
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Найдем стационарную точку, решив уравнение 0хQ : 
 

02
2


x

a
x , 

 

0
2

2

3




x

ax
, 

 

02 3  ax , 
 

ax 32 , 
 

2
3 a

x  . 
 

Получили одну стационарную точку 3
2

a
x  . 

При 16 000a   число рабочих мест составит 
 

33
16 000

8000 20
2

x    . 

 

20x  – стационарная точка. 
Шаг 2. Определим знаки производной первого порядка хQ  на про-

межутке  20;1 . Пусть 10х  при 16 000a  , тогда имеем  
 

  2

16 000
10 2 10 20 160 140

10
хQ         , 

 

  010 хQ . 
 

Вывод: на данном промежутке функция возрастает. 
Определим знаки производной первого порядка хQ  на промежутке 

 25;20 . Пусть 22х  при 16 000a  , тогда имеем 
 

  2

16 000 16 000
22 2 22 44 44 33,06 10,94

48422
хQ             , 

 

  022 хQ . 
 

Вывод: на данном промежутке функция убывает. 
Учитывая, что на отрезке  25;1  производная первого порядка хQ , 

проходя через единственную стационарную точку 20x , меняет знак с 
плюса на минус, то функция в этой точке достигает наибольшего значения 
(рис. 19.1). 



124 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таким образом, заработная плата рабочих будет достигать наиболь-
шего размера, если работодатель организует на участках 15, 18 и 20 рабо-
чих мест.   

ОТВЕТ  
15; 18; 20 ■ 
 

ПРИМЕР 19.2. 
Найти положительное число, которое в сумме с обратным ему чис-

лом дает наименьшую сумму. 
Примечание. Два числа называются взаимно обратными, если их произ-

ведение равно единице. Например, для числа 5 взаимно обратным является 

число 
5

1
; для числа (– 7) взаимно обратным является (

7

1
 ) и т.д.  

РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Обозначим неизвестное число через х, тогда взаимно обрат-

ным ему числом будет 
х

1
. 

Найдем сумму взаимно обратных чисел: 
1

S х
х

  . Сумму S рассмот-

рим как функцию. 
Задача свелась к нахождению наименьшего значения функции на ин-

тервале  ;0 . 

Шаг 2. Найдем экстремум функции  S S х , для чего найдем про-

изводную первого порядка хS  : 
 

   1 2
2

1 1
1 1хS х х х х

х х
 

            
 

, 

 

2

1
1хS

х
   . 

 

Найдем стационарную точку, решив уравнение 0хS   : 
 

Рис. 19.1. Интервалы монотонности функции Q(х) 

18  2522

_
+

15  20 sign Qʹ(х) 
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0
1

1
2


х
, 

 

0
1

2

2



х

х
, 

 

012 х , 
 









.1

,1
1

2

12

х

х
х  

 

Значение 1х  не принадлежит интервалу  ;0 , противоречит 
условию задачи, следовательно, стационарная точка одна: 1х . 

Шаг 3. Применим второе достаточное условие существования экс-
тремума. Вычислим значение производной второго порядка ххS   в стацио-
нарной точке 1х : 

 

   2 3
2 3

1 2
1 1 0 2ххS х х

х х
 

           
 

, 

 

  3

2
1 2 0

1
ххS    . 

 

Так как  1 0ххS  , то в точке 1х  функция достигает локального 

минимума. 

Для числа 1х  взаимно обратным является число 1
1

1
 . 

Вывод: сумма положительных взаимно обратных чисел 1 и 1 являет-
ся наименьшей и равна 211  . 

ОТВЕТ 
1 ■ 
 

ПРИМЕР 19.3. 
Из квадратного листа картона со стороной а сделать открытую ко-

робку наибольшей вместимости, отрезав по углам одну из сторон квадрата 
и загнув выступы для придания формы. 

РЕШЕНИЕ 
Задача заключается в определении наибольшей вместимости коробки. 

Учитывая, что размер картона для изготовления коробки – заданная вели-
чина, составим функцию, описывающую объем коробки, и исследуем ее на 
экстремум. 
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Шаг 1. Определим объем коробки. 
По углам квадратного картона со стороной а требуется вырезать че-

тыре одинаковых квадрата. Неизвестные стороны квадратов обозначим че-
рез х. 

Учитывая, что коробка открытая, изобразим схему ее развертки. 
Пунктирными линиями по углам картона изобразим квадраты, выделенные 
штрихом, по сторонам которых планируется сделать разрезы и загибы 
(рис. 19.2). 

Коробка имеет вид прямоугольного параллелепипеда, объем кото-
рого V равен 

 

оснV S H  . 
 

Основанием коробки является квадрат со стороной  ха 2 , следова-
тельно, площадь основания оснS  равна 

 

 2осн 2S а х  . 
 

Высота коробки H равна стороне заштрихованного квадрата х. Таким 
образом, объем коробки выражается соотношением 

 

  ххаV  22 . 
 

Полученную формулу объема коробки можно рассматривать как 
функцию  xVV   относительно переменной х. 

Шаг 2. Найдем экстремум функции  xVV   на интервале  ;0 , для 
чего найдем производную первого порядка xV  :  

 

        





 322222 442222 хаххаххххахаххаVх  

Рис. 19.2. Чертеж заготовки коробки

а

х х 

х 

х  х 

х 

х  х 

х 

а – 2х



127 
 

        








 22322322 342414444 ххааххахахахха  
 

22 128 ххаа  , 
 

22 128 ххааVx  . 
 

Найдем стационарную точку, решив уравнение 0xV  относительно 
переменной х. Напомним, что а – величина постоянная: 

 

0812 22  ахахVx . 
 

Найдем корни квадратного уравнения: 
 

 












24

168

24

48648

122

12488 22222 аааааааа
х  

 


























.

66

2

,
26

3

6

2

6

2

24

48

24

168 2

ааа

аааа
аааааа

 

 

Таким образом, получили две стационарные точки: 
21
а

х   – при 

данном значении задача не имеет смысла, 
62
а

х  . 

Шаг 3. Применим второе достаточное условие существования экс-
тремума. Вычислим значение производной второго порядка xхV   в стацио-

нарной точке 
6

а
х  : 

 

        





 2222 812812 аxaxахахVxx  
 

axax 824018212  , 
 

ахVxx 824  , 
 

а
аа

а
а

а
аа

Vxx 8

31

4

32
8

4
8

6
24

6










 , 
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0
6

0

8

31

6 






















 а

V

а

а
а

V
xx

xx , 

 

значит, полученная стационарная точка 
6

а
х   является точкой локального 

максимума функции  xV , а объем коробки  в данной точке будет макси-
мальным. 

ОТВЕТ  

6

а
 ■ 

 

ПРИМЕР 19.4. 
Бак имеет форму цилиндра объемом V (м3). Определить такие значе-

ния высоты бака и диаметра его основания (м), чтобы на изготовление от-
крытого бака пошло наименьшее количество материала. 

РЕШЕНИЕ 
Задача заключается в определении наименьшего количества матери-

ала, необходимого для изготовления бака. Учитывая, что объем бака V – 
заданная величина, составим функцию, которая описывает площадь рас-
ходного материала, и исследуем ее на экстремум.  

Шаг 1. Определим количество материала, необходимого для изго-
товления бака. 

Изобразим развертку бака, учитывая, что он открытый (рис. 19.3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Площадь материала S  определяется суммой площади основания оснS  
и площади боковой поверхности цилиндра бокS , откуда 

 

2 2S R RH    .                                      (19.1) 
 

Неизвестную высоту бака Н выразим из формулы объема бака 
2

цV R H  , определяющей его вместимость: 

Рис. 19.3. Чертеж открытого бака в форме цилиндра: 
а – цилиндр; б – боковая поверхность цилиндра; в – основание цилиндра 

б) 

H 

2πR 

d 

в) а) 

R 
H 
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2

V
Н

R



.                                             (19.2) 

 

Подставим соотношение (19.2) в формулу (19.1): 
 

2 2
2

2 2
V V

S R R R
RR

      


. 

 

Таким образом, получили формулу площади расходного материала, 
которую можно рассматривать как функцию  RSS   относительно пере-
менной R.  

Шаг 2. Найдем экстремум функции  RSS   на интервале  ;0 , для 
чего найдем производную первого порядка RS  :  

 

          12 2 2 12 2 2R
V

S R R R V R R V R
R

 
    

           
 

 

 

 2
2

2
2 2 2

V
R V R R

R
        , 

 

2

2
2R

V
S R

R
    . 

 

Найдем стационарную точку, решив уравнение 0RS   : 
 

2

2
2 0

V
R

R
   , 

 

3

2

2 2
0

R V

R

 
 , 

 

32 2 0R V   , 
 

3 0R V   , 
 

3R V  , 
 

3 V
R 


. 

 

Получили одну стационарную точку 3
V

R 


. 
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Шаг 3. Применим второе достаточное условие существования экс-
тремума. Вычислим значение производной второго порядка RRS   в стацио-

нарной точке 3
V

R 


: 
 

       2 2
2

2
2 2 2 2 2RR

V
S R R VR R V R

R
 

                
 

 

 

 3
3

4
2 1 2 2 2

V
V R

R
       , 

 

3

4
2RR

V
S

R
    . 

 

Так как радиус R и объем V – величины положительные, то 0RRS , 

следовательно, полученная стационарная точка 3
V

R 


 является точкой 

локального минимума функции  RS , а площадь расходного материала в 
данной точке будет минимальной. 

Шаг 4. Определим размеры высоты и диаметра основания бака, вы-

раженные через заданную величину V в точке минимума 3
V

R 


. 

Диаметр определяется по формуле  
 

Rd 2 , 
 

32
V

d 


. 

 

Высота бака выражается формулой 
 

2

3

V
Н

R

V
R

   
  

3
3

2 3 22 3
33 22

V V V V
Н

VVV
   

 
   

, 

 

3
V

Н 


. 

 

ОТВЕТ  

32
V

d 


 (м), 3
V

Н 


 (м) ■ 
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ПРИМЕР 19.5. 
Из круглого бревна диаметром d требуется вырезать балку прямо-

угольного сечения так, чтобы она, находясь в горизонтальном положении, 
оказывала наибольшее сопротивление на изгиб. 

Указание: сопротивление изгибу балки прямо пропорционально 
произведению ширины поперечного сечения на квадрат высоты сечения. 

РЕШЕНИЕ 
Задача заключается в определении оптимальных размеров попереч-

ного сечения, оказывающего наибольшее сопротивление на изгиб балки, 
следовательно, необходимо сформировать функцию, описывающую проч-
ность бруса на изгиб, и исследовать ее на экстремум. 

Шаг 1. Запишем закон прочности бруса N: 
 

2НakN  ,                                          (19.3) 
 

где k – коэффициент пропорциональности, 0k  ; а – ширина поперечного 
сечения балки, 0а  ; Н – высота поперечного сечения балки, 0Н  . 

Брус c прямоугольным поперечным сечением вырезается из круглого 
бревна диаметром d (рис. 19.4). 

Площадь прямоугольного поперечного сечения сечS  балки выража-
ется формулой сечS а Н  . 

Диаметр d делит поперечное сечение на два равных прямоугольных 
треугольника с катетами ,Н а  и гипотенузой d . Согласно теореме Пифа-
гора  

 

2 2 2d а H  .                                         (19.4) 
 

Из соотношения (19.4) выразим высоту сечения Н:  
 

2 2 2Н d а  , 
 

подставим в формулу (19.3): 

а  

Н  d 

Рис. 19.4. Балка 
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 2 2N k a d а    . 
 

Таким образом, получили формулу сопротивления балки на изгиб, 
которую можно рассмотреть как функцию  аNN   относительно пере-
менной a. 

Шаг 2. Найдем экстремум функции  аNN   на интервале  ;0 , 
для чего найдем производную первого порядка аN  :  

 

        2 2 2 3 2 3 2 23аN k a d а k d a k a k d a k a k d k а
              , 

 

2 23аN k d k а   . 
 

Найдем стационарную точку, решив уравнение 0аN : 
 

2 23 0k d k а  , 
 

 2 23 0k d а  , 
 

2 2

0,

3 0,

k

d а




 
 

 

2 23d а , 
 

2
2

3
0

d
a

а


  

 
3

d
а  . 

 

Получили одну стационарную точку 
3

d
а  . 

Шаг 3. Применим второе достаточное условие существования экс-
тремума. Вычислим значение производной второго порядка ааN   в стацио-

нарной точке 
3

d
а  : 

 

       2 2 2 2 23 3 0 3 3 2 6аа а а а а
N k d k а k d k а k а k а k а

   
            , 

 

0
3

0

0

6





















d

N

a

k

аkN

аа

аа

, 
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значит, стационарная точка 
3

d
а   является точкой локального максимума. 

Следовательно, полученная прочность бруса в данной точке будет макси-
мальной. 

Шаг 4. Определим высоту в точке локального максимума: 
 

2 2 2Н d а  , 
 

2 2 2 2 2 2
2 2

Н
3

3 33
3

d а
d d d d

Н d dd
а

            
  



 

 

22 2

3 3

d
d  , 

 

2

3
Н d . 

 

ОТВЕТ  

3

d
а  , 

2

3
Н d  ■ 

 
20. ПРАКТИКУМ С УКАЗАНИЯМИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО  
      РЕШЕНИЯ 

 
1. Найти производную первого порядка функции, используя 

определение производной 
 

Указания к упражнениям 20.1.1. – 20.1.10.:   
1) аргументу х придать приращение ; 
2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

 

ПРИМЕР 20.1.1. 
 

ОТВЕТ 
 

х
y

х

у




x

y
x 


 0

lim

14  ху

4у
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ПРИМЕР 20.1.2. 
 

ОТВЕТ  
 

 

ПРИМЕР 20.1.3. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.1.4. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.1.5. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.1.6. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.1.7. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.1.8. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.1.9. 
 

ОТВЕТ 
 

 

9145 2  хху

4110  ху

хху 74 2 

78  ху

389 2  хху

818  ху

253 2  хху

56  ху

352 2  хху

54  ху

43  ху

23ху 

хху  32

16 2  ху

хху 43 

43 2  ху
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ПРИМЕР 20.1.10. 
 

ОТВЕТ 
 

 
2. Вычислить значение производной первого порядка функции в 

указанной точке, используя определение производной 
 

ПРИМЕР 20.2.1. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 1 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.2. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 2 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.3. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 3 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

532 3  хху

36 2  ху

17 2  ху 1х

х
   11 fxfу 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  141 у

932 2  хху 2х

х
   22 fxfу 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  52 у

хху 83 2  3х

х
   33 fxfу 
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3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.4. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = –2 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.5. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = –1 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.6. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 4 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  103 у

36 2  хху 2х

х
   22  fxfу

х

у




x

y
x 


 0

lim

  232 у

352 2  хху 1х

х
   11  fxfу

х

у




x

y
x 


 0

lim

  11 у

334 2  хху 4х

х
   44 fxfу 
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3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.7. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 1 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.8. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 2 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.9. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 3 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  354 у

45 3  ху 1х

х
   11 fxfу 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  151 у

хху  3 2х

х
   22 fxfу 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  112 у

хху 32 3  3х

х
   33 fxfу 
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3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 20.2.10. 
  в точке  

Указания:   
1) аргументу х = 2 придать приращение ; 

2) вычислить приращение ; 

3) составить отношение ; 

4) вычислить предел . 

ОТВЕТ 
 

 

3. Составить уравнения нормали и касательной, проведенной к 
линии в заданной точке 

 

ПРИМЕР 20.3.1. 
 в точке с абсциссой x0 = 2 

Указания:   
1) вычислить значение производной функции в точке x0 = 2; 
2) определить координаты точки касания, для чего вычислить орди-

нату y0 = y(2); точка касания ; 
3) записать уравнение касательной, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(2) = y0: 0 (2) ( 2)y y f x    ; 
4) записать уравнение нормали, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(2) = y0: 0
1

( 2)
(2)

y y x
f

    


; 

5) записать ответ. 
ОТВЕТ  
Уравнение касательной , уравнение нормали . 
 

ПРИМЕР 20.3.2. 
 в точке с абсциссой x0 = 3 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  513 у

573 3  хху 2х

х
   22 fxfу 

х

у




x

y
x 


 0

lim

  432 у

352  хху

 3;2 М

01 ху 05  ух

942  хху
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Указания:   
1) вычислить значение производной функции в точке x0 = 3; 
2) определить координаты точки касания, для чего вычислить орди-

нату y0 = y(3); точка касания ; 
3) записать уравнение касательной, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(3) = y0: 0 (3) ( 3)y y f x    ; 
4) записать уравнение нормали, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(3) = y0: 0
1

( 3)
(3)

y y x
f

    


; 

5) записать ответ. 
ОТВЕТ 
Уравнение касательной , уравнение нормали 

. 
 

ПРИМЕР 20.3.3. 

 в точке с абсциссой x0 = 5 
Указания:   
1) вычислить значение производной функции в точке x0 = 5; 
2) определить координаты точки касания, для чего вычислить орди-

нату y0 = y(5); точка касания ; 
3) записать уравнение касательной, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(5) = y0: 0 (5) ( 5)y y f x    ; 
4) записать уравнение нормали, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(5) = y0: 0
1

( 5)
(5)

y y x
f

    


; 

5) записать ответ. 
ОТВЕТ  
Уравнение касательной , уравнение нормали 

. 
 

ПРИМЕР 20.3.4. 

tg6 1y x   в точке с абсциссой 0 3
x


  

Указания:   

1) вычислить значение производной функции в точке 0 3
x


 ; 

2) определить координаты точки касания, для чего вычислить орди-

нату y0 = y(
3


) (приложение 1); получим точку касания М(

3


; –1); 

 12;3М

01810  ух
012310  ху

4 ху

 3;5М

0136  ух
0336  ух
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3) записать уравнение касательной, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(
3


) = y0: 0 '( ) ( )

3 3
y y f x

 
    ; 

4) записать уравнение нормали, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(
3


) = y0: 0

1
( )

3( )
3

y y x
f


    


; 

5) записать ответ. 
ОТВЕТ  
Уравнение касательной 6x – y – 1 – 2π = 0, уравнение нормали 

x + 6y + 6 – 
3


 = 0. 

 

ПРИМЕР 20.3.5. 

 в точке с абсциссой 0 8
x


  

Указания:   

1) вычислить значение производной функции в точке 0 8
x


 ; 

2) определить координаты точки касания, для чего вычислить орди-

нату y0 = y(
8


) (приложение 1); точка касания М(

8


; 3); 

3) записать уравнение касательной, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(
8


) = y0: 0 ( ) ( )

8 8
y y f x

     ; 

4) записать уравнение нормали, подставив найденные координаты 

точки М и значение производной fʹ(
8


) = y0: 0

1
( )

8( )
8

y y x
f


    


; 

5) записать ответ. 
ОТВЕТ  

Уравнение касательной , уравнение нормали 0
8

x


  . 
 

4. Приложение производной к задачам геометрии и механики 
 

ПРИМЕР 20.4.1. 
Закон движения материальной точки 1223 24  ttts . Найти ско-

рость и ускорение движения точки в момент времени 2 ct  . 
 
 

24sin  xy

03 у
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Указания:   
1) скорость движения материальной точки равна производной первого 

порядка закона движения по времени t: )(tsV  ; 
2) найти скорость движения через 2 с, для чего вычислить значение 

производной первого порядка в момент времени 2 ct  : )2(sV  ; 
3) найти ускорение движения через 2 с, для чего вычислить значение 

производной второго порядка в момент времени 2 ct  : )2(sW  . 
ОТВЕТ 
V = 90 м/с, W = 140 м/с2 

 

ПРИМЕР 20.4.2. 

Закон движения материальной точки 7
2

1

3

5 23  tts . В какой мо-

мент времени ее скорость будет равна 174 м/с? 
Указания:   
1) скорость движения материальной точки равна производной первого 

порядка закона движения по времени t: )(tsV  ; 
2) найти время t, при котором скорость движения будет равна 

174 м/с, для чего решить уравнение относительно времени t: 174)(  ts . 
ОТВЕТ 
t = 6 c 

 

ПРИМЕР 20.4.3. 
По оси 0Х движутся две материальные точки, законы движения кото-

рых 625 2
1  tts  и 1834 2

2  tts . С какой скоростью удаляются эти 
точки друг от друга в момент встречи?  

Указания:   
1) найти время t0, через которое точки встретятся после начала дви-

жения, для чего решить уравнение относительно времени t: 21 ss  ; 
2) скорости движения материальных точек равны производной пер-

вого порядка закона движения по времени t: )(11 tsV  , )(22 tsV  ; 
3) найти скорости движения через t0 с, для чего вычислить значения 

производных первого порядка в момент времени t0: 1 1 0( )V s t , 2 2 0( )V s t . 
ОТВЕТ 
42 м/с и 35 м/с 
 

ПРИМЕР 20.4.4. 
Кубическая парабола 0363  ух  является траекторией движения тела. 

В каких ее точках скорости возрастания абсциссы и ординаты одинаковы? 
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Указания:   
1) рассмотрим переменные х и у как функции, зависящие от пере-

менной t. Продифференцировать обе части уравнения ух 363   по пере-

менной t:   tх
3 ,   tу 36 ; 

2) составить соотношение между скоростями изменения координат 

    tt ух 


363 ; 
3) найти координаты точки, в которой скорости возрастания абсциссы 

и ординаты одинаковые. 
ОТВЕТ 

1
2 3

2 3; ,
3

М
 
 
    

 

 

5. Исследовать дифференцируемость функции  
 

Указания к упражнениям 20.5.1. – 20.5.4.:   
1) вычислить односторонние пределы функции в точке х0; 
2) сравнить значения односторонних пределов; 
3) сделать вывод, записать ответ. 
 

ПРИМЕР 20.5.1. 

3 1, 0;

tg , 0.

x x
y

x x

   
   

Указания: 
1) вычислить односторонние пределы  13lim

0




x

x
,  

0
lim tg

x
x

 
 ; 

2) сделать вывод и записать ответ. 
ОТВЕТ 
Функция не дифференцируема 
 

ПРИМЕР 20.5.2. 










.0,24

;0,3

х

хх
у

х
 

Указания: 
1) вычислить односторонние пределы  х

x



3lim

0
,  24lim

0




х

x
; 

2) сравнить значения односторонних пределов, сделать вывод и запи-
сать ответ. 

ОТВЕТ  
Функция не дифференцируема 
 

 

2
2 3

2 3;
3

М
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ПРИМЕР 20.5.3. 









.6,4

;6,ln

x

xx
у  

Указания: 
1) вычислить односторонние пределы  х

x
lnlim

6 
,  6lim

6 x
; 

2) сравнить значения односторонних пределов, сделать вывод и запи-
сать ответ. 

ОТВЕТ 
Функция не дифференцируема 
 

ПРИМЕР 20.5.4. 









.1,22

;1,1 2

хх

хх
у  

Указания: 
1) вычислить односторонние пределы  2

1
1lim х

x



,  x

x
22lim

1



; 

2) сравнить значения односторонних пределов, сделать вывод и запи-
сать ответ. 

ОТВЕТ 
Функция дифференцируема 
 

6. Найти производную первого порядка сложной функции  
 

ПРИМЕР 20.6.1. 
4 42 tgxy x   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1) для производной разности    4 42 tgxy x
 

   ; 

2)  4

2х  – производная сложной показательной функции с промежу-

точным аргументом 4х ; 

3)  4tg x

 – производная сложной степенной функции с промежуточ-

ным аргументом tg x . 
ОТВЕТ  

4 3 3
2

1
2 ln 2 4 4tg

cos
xy x x

x
       

 

ПРИМЕР 20.6.2. 

sin( tg 4 )y x   
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Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)  sin( tg 4 )y x


    – производная сложной функции синуса с 

промежуточным аргументом tg 4 ;x   

2)  tg 4x


  – производная сложной функции тангенса с проме-

жуточным аргументом 4х ; 

3)   4х  – производная сложной степенной функции с промежу-
точным аргументом  4x . 

ОТВЕТ 

  2

1 1
соs tg 4

cos 4 2 4
y x

x x
    

 
 

 

ПРИМЕР 20.6.3. 
/ l n2 x xy   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)   xxy ln/2  – производная сложной показательной функции с 

промежуточным аргументом 
x

x

ln
; 

2) 









x

x

ln
 – производная частного. 

ОТВЕТ 

x

x
y xx

2
ln/

ln

1ln
2ln2


  

 

ПРИМЕР 20.6.4. 
ln ( 2 )xy x    

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    )2(ln xxy  – производная сложной логарифмической 

функции с промежуточным аргументом  xx  2 ; 

2)   xx 2  – производная разности; 

3)  x2  – производная сложной показательной функции с промежу-
точным аргументом  x . 

ОТВЕТ 

x

x

x
y 







2

2ln21
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ПРИМЕР 20.6.5. 
22sin 2 xy x   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)  
2

2sin 2 xxy  – производная произведения; 

2)  x2sin  – производная сложной степенной функции с промежу-
точным аргументом xsin ; 

3)  2

2x  – производная сложной показательной функции с промежу-

точным аргументом  2x . 
ОТВЕТ 

 2lnsincos2sin2
2

 xxxxy x  
 

ПРИМЕР 20.6.6. 
2arctg 1y x   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)  2arctg 1y x


    – производная сложной функции арктангенса с 

промежуточным аргументом 21 x ; 

2)   21 x  – производная сложной степенной функции с промежу-

точным аргументом  21 x ; 

3)   21 x  – производная суммы. 
ОТВЕТ 

 2 22 1

х
y

х х
 

  
 

 

ПРИМЕР 20.6.7. 

3

соs5
x

x
y

е
  

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1) 







 3

5cos
xe

x
y  – производная частного; 

2)  x5cos  – производная сложной функции косинуса с промежуточ-
ным аргументом x5 ; 
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3)  3xe  – производная сложной показательной функции с промежу-

точным аргументом  3x . 
ОТВЕТ 

3

235cos5sin5
xe

xxx
y


  

7. Найти производные первого и второго порядка функции, за-
данной параметрически 

 

Указания к упражнениям 20.7.1. – 20.7.5.: 
1) вычислить производные tх  и ty  ; 

2) применить формулу для производной первого порядка 
 
 

t
х

t

у t
у

х t


 


; 

3) применить формулу для производной второго порядка 

  
 

х t
хx

t

у t
у

х t


 


;  

4) сделать необходимые преобразования, записать ответ. 
 

ПРИМЕР 20.7.1. 
 









.5

,sin23
2ty

ttx
 

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    ttt  sin23  – производная произведения; 

2)   tt
25  – производная степенной функции, константу вынести за 

знак производной. 
ОТВЕТ  

  ttt

t
yx cos23sin3

10


 , 

   
  3

2

cos23sin3

cos29sin323
10

ttt

ttttt
ухх 


  

 

ПРИМЕР 20.7.2. 








.9cos2

,sin4 2

ty

tx
 

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)   tt
2sin4  – производная сложной степенной функции с промежу-

точным аргументом tsin , константу вынести за знак производной; 

2)  t9cos2  – производная сложной функции косинуса с промежу-
точным аргументом t9 , константу вынести за знак производной. 
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ОТВЕТ  

t

t
yx 2sin2

9sin9
 , 

 32sin

9sin2cos22sincos9

4

9

t

tttt
yхх


  

 

ПРИМЕР 20.7.3. 








 .

,4
15t

t

ey

ex
 

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)   t
tе


 4  – производная разности; 

2)   t
t 4  – производная показательной функции; 

3)   t
tе

15  – производная сложной показательной функции с проме-
жуточным аргументом  15 t . 

ОТВЕТ 

4ln4

5 15

t

t

t

e
y



 , 
 

 3
15

2
4

4ln54

4ln

5
t

tt

xx

e
y






 

 

ПРИМЕР 20.7.4. 











.12

,

3 ty

tx
 

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)   tt


 – производная степенной функции, применить свойство сте-

пени 2

1

aa  ; 

2)   tt


3 12  – производная сложной степенной функции с промежу-

точным аргументом  12 t , применить свойство степени 
1

n na a . 
ОТВЕТ 

 3 2122 


t

t
yx , 

 
 

 2

3 2

3 2

12

123

4

2

12

4

1








t

t

t

t

t

yxx  

 

ПРИМЕР 20.7.5. 

 






.52cos

,3 24

ty

ttx
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Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    ttt


 243ln  – производная сложной логарифмической функции с 

промежуточным аргументом  243 tt  ; 

2)   ttt


 243  – производная разности; 

3)   tt
43  – производная степенной функции, константу вынести за 

знак производной; 

4)   tt
2  – производная степенной функции; 

5)    tt  52cos  – производная сложной функции косинуса с проме-
жуточным аргументом  t52  . 

ОТВЕТ 
 

tt

t
yx 




36

52sin

2

5
, 

       
 33

23

6

52sin118652cos5

4

5

tt

ttttt
yxx




  

 

8. Найти производную первого порядка функции, заданной неявно  
 

Указания к упражнениям 20.8.1. – 20.8.5.:   
1) продифференцировать левую и правую части по переменной х; 

2) применить правила дифференцирования:   1х ,    уу x  ; 
3) слагаемые, содержащие y  , оставить в левой части, а остальные 

слагаемые перенести в правую часть, меняя знаки на противоположные; 
4) в левой части вынести y  за скобки; 
5) выразить y  ; 
6) записать ответ. 
 

ПРИМЕР 20.8.1. 
  xyyyxyx 23cos 23   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    yxcos  - производная сложной функции косинуса с промежу-
точным аргументом  yx  ; 

2)  yx33  – производная произведения, константу вынести за знак 
производной; 

3)  2у  – производная сложной степенной функции с промежуточ-
ным аргументом  у ; 

4)  ху2  – производная произведения, константу вынести за знак 
производной. 
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ОТВЕТ  

 
 

2

3

sin 9 2

sin 3 2 2

x y x y y
y

x y x x y

  
  

   
 

 

ПРИМЕР 20.8.2. 
  xyyxyx 7455sin 323   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    yx3sin  – производная сложной функции синуса с промежу-

точным аргументом  yx 3 ; 

2)  3x  – производная степенной функции; 

3)  325 yx  – производная произведения, константу вынести за знак 
производной; 

4)  у5  – константу вынести за знак производной; 

5)  x7  – константу вынести за знак производной. 
ОТВЕТ 

 
  515cos

10cos37
223

332





yxyx

xyyxx
у  

 

ПРИМЕР 20.8.3. 
  yxyxyx  272ln 223  

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    yxln  – производная сложной логарифмической функции с 
промежуточным аргументом  yx  ; 

2)  232 yx  – производная произведения, константу вынести за знак 
производной; 

3)  3x  – производная степенной функции; 

4)  2у  – производная сложной степенной функции с промежуточ-
ным аргументом  у ; 

5)  27 x  – производная степенной функции, константу вынести за 
знак производной; 

6)  2  – производная константы. 
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ОТВЕТ 

ух
ух

хух
ух

у







1
41

146
1

3

22

 

 

ПРИМЕР 20.8.4. 

   5 2 3tg 2 3 2 ln 4 2 5x x y y x       

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)   tg 2 3x


  – производная сложной функции тангенса с проме-

жуточным аргументом  32 x ; 

2)   32x  – производная разности; 

3)  уx52  – производная произведения, константу вынести за знак 
производной; 

4)  5x  – производная степенной функции; 

5)    24ln у  – производная сложной логарифмической функции с 

промежуточным аргументом  24 y ; 

6)   24 y  – производная разности; 

7)  2y  – производная сложной степенной функции с промежуточ-
ным аргументом  у ; 

8)  32x  – производная степенной функции, константу вынести за 
знак производной; 

9)  5  – производная константы. 
ОТВЕТ 

 

2
5

24
2

4

2
2

610
32cos

2

y

y
x

xyx
x

у





  

 

ПРИМЕР 20.8.5. 
  yxyyxe x 41233 42   
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Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    yxe x 32  – производная произведения; 

2)  xe2

 – производная сложной показательной функции с промежу-
точным аргументом  x2 ; 

3)   yx 3  – производная суммы; 

4)  43у  – производная сложной степенной функции с промежуточ-
ным аргументом  у , константу вынести за знак производной; 

5)  12  – производная константы. 
ОТВЕТ 

 
4123

132
32

22





уе

еухе
у

х

хх

 

 

9. Найти производную первого порядка показательно-степенной 
функции 

 

Указания к упражнениям 20.9.1. – 20.9.6.:   

1) функцию    ( )
x

у f x
  прологарифмировать по основанию е, 

 ln ln ( ) xу f x  ; 

2) применить свойство логарифмов bpb p lnln  ; 

3) продифференцировать равенство  ln ln ( )у х f x   ; 

4) уln  ‒ сложная логарифмическая функция с промежуточным аргу-

ментом у,  
y

y
y


ln ; 

5)   ln ( )х f x


   – производная произведения; 

6) выразить у  ; 

7) сделать подстановку    ( )
x

у f x
  и записать ответ. 

 

ПРИМЕР 20.9.1. 
xу x  

ОТВЕТ 

 ln 1xу x x     
 

ПРИМЕР 20.9.2. 
ctg(1 sin 2 ) xу x   
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ОТВЕТ 

 ctg
2

ln 1 sin 2 2ctg cos2
(1 sin 2 )

1 sin 2cos
x x x x

у x
xx

        
 

ПРИМЕР 20.9.3. 
xу x  

ОТВЕТ 
 

2

1ln

x

xx
y

x 
  

 

ПРИМЕР 20.9.4. 
(ln (1/ ))xу x  

ОТВЕТ 

1 1
(ln (1/ )) ln ln

ln
xу x

x x

            
 

 

ПРИМЕР 20.9.5. 
2ctg(cos ) xу x  

ОТВЕТ 

 2ctg
2

ctg ln cos
(cos ) 2 ctg

sin
x x x

у x x
x

 
     

 
 

 

ПРИМЕР 20.9.6. 
1/ ln(ln 2 ) xу x  

ОТВЕТ 

 1/ ln
2

ln ln 1
(ln 2 )

ln ln 2ln
x x

у x
x x xx x

 
     

 
 

 

Указание к упражнениям 20.9.7. – 20.9.10.: применить свойство сте-

пени n

m
n m xх   (приложение 3). 
 

ПРИМЕР 20.9.7. 
ln ( )xу x e   

ОТВЕТ 

  
   2

ln ln 1
ln ( )

ln
x

x e
у x e

x x e x ex
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ПРИМЕР 20.9.8. 
sinxy x  

ОТВЕТ 

2

lnsin ctg
sinx x x x

y x
x

     
 

 

 

ПРИМЕР 20.9.9. 
21xy x   

ОТВЕТ 

 2
2

2 2

ln 1 2
1

1
x

x
y x

x x

 
      
 
 

 

 

ПРИМЕР 20.9.10. 
1xy x  

ОТВЕТ 

 
1

2 2

ln 1

1
x x

y x
x xx


 

     
  

 

 

10. Найти дифференциал первого и второго порядка функции  
 

Указание к упражнениям 20.10.1. – 20.10.3.: для функции  xfy   
дифференциалы первого и второго порядка находятся по формулам 

 dxxfyd  ,   22 dxxfyd  . 
 

ПРИМЕР 20.10.1. 
хеху 33 2   

Указание. Применить правила дифференцирования: 

1) 3 2х  – применить свойство степени (приложение 3); 

2)  xe3  – производная сложной показательной функции с промежу-
точным аргументом  x3 . 

ОТВЕТ 

xdexyd x












33

1

3
3

2
, 233

4
2 9

9

2
xdexyd x












 

 

ПРИМЕР 20.10.2. 
 xxу 7sin3ln 4   
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Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)    xx 7sin3ln 4  – производная сложной логарифмической функ-

ции с промежуточным аргументом  xx 7sin34  ; 

2)  x7sin3  – производная сложной функции синуса с промежуточ-
ным аргументом  x7 , константу вынести за знак производной. 

ОТВЕТ 

xd
xx

xx
yd

7sin3

7cos214
4

3




 , 
  

 
2

23

42
2 1

7cos214

7sin37sin1212
xd

xx

xxxx
yd 















  

 

ПРИМЕР 20.10.3. 
sin9 8tg5y x x   

Указания. Применить правила дифференцирования: 

1)  x9sin  – производная сложной функции синуса с промежуточ-
ным аргументом  x9 ; 

2)  8tg5x

 – производная сложной функции тангенса с промежуточ-

ным аргументом  x5 , константу вынести за знак производной. 
ОТВЕТ 

xd
x

xyd 





 

5cos

40
9cos9

2
, 2

3
2

5cos

5sin
4009sin81 xd

x

x
xyd 






   

 

11. Вычислить приближенное значение функции с точностью до 
трех знаков после запятой 

 

ПРИМЕР 20.11.1. 
8,76  

Указания:  
1) ввести функцию ху  ; 
2) 0х х х   , придать значение 0 9х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции  в точке 0 9х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 
ху   в точке 0 9х  ; 
6) применить формулу       xfff  9976,8 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у d y

d y

 
   ; 

8) записать ответ. 
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ОТВЕТ 
2,960 
 

ПРИМЕР 20.11.2. 
5 31  
Указания:  
1) ввести функцию 5 ху  ; 
2) 0х х х   , придать значение 0 32х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции в точке 0 32х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 

5 ху   в точке 0 32х  ; 
6) применить формулу       xfff  323231 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   ; 

8) записать ответ. 
ОТВЕТ 
1,987 
 

ПРИМЕР 20.11.3. 
3 123  
Указания:  
1) ввести функцию 3 ху  ; 
2) 0х х х   , придать значение 0 125х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции в точке 0 125х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 

3 ху   в точке 0 125х  ; 
6) применить формулу       xfff  125125123 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   ; 

8) записать ответ. 
ОТВЕТ 
4,973 
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ПРИМЕР 20.11.4. 
3 2(2,01) (2,01)  

Указания:  
1) ввести функцию 23 хху  ; 
2) 0х х х   , придать значение 0 2х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции в точке 0 2х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 

23 хху   в точке 0 2х  ; 
6) применить формулу       xfff  2201,2 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   . 

ОТВЕТ 
12,161 
 

ПРИМЕР 20.11.5. 

2

2,7

(2,7) 16
 

Указания:  

1) ввести функцию 
162 


х

х
у ; 

2) 0х х х   , придать значение 0 3х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции в точке 0 3х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 

162 


х

х
у  в точке 0 3х  ; 

6) применить формулу       xfff  337,2 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   ; 

8) записать ответ. 
ОТВЕТ 
0,559 
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ПРИМЕР 20.11.6. 
4 2,97

1 2,97




 

Указания:  

1) ввести функцию 
х

х
у





1

4
; 

2) 0х х х   , придать значение 0 3х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции  в точке 0 3х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 

х

х
у





1

4
 в точке 0 3х  ; 

6) применить формулу       xfff  3397,2 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   ; 

8) записать ответ. 
ОТВЕТ 
0,509 
 

ПРИМЕР 20.11.7. 
2

2

(1,98) 3

(1,98) 5




 

Указания:  

1) ввести функцию 
5

3
2

2





х

х
у ; 

2) 0х х х   , придать значение 0 2х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции  в точке 0 2х  ; 
5) вычислить значение производной первого порядка функции 

5

3
2

2





х

х
у  в точке 0 2х  ; 

6) применить формулу       xfff  3397,2 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   ; 

8) записать ответ. 
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ОТВЕТ 
0,321 
 

ПРИМЕР 20.11.8. 
ocos 59  

Указания:  
1) ввести функцию xу cos ; 

2) 0х х х   , придать значение o
0 60х  ; 

3) вычислить значение 0х х х   ; 

4) вычислить значение функции  в точке o
0 60х   (приложение 1);  

5) вычислить значение производной первого порядка функции 
xу cos  в точке o

0 60х   (приложение 1); 

6) приращение о1 ;х   выразить градус в радианах по формуле 

1 0,017
180

х


    ;  

7) применить формулу      o o o59 60 60f f f x   ; 

8) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

δ 100
у dy

dy

 
  ; 

9) записать ответ. 
ОТВЕТ 
0,515 
 

ПРИМЕР 20.11.9. 
arctg1,02  
Указания:  
1) ввести функцию arctgу x ; 
2) 0х х х   , придать значение 0 1х  ; 
3) вычислить значение 0х х х   ; 
4) вычислить значение функции  в точке 0 1х   (приложение 1); 
5) вычислить значение производной функции arctgу x  в точке 

0 1х   (приложение 1); 
6) применить формулу       xfff  1102,1 ; 
7) оценить относительную погрешность δ, %, применив формулу 

100
у dy

dy

 
   ; 

8) записать ответ. 
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ОТВЕТ 
45°57 
 

12. Вычислить указанные пределы, применив правило Лопиталя 
 

ПРИМЕР 20.12.1. 

4

ln( 5)
lim

3x

x

x




 

Указания:  
1) подставить предельное значение. Предел содержит неопределен-

ность 









, применить правило Лопиталя (приложение 2); 

2)   )5ln(x  – производная сложной логарифмической функции с 
промежуточным аргументом  5х ; 

3)  4 3x  – производная сложной степенной функции с промежу-
точным аргументом  3х . 

ОТВЕТ 
0 
 

ПРИМЕР 20.12.2. 
ln

1

3
lim

1

x

x

x

x




 

Указания:  
1) подставить предельное значение. Предел содержит неопределен-

ность 







0

0
, применить правило Лопиталя (приложения 5, 6); 

2)  хln3  – производная сложной показательной функции с промежу-
точным аргументом  хln . 

ОТВЕТ 
13ln   

 

ПРИМЕР 20.12.3. 

0

tg
lim

sinx

x x

x x




 

Указание. Подставить предельное значение. Предел содержит не-

определенность 







0

0
, применить правило Лопиталя (приложения 1, 5, 6). 

ОТВЕТ 
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ПРИМЕР 20.12.4. 
2

21

1 4sin
6lim

1x

х

x

   
 


 

Указания:  
1) подставить предельное значение. Предел содержит неопределен-

ность 







0

0
, применить правило Лопиталя (приложения 1, 5); 

2) 24sin х


   
    

 – производная сложной степенной функции с проме-

жуточным аргументом sin
6
х

   
    

, константу вынести за знак производной; 

3) sin
6
х


   

    
 – производная сложной функции синуса с промежу-

точным аргументом 
6
х

 
 
 

. 

ОТВЕТ 

3

6


 

 

ПРИМЕР 20.12.5. 
1/lim (4 1)x

x
x


  

Указания:  
1) подставить предельное значение. Предел содержит неопределен-

ность  0  (приложение 6); 

2) применить алгебраическое преобразование 












х

x
x

x

1
14

)14(
/1

/1 ; 

3) предел содержит неопределенность 







0

0
, применить правило Ло-

питаля (приложение 5); 

4) 











х

1

4  – производная сложной показательной функции с промежу-

точным аргументом 





  11

х
х

. 
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ОТВЕТ 
4ln  

 

ПРИМЕР 20.12.6. 
lim ( 2arctgx)ln
x

x


  

Указания:  
1) подставить предельное значение. Предел содержит неопределен-

ность  0  (приложения 1, 5, 6); 
2) применить алгебраическое преобразование 

2arctg
( 2arctg )ln

1
ln

x
x x

x

 
   ; 

3) предел содержит неопределенность 







0

0
, применить правило Ло-

питаля (приложения 1, 6); 

4)  







  1ln

ln

1
x

x
 – производная сложной показательной функции с 

промежуточным аргументом  xln . 
ОТВЕТ 
0 
 

13. Провести полное исследование функции и построить ее график 
 

ПРИМЕР 20.13.1. 
 4ln 2  xxy  

Указания:  
Шаг 1. Исследовать функцию на четность, нечетность (четность: 

   хуху  , нечетность:    хуху  ): 
 

        4ln4ln 22  xхxxхy . 
 

Вывод: функция общего вида, исследование провести на всей число-
вой оси 0Х. 

Шаг 2. Функция непериодическая. 
Шаг 3. ООФ (приложение 4): решить неравенство 042 х . 
Вывод:     ;22;х . 
Шаг 4. Исследовать непрерывность функции (приложения 5, 6). 
Вычислить левосторонний предел функции в точке 21 х : 

 

   


4lnlim 2

2
xx

x
 2 x . 

 

2x    – точка разрыва 2-го рода. 



162 
 

Вычислить правосторонний предел функции в точке 22 х : 
 

   


4lnlim 2

2
xx

x
 2 x . 

 

2x   – точка разрыва 2-го рода. 
Вывод: прямые 2x  и 2x  – вертикальные асимптоты. 
Шаг 5. Найти точки пересечения с осями координат: 
‒ с осью 0Х: решить уравнение   04ln 2  xx ; 
‒ с осью 0Y: вычислить значение функции в точке х = 0. 
Вывод:  0;03,21 М , с осью 0Y пересечения нет. 
Шаг 6. Выяснить наличие асимптот: 
‒ горизонтальная асимптота: вычислить предел  xfk

x 
 lim  (при-

ложения 5, 6): 
 

  2lim ln 4 ,
x

k x x
 

      
 

  2lim ln 4 .
x

k x x
 

      
 

Вывод: горизонтальной асимптоты нет; 
‒ наклонная асимптота: уравнение наклонной асимптоты bkxy  , 

вычислить пределы 
 

 
х

xf
k

x 
 lim , 

 

  kxxfb
x




lim . 

 

 2ln 4
lim 1,

x

x x
k

х 

 
   

 

  2lim ln 4 1 .
x

b x x x
 

        
 

Вывод: наклонной асимптоты нет. 
Шаг 7. Определить промежутки монотонности, точки экстремума. 

Найти производную первого порядка 
4

42
2

2





x

xx
y . 

Производная первого порядка не существует при 2х . 
Найти стационарные точки 1-го рода, для чего решить уравнение 
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0
4

42
2

2






x

xx
у , 

23,3511 х , 
 

23,1512 х . 
 

В данной точке функция не определена. 
Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной первого порядка на следующих ин-

тервалах: 
‒  2; х , 0у   функция возрастает; 

‒  23,3;2х , 0у   функция убывает; 

‒   ;23,3х , 0у   функция возрастает. 
В точке 23,31 х  производная первого порядка меняет знак с минуса 

на плюс, подтверждаем наличие экстремума. 
Найти значение функции в точке 23,31 х : 

 

   23,23 3,23 ln 3,23 4 1,14.у      
 

Вывод:  14,1;23,32М  – точка локального минимума. 
Шаг 8. Определить промежутки выпуклости, вогнутости, точки пере-

гиба. 

Найти производную второго порядка 
 22

2

4

4
2






х

х
у . 

Производная второго порядка не существует при 2х . 
Найти стационарные точки 2-го рода, для чего решить уравнение 

 

 
0

4

4
2

22

2







х

х
у , 

 

042 х , решений нет. 
 

Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной второго порядка на следующих ин-

тервалах:  
‒  2; х , 0у   вогнутость; 

‒   ;2х , 0у   вогнутость. 
Точек перегиба нет. 
Шаг 9. Составить сводную таблицу (табл. 20.1). 
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Таблица 20.1 
 

Сводная таблица 
 

х  2;  -2 2  23,3;2 3,23  ;2

у   +   - 0 + 
у   +   + + + 
у   

 
  min 

у = 1,14 
 
 

Примечание. Дополнительная точка  7,2;43М
 

График функции представлен на рис. 20.1. 
 

ПРИМЕР 20.13.2. 
2

12

1
4 












х

х
у  

Указания.  
Шаг 1. Исследовать функцию на четность, нечетность (четность: 

   хуху  ; нечетность:    хуху  ): 
 

   
 

22

12

1
4

12

1
4 























х

х

х

х
ху . 

 

Вывод: функция общего вида, исследование провести на всей чис-
ловой оси 0Х. 

Шаг 2. Функция непериодическая. 
Шаг 3. ООФ (приложение 4). Решить уравнение 012 х . 

Вывод: 





 






  ;

2

1

2

1
;х . 

Шаг 4. Исследовать непрерывность функции. 

Вычислить односторонние пределы в точке 
2

1
х : 









































2

2

1

2

2

1

12

1
4lim

12

1
4lim

х

х

х

х

x

x

 
2

1
x  – точка разрыва 2-го рода. 

 

х ‐2 
х 2
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Вывод: прямая 
2

1
x  – вертикальная асимптота. 

Шаг 5. Найти точки пересечения с осями координат: 

‒ с осью 0Х: решить уравнение 0
12

1
4

2











х

х
; 

‒ с осью 0Y: вычислить значение функции в точке х = 0. 
Вывод:  0;11 М ,  4;02М . 
Шаг 6. Выяснить наличие асимптот.  

 

Рис. 20.1. График функции   

М1
 

 у

х4 0 2

1,14

М2 

‐2 ‐2,03  3,23

2,7 М3 
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Горизонтальная асимптота. Вычислить предел  lim :
x

k f x
  

  

2
1

lim 4 1,
2 1x

х
k

х 

      
 

2
1

lim 4 1.
2 1x

х
k

х 

      
 

Вывод: горизонтальная асимптота 1у . 
Наклонная асимптота. Уравнение наклонной асимптоты: bkxy  . 

Вычислить следующие пределы:  
 

 
х

xf
k

x 
 lim , 

 

  kxxfb
x




lim , 
 

2
1

4
2 1lim 0,

x

х
хk
х 

 
     

 

2
1

lim 4 0 1.
2 1x

х
b х

х 

          
 

 

Вывод: уравнение наклонной асимптоты 1у . 
Шаг 7. Найти промежутки монотонности, точки экстремума. 

Определить производную первого порядка 
 312

1
24





x

x
y . 

Производная первого порядка не существует при 
2

1
х . 

Найти стационарные точки 1-го рода, для чего решить уравнение 
 

 
0

12

1
24

3






x

x
у ,    1х . 

 

Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной первого порядка на следующих ин-

тервалах: 
‒  1; х , 0у   функция убывает; 

‒ 







2

1
;1х , 0у   функция возрастает; 

‒ 





  ;

2

1
х , 0у   функция убывает. 
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В точке 1х  производная первого порядка меняет знак с минуса 
на плюс, подтверждаем наличие экстремума. 

Найти значение функции в точке 1х : 
 

   

2
1 1

1 4 0.
2 1 1

у
  

   
   

 
 

Вывод:  0;11 М  – точка локального минимума, 
2

1
х  – точка  

локального максимума. 
Шаг 8. Найти промежутки выпуклости, вогнутости, точки перегиба.  

Определить производную второго порядка 
 412

74
24





х

х
у . 

Производная второго порядка не существует при 
2

1
х . 

Найти стационарные точки 2-го рода, для чего решить уравнение 
 

 
0

12

74
24

4






х

х
у , 

 

4

7
х . 
 

Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной второго порядка на следующих интер-

валах: 

‒ 





 

4

7
;х , 0у   выпуклость; 

‒ 





  1;

4

7
х , 0у   вогнутость; 

‒ 







2

1
;1х , 0у   вогнутость; 

‒ 





  ;

2

1
х , 0у   вогнутость. 

В точке 
4

7
х  производная второго порядка меняет знак с минуса 

на плюс. 

Найти значение функции в точке 
4

7
х : 
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2
7

17 244 .
74 32 1
4

у

 
                    

 

 

Вывод: 







3

2
;

4

7
3М  – точка перегиба. 

Шаг 9. Составить сводную таблицу (табл. 20.2). 
 

Таблица 20.2 
 

Сводная таблица 
 

х 






 

4

7
;  

4

7
  






  1;

4

7  1  








2

1
;1  

2

1
 






 ;

2

1
 

у   – – – 0 +  – 
у   – 0 + + +  + 
у    

 
min 

 
   

 

 

График функции 
2

12

1
4 












х

х
у  представлен на рис. 20.2. 

 

ПРИМЕР 20.13.3. 
1 х еху  

Указания  

Преобразовать выражение 1

1
1   хх ехеху  (приложение 3). 

Шаг 1. Исследовать функцию на четность, нечетность (четность: 
   хуху  , нечетность:    хуху  ): 

 

      1

1
1

1

  хх ехехху . 
 

Вывод: функция общего вида, исследование провести на всей чис-
ловой оси 0Х. 

Шаг 2. Функция непериодическая. 
Шаг 3. ООФ (приложение 4). Решить уравнение 01х . 
Вывод:     ;11;х . 
 

х   1/2 
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Шаг 4. Исследовать непрерывность функции. Вычислить односто-
ронние пределы в точке 1х  (приложения 5, 6): 

 
























1

1

1

1

1

1

lim

0lim

х

x

х

x

ех

ех
 1x  – точка разрыва 2-го рода. 

Рис. 20.2. График функции 
2

12

1
4 












х

х
у  

у

 х 

4

0

1 

‐ 1
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Вывод: прямая 1x  – вертикальная асимптота. 
Шаг 5. Найти точки пересечения с осями координат: 

‒ с осью 0Х: решить уравнение 01

1

хех ; 
‒ с осью 0Y: вычислить значение функции в точке х = 0. 
Вывод:  0;01М . 
Шаг 6. Выяснить наличие асимптот.  
Горизонтальная асимптота. Вычислить предел  xfk

x 
 lim  (прило-

жения 5, 6): 
1

1lim ,х

x
k хе 

 
    

 

1
1lim .х

x
k хе 

 
    

 

Вывод: горизонтальной асимптоты нет. 
Наклонная асимптота. Уравнение наклонной асимптоты bxky  . 

Вычислить следующие пределы:  
 

 
lim ,

x

f x
k

х 
  

 

  kxxfb
x




lim , 

 

1
1

lim 1,
х

x

хе
k

х



 
   

 

1

1lim 1 1.х

x
b хе х

 

 
    
 
 

 

 

Вывод: уравнение наклонной асимптоты 1 ху . 
Шаг 7. Определить промежутки монотонности, точки экстремума. 

Найти производную первого порядка 
 2

2
1

1

1

1




 

x

xх
еy х . 

Производная первого порядка не существует при 1х . 
Найти стационарные точки 1-го рода, для чего решить уравнение 

 

 
0

1

1
2

2
1

1





 

x

xх
еy х . 
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Решений нет. 
Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной первого порядка на следующих интер-

валах: 
‒  1; х , 0у   функция возрастает; 
‒   ;1х , 0у   функция возрастает. 
Производная первого порядка знак не меняет. 
Вывод: экстремума нет. 
Шаг 8. Определить промежутки выпуклости, вогнутости, точки пере-

гиба. Найти производную второго порядка 
 3

1

1

1

2




 

x

x
еy х . 

Производная второго порядка не существует при 1х . 
Найти стационарные точки 2-го рода, для чего решить уравнение 

 

 
0

1

2
3

1

1





 

x

x
еy х , 

 

2х . 
 

Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной второго порядка на следующих интер-

валах: 
‒  2; х , 0у   вогнутость; 

‒ 





  1;

4

7
х , 0у   выпуклость; 

‒   ;1х , 0у   выпуклость. 
В точке 2х  производная второго порядка меняет знак с плюса на 

минус. 
Найти значение функции в точке 2х : 

 

 
1

2 12 2 0,74.у е         
Вывод:  74,0;23 М  – точка перегиба. 
Шаг 9. Составить сводную таблицу (табл. 20.3) . 
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Таблица 20.3 
 

Сводная таблица 
 

х  2;   2  1;2  1    ;1

у   + + +  + 
у   + 0 –  – 
у    

 
 
 

 

 

График функции 1 х еху  представлен на рис. 20.3. 
 

ПРИМЕР 20.13.4. 

12 

х

х
у  

Указания  
Шаг 1. Исследовать функцию на четность, нечетность (четность: 

   хуху  , нечетность:    хуху  ): 
 

   
  11 22 







х

х

х

х
ху . 

 

Вывод: функция нечетная, исследование достаточно провести на по-
луинтервале  ;0 . 

Шаг 2. Функция непериодическая. 
Шаг 3. ООФ (приложение 4): решить уравнение 012 х .  
Вывод: Rх . 
Шаг 4. Точек разрыва нет. 
Шаг 5. Точки пересечения с осями координат: 

‒ с осью 0Х: решить уравнение 0
12


х

х
; 

‒ с осью 0Y: вычислить значение функции в точке х = 0. 
Вывод:  0;01М . 

х 

 ‐1
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Шаг 6. Наличие асимптот.  
Горизонтальная асимптота. Вычислить предел  xfk

x 
 lim  (прило-

жения 5, 6): 
 

2
lim 0,

1x

х
k

x 
 

  
 

2
lim 0.

1x

х
k

x 
 

  
 

Вывод: уравнение горизонтальной асимптоты 0y . 

Рис. 20.3. График функции   

у

 х 0

1 

‐ 2 ‐ 1

‐ 0,74
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Наклонная асимптота. Уравнение наклонной асимптоты bxky  . 
Вычислить следующие пределы:  

 

 
lim ,

x

f x
k

х 
  

 

  kxxfb
x




lim , 

 

2 1lim 0,
x

х

xk
х 

   
 

2
lim 0 0.

1x

х
b х

x 

        
 

Вывод: уравнение наклонной асимптоты 0у . 
Шаг 7. Определить промежутки монотонности, точки экстремума. 

Найти производную первого порядка 
 22

2

1

1






x

х
y . 

Найти стационарные точки 1-го рода, для чего решить уравнение 
 

 
0

1

1
22

2







x

х
y , 

 

1х . 
 

Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной первого порядка на следующих ин-

тервалах: 
‒  1;0х , 0у   функция возрастает; 
‒   ;1х , 0у   функция убывает. 
В точке 1х  производная первого порядка меняет знак с плюса на 

минус. 
Найти значение функции в точке 1х : 

 

  2

1 1
1 .

21 1
у  

  
 

Вывод: 







2

1
;12М  – точка локального максимума. 

Шаг 8. Определить промежутки выпуклости, вогнутости, точки пере-
гиба. 
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Найти производную второго порядка 
 32

2

1

3
2






x

x
хy . 

Найти стационарные точки 2-го рода, для чего решить уравнение 
 

 
0

1

3
2

32

2







x

x
хy , 

 

01 х , 32 х . 
 

Изобразить полученные точки на числовой оси 0Х. 
Определить знаки производной второго порядка на следующих интер-

валах: 
‒  3;0х , 0у   выпуклость; 

‒   ;3х , 0у   вогнутость. 

В точке 3х  производная второго порядка меняет знак с минуса 
на плюс. 

Найти значение функции в точке 3х : 
 

 
 2

3
3 0,4.

3 1
у  


 

 

Вывод:  4,0;33М  – точка перегиба. 
Шаг 9. Составить сводную таблицу (табл. 20.4). 

 

Таблица 20.4 
 

Сводная таблица 
 

х 0  1;0  1  3;1  3   ;3  

у   + + 0 – – – 
у   0 – – – 0 + 
у 0      

 

Шаг 10. Построение графика. 
Исследуемая функция нечетная, график симметричен относительно 

начала координат, применим свойство симметрии:  
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1) точка локального максимума 







2

1
;12М  отображается в точку ло-

кального минимума 





 

2

1
;1*

2М ; 

2) точка перегиба  4,0;33М  отображается в точку перегиба 

 4,0;3*
3 М ; 

3) интервал выпуклости  3;0  отображается в интервал вогнутости 

 0;3 .  
Вывод:  0;01М  – точка перегиба; 

4) интервал вогнутости   ;3х  отображается в интервал выпук-

лости   ;3 ; 
5) ось 0Х – горизонтальная асимптота. 

График функции 
12 


х

х
у  представлен на рис. 20.4. 

 

 

Рис. 20.4. График функции   

у

х0  1  

‐0,4

‐0,5

‐1 

 0,5

0,4
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14. Провести полное исследование функции, заданной парамет-
рически, и построить ее график 

 

ПРИМЕР 14.1. 

Провести полное исследование функции 2

3

2
,

1

6

t
x

t

y t t

  
  

 и построить ее 

график. 
РЕШЕНИЕ 
Шаг 1. Исследовать функцию на четность, нечетность: 

 

   txtx  , 
 

   tyty  . 
 

Наличие симметрии относительно начала координат. Исследование 
достаточно провести на полуинтервале  ;0  области определения функ-
ции. 

Шаг 2. ООФ (приложения 4, 5, 6): 
 

01 2  t . 
 

Определим множество Т области определения функции:   ;t . 
Определим множество Х области определения переменной х: 

 

0
1

2
lim

2












 t

t
t

, 

 

0
1

lim
2












 t

t
t

. 

 

Таким образом,  0;0х . 
Определим множество Y области определения переменной у: 

 

  


tt
t

6lim 3 , 
 

  


tt
t

6lim 3 . 
 

Таким образом,   ;y . 

Получили область определения функции:  ;t   ,  0;0х , 

  ;y .  
Вывод: вертикальной асимптоты нет. 
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Шаг 3. Точки пересечения с осями координат: 
‒ с осью 0Y: решить уравнение   0tx : 

 

0
1

2
2





t

t
x , 

 

0t . 
 

Вычислить соответствующую ординату: 
 

tty 63  , 
 

  00 y . 
 

Получили точку )0;0(1M ; 
‒ с осью 0X: решить уравнение   0tу : 

 

063  tty , 
 

  062  tt , 
 

2

0,

6 0,

t

t




 
                                    (20.1) 

 

21

2

t

t
x


 . 

 

Решить каждое уравнение из системы (20.1): 
1) 0t . Вычислить соответствующие абсциссы:   00 х , получили 

координаты точки  0;01М ; 

2) 6t . Вычислить соответствующие абсциссы: 
 

 

 

2 6
6 0,7,

7

2 6
6 0,7.

7

x

x

 

    

 

 

Получили точки  0;7,02М  и  0;7,0М . 
Шаг 4. Найти промежутки монотонности, стационарные точки первого 

рода, экстремум функции. 

Найти производную первого порядка: 
   

 2

222

12

123

t

tt
ух 


 . 
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Найти стационарные точки из условия 0ху : 
 

   
  0
12

123
2

222





t

tt
, 

 

2t . 
 

Производная ху  не существует при 1t . 
Стационарные точки первого рода делят полуобласть  ;0  на про-

межутки       ;22;11;0t . 
Определить знаки производной первого порядка на полученных ин-

тервалах: 

1)  1;0t , возьмем значение 
2

1
t : 0

2

1







ху ; 

2) 1; 2t   , возьмем значение 1,1t :   01,1 ху ; 

3) 2;t   , возьмем значение 2t :   02 ху . 

Вывод: на полуинтервале  1;0t  функция убывает, на полуинтервале 

1; 2t    функция возрастает, на полуинтервале 2;t    функция 

убывает. 
На рис. 20.5 изображены интервалы монотонности функции. 

При 2t  производная первого порядка меняет знак с минуса на 
плюс, имеем точку локального минимума. 

Вычислить координаты точки минимума  ух; , подставив значение 
параметра t в систему уравнений 

 

 
 

2 2
2 0,9,

3

2 5,7.

х

у


 


  

 

 

Рис. 20.5. Интервалы монотонности функции  

1 

_+
0  1,1  sign   

_ 

1/2  2
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Получили координаты точки минимума  7,5;9,03 М . 
Вычислить координаты точки при 1t : 

 

 
 

1 1,

1 5.

х t

у t

 


  
 

 

Получили координаты точки  5;14 М . 
В точке  5;14 М  касательная, поведенная к графику функции, пер-

пендикулярна оси 0Х. 
Шаг 5. Найти промежутки выпуклости, вогнутости, стационарные 

точки 2-го рода. 
Найти производную второго порядка: 

 

   
 32

2432

1

5521

2

3

t

tttt
yxx




 . 

 

Найти стационарные точки второго рода из условия 0xxy : 
 

   
 

0
1

5521

2

3
32

2432







t

tttt
, 

 

 
 

4 2

32

32

0,

2 5 5 0,

1 0,

1 0.

t

t t

t

t




  


 

  

                                 (20.2) 

 

Решить каждое уравнение из системы (20.2): 
1) 01 t ; 

2) 0552 24  tt , решений нет; 

3)   01
32  t , решений нет; 

4)   01
32  t , 13,2 t . 

Стационарные точки второго рода разбивают полуобласть  ;0  на 
промежутки     ;11;0 . 

Определим знаки производной второго порядка на полученных про-
межутках: 
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1)  1;0t , возьмем значение 
2

1
t : 0

2

1







хху ; 

2)   ;1t , возьмем значение 2t :   02 xxy . 
Вывод: на полуинтервале  1;0х  график функции выпуклый, на 

интервале   ;1x  график функции вогнутый. 
На рис. 20.6 изображены промежутки выпуклости, вогнутости со 

знаками производной. 
Шаг 6. Выяснить наличие асимптот.  
Наклонная асимптота. Уравнение наклонной асимптоты bkxy  : 

 

x

y
k

x 
 lim , 

 

 kxyb
x




lim . 
 

Из области определения функции на шаге 2 видно, что переменная х 
не стремится к бесконечности, следовательно, наклонной асимптоты нет. 

Шаг 7. Составить сводную таблицу (табл. 20.5). 
 

Таблица 20.5 
 

Сводная таблица 
 

t 0 (0; 1) 1 (1; 2 ) 2  ( 2 ; ) 
x 0 (0;1) 1 (1; 0,94) 0,94 (0,94; 0) 

y 0 (0; -5) -5 (-5; - 5,7) -5,7 (-5,7; ) 
ух ̶ ̶  + 0 ̶ 
ух 0 ̶  + + + 
у(х)       

 

Шаг 8. Построение графика. Изобразить следующие точки: 
1) точки пересечения с осями координат )0;0(1M  и  0;7,02М ; 
3) точку локального минимума  7,5;94,04 М , 
4) стационарную точку первого и второго рода  5;14 М . 

Рис. 20.6. Промежутки монотонности функции  

1

+
0  1/2  sign   

_

2
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Шаг 9. Исследуемая функция нечетная, график симметричен относи-
тельно начала координат. Применим свойство симметрии:  

1) точка  0;7,02М  отображается в точку  0;7,02
* М ; 

2) стационарная точка первого и второго рода  5;14 М  отображается 
в точку  5;14 М ; 

3) полуинтервал  1;0х  вогнутости с точкой локального минимума 
 7,5;94,04 М  отображается в полуинтервал  0;1х  выпуклости с 

точкой локального максимума  7,5;94,0*
4М . 

Вывод: получили точку перегиба 0х . 

График функции 2

3

2
,

1

6

t
x

t

y t t

  
  

 представлен на рис. 20.7. 

 

15. Найти наибольшее и наименьшее значения функции на задан-
ном отрезке 

 

Указания к упражнениям 20.15.1. – 20.15.5.:  
1) найти производную первого порядка функции  ху ; 
2) найти стационарные точки, принадлежащие отрезку  bа; , решив 

уравнение   0 ху ; 
3) вычислить значения функции в стационарных точках, принадле-

жащих отрезку и на границах отрезка, в точках ,х а х b  ; 
4) сравнить полученные значения функции и выбрать наибольшее и 

наименьшее значения. 
 

ПРИМЕР 20.15.1. 
ххху 33 23   на  2;1  

Указание: применить правила дифференцирования для производной 
суммы и разности. 

ОТВЕТ 
 наим 1 7у    ,  наиб 2 2у   ■ 

 

ПРИМЕР 20.15.2. 

12 

х

х
у  на   ;  

Указание: применить правила дифференцирования для производной 
частного. 

ОТВЕТ 

 наим
1

1
2

у    ,  наиб
1

1
2

у   ■ 
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Рис. 20.7. График функции 

М1

у

1 

М3 

0

5,7

М4
* 

5

0,7 х

М2 М2
* 

0,7 

‐ 5 М4
 

М3
* 

‐ 1  ‐ 0,94  0,94 

‐ 5,7
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ПРИМЕР 20.15.3. 
xху ln  на  e;1  

Указание: применить правила дифференцирования для производной 
произведения. 

ОТВЕТ 
 наим 1 0у  ,  наибу e e  ■ 

 

ПРИМЕР 20.15.4. 
  хеху  12 на  0;2  

Указания  
Применить правила дифференцирования: 

1)    хех 12 – производная произведения; 

2)  xe1  – производная сложной показательной функции с промежу-
точным аргументом  x1 . 

ОТВЕТ 

 наим 2 0у   ,   2
наиб 1у е   ■ 

 

ПРИМЕР 20.15.5. 
2

12

1
4 












х

х
у  на  0;2  

Указание: применить правила дифференцирования для производной 

сложной степенной функции с промежуточным аргументом 










12

1

х

x
, вы-

нести константу за знак производной. 
ОТВЕТ 

 наим 1 0у   ,  наиб 0 4у   ■ 
 

16. Решить практические задачи на экстремум функции 
 

ПРИМЕР 20.16.1. 
Требуется изготовить коническую воронку с образующей длиной 

20 см. Какой должна быть высота воронки, чтобы ее объем был наиболь-
шим? 

Указания:  
1) требуется изготовить воронку конической формы (рис. 20.8, а);  
2) составить функцию объема относительно высоты  конV V H : 

 

2
кон

1

3
V R H  ; 
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3) длина образующей l – известная величина, выразить радиус R че-
рез высоту H, используя осевое сечение (см. рис. 20.8, б).  

Применить теорему Пифагора 222 lRH  , откуда 
 

 2 21

3
V l H H   . 

 

Исследовать полученную функцию на экстремум; 
 

 

4) найти стационарную точку 1-го рода, для чего решить уравнение 
0HV .  

Стационарная точка 
3

20
H ; 

5) применить второе достаточное условие существования экстремума 

в точке 
3

20
H . Определить знак производной второго порядка в стацио-

нарной точке 1-го рода: 
 

0
3

20
V 






HH . 

 

Вывод: при 
3

20
H  функция достигает локального максимума, сле-

довательно, объем конуса является наибольшим.  
ОТВЕТ 

3

20
H   ■ 

 
 

Рис. 20.8. Коническая воронка

l

H 

R 

H
l 

R а)  б)
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ПРИМЕР 20.16.2. 
Периметр равнобедренного треугольника равен 2p. Каким должно 

быть его основание, чтобы объем тела, полученного вращением этого тре-
угольника вокруг основания, был наибольшим?  

Указания:  
1) высота равнобедренного треугольника делит его на два равных 

прямоугольных треугольника. Объем тела вращения 2
т.в

2

3
V R H  . 

2) на рис. 20.9 изображено осевое сечение тела, полученного враще-
нием вокруг основания равнобедренного треугольника. Пусть основание 
треугольника равно 2а; 

3) высота треугольника h является радиусом R основания тела вра-
щения. Выразить радиус через сторону прямоугольного треугольника и 
данный периметр 2p с помощью теоремы Пифагора: 

 

рарR 222  ; 
 

4) составить функцию объема тела вращения относительно основа-
ния треугольника, где высота Н = а: 

 

 2
т.в

2
2

3
V р ра а   ; 

 

5) исследовать полученную функцию на экстремум. Найти стацио-
нарную точку 1-го рода, для чего решить уравнение 0aV .  

Стационарная точка: 
4

p
a  ; 

6) применить второе достаточное условие существования экстремума 

в точке 
4

p
a  . Определить знак производной второго порядка в стацио-

нарной точке 1-го рода: 0
4







 p

Vaa . 

Рис. 20.9. Осевое сечение тела вращения

R

aa

H

h
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Вывод: при 
4

p
a   функция достигает локального максимума, следо-

вательно, объем тела вращения будет наибольшим. 
ОТВЕТ  

4

p
a   ■ 

 

ПРИМЕР 20.16.3. 
Пункт В находится на расстоянии 60 км от железной дороги. Рассто-

яние по железной дороге от пункта А до ближайшей к пункту В точки С 
составляет 285 км. На каком расстоянии от точки С надо построить стан-
цию Р, от которой проложат шоссе к пункту В, чтобы затрачивать наи-
меньшее время на передвижения между пунктами А и В, если скорости 
движения ограничены и составляют 52 км/ч по железной дороге и 20 км/ч 
по шоссе. 

Указания:  
1) изобразить схему передвижения (рис. 20.10);  

2) путь передвижения PBAPS  . Пусть расстояние РС = х. Выра-
зить расстояние РВ, применив теорему Пифагора; 

3) пройденный путь, скорость движения и время связаны соотноше-
нием tvS  . Выразить время передвижения Т по пути S: 

 

20

60

52

285 22 





хх
Т . 

 

Полученное соотношение рассмотреть как функцию  хТТ  ; 
4) исследовать полученную функцию на экстремум. Найти стацио-

нарную точку 1-го рода, для чего решить уравнение 0хТ .  
Стационарная точка: 25х  км; 

Рис. 20.10. Схема передвижения

Р х 

285 

60  

285 –х
С 

В 

А 
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5) применить второе достаточное условие существования экстремума 
в точке х = 25. Определить знак производной второго порядка в стацио-
нарной точке 1-го рода:   025 xxT . 

Вывод: при х = 25 функция достигает локального минимума, следо-
вательно, время передвижения будет наименьшим. 

ОТВЕТ 
х = 25 
 

ПРИМЕР 20.16.4. 
Найти соотношение между радиусом R и высотой Н цилиндра, име-

ющего при заданном объеме V наименьшую полную поверхность. 
Указания:  
1) изобразить развернутую полную поверхность цилиндра (рис. 20.11); 

2) площадь полной поверхности 2
п.п 2S R RН    ; 

3) радиус R и высота Н – неизвестные величины. Выразить высоту 
через известный объем и подставить в формулу площади полной поверх-
ности цилиндра: 

 

2

V
H

R



,   2
п.п

2V
S R

R
   . 

 

Полученное соотношение рассмотреть как функцию  RSS  ; 
4) исследовать полученную функцию на экстремум. Найти стацио-

нарную точку 1-го рода, для чего решить уравнение 0RS . 

Стационарная точка: 3
2

V
R 


; 

5) применить второе достаточное условие существования экстремума 

в точке 3
2

V
R 


. Определить знак производной второго порядка в стацио-

нарной точке 1-го рода: 3 0
2

V
S
 
   

. 

Рис. 20.11. Развернутая полная поверхность цилиндра: 
а – цилиндр; б – боковая поверхность цилиндра; в – основание цилиндра 

б) 

H

2πR

а) 

R 
H 

в)

d 

R 
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Вывод: при 3
2

V
R 


 функция достигает локального минимума, сле-

довательно, площадь полной поверхности цилиндра будет наименьшей; 

6) найти объем в точке экстремума 3
2

V
R 


 и приравнять его к объему 

2V R Н  ; 

7) найти соотношение 
Н

R
. 

Ответ 

2

1


Н

R
 ■ 

 
21. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 
1. Найти производную первого порядка функции, используя 

определение производной (см. разд. 1) 
 

ПРИМЕР 21.1.1. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.2. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.3. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.4. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.5. 
 

967 2  хху

614  ху

453 2  хху

56  ху

34 3  хху

112 2  ху

25 3  ху

215ху 

23 42 хху 



190 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.6. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.7. 
 

ОТВЕТ 
 

 

ПРИМЕР 21.1.8. 
 

ОТВЕТ 
 

 

2. Найти дифференциалы первого и второго порядка функции, 
используя правила дифференцирования (см. разд. 2) и таблицы произ-
водных (см. табл. 2.1, 6.1) 

 

ПРИМЕР 21.2.1. 

 

ОТВЕТ 

,  

 

ПРИМЕР 21.2.2. 

 

ОТВЕТ 

, 

52 6 2 25
115 4

36 18 36
3 72

5 25

хd y е х х х dx
хх

  
            

 

 

ПРИМЕР 21.2.3. 

 

46 2  ху

23 3хху 

хху 63 2 

хху 23 3 

29 2  ху

хху  3

13 2  ху

3

25

х

ех
у

х


 
xd

x

xex
yd

x

4

6210 


  2
5

2
2 126230

xd
x

ххex
yd

x 


9
45 6

5

2
63

х
хеху х 

xd
х

хххeyd x
















 

10
35

5

18
243

5

18

44 3
8

259
5

хех
х

у х 
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ОТВЕТ 

, 

 

 

 

ПРИМЕР 21.2.4. 

 

ОТВЕТ 

,  

 

ПРИМЕР 21.2.5. 

 

ОТВЕТ 

, 

 

 

 

3. Составить уравнения нормали и касательной, проведенной к 
линии в заданной точке 

 

ПРИМЕР 21.3.1. 
хху 83 2   в точке с абсциссой 0 1х   

ОТВЕТ 
Уравнение касательной 032  ух , уравнение нормали 0112  ух  
 

ПРИМЕР 21.3.2. 
94 23  хху  в точке с абсциссой 1х  

xdхх
х

e
х

yd x



















 34 3

49
1009

4

2740

22

4 5

4

3

4

2 300
16

27
9

2

27
xdх

х
х

х
еyd х
























х

х
у

23

2 3 5






 
xd

х

хх
yd

2

3 23 5

23

45
3

4






 
2

3

3

3 23 5

2

23

16
10

3

20

9

8

xd
х

х
хх

yd





1

7 3





х

х

е

х
у

 
xd

e

x
x

x
e

yd
x

xxxx

2

3 2

3

3 2

1

3

1
7ln77

3

1
7ln7

















 
2

4

3

3 5

2

3 5

2

2

1

9

2
77ln7

9

2
7ln7

xd
e

x
x

е
x

yd
x

xххх
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ОТВЕТ 
Уравнение касательной 0311  ух , уравнение нормали 

0155112  ух  
 

ПРИМЕР 21.3.3. 

3

62





x

х
у  в точке с абсциссой 5х  

ОТВЕТ 
Уравнение касательной 05187  ух , уравнение нормали 

02678  ух  
 

ПРИМЕР 21.3.4. 

3tg12 10y x   в точке с абсциссой 
3

х


  

ОТВЕТ 
Уравнение касательной 36 10 12 0х у     , уравнение нормали 

36 360 0
3

х у


     

 

ПРИМЕР 21.3.5. 

26cos  xy  в точке с абсциссой х





 

ОТВЕТ 

Уравнение касательной 
 2 4 3

3 2 2 0
8

х у
 

    , уравнение 

нормали 3 2 6 2 3 0
8

х у


      

 

4. Приложение производной к задачам геометрии и механики  
 

ПРИМЕР 21.4.1. 
Материальная точка движется по гиперболе  так, что ее 

абсцисса х равномерно возрастает со скоростью 1 м/с. С какой скоростью 
изменяется ордината в точке ? 

ОТВЕТ 
1/3 м/с 
 

ПРИМЕР 21.4.2. 
В какой точке параболы  ордината возрастает вдвое быст-

рее абсциссы? 

012 ух

 2;6

02  ух
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ОТВЕТ 

 

 

ПРИМЕР 21.4.3. 
В какой точке параболы  ордината возрастает вдвое быст-

рее абсциссы? 
ОТВЕТ 

 

 

ПРИМЕР 21.4.4. 
Закон движения материальной точки . Найти скорость 

и ускорение движения точки в момент времени 2 ct  . 
ОТВЕТ 
108 м/с, 156 м/с 
 

ПРИМЕР 21.4.5. 

Закон движения материальной точки 4sin 8
3 4

t
s t

    
 

. Найти ско-

рость и ускорение движения точки в момент времени c
4

t


 . 

ОТВЕТ 
26/3 м/с 
 

ПРИМЕР 21.4.6. 

Закон движения материальной точки 2cos 2 5
4

s t
    

 
. Найти 

скорость и ускорение движения точки в момент времени c
4

t


 . 

ОТВЕТ 

 м/с,  м/с2  
 

ПРИМЕР 21.4.7. 

Закон движения материальной точки . В какой мо-

мент времени ее скорость будет равна 210 м/с? 
ОТВЕТ 
6 с 
 







 1;

4

1
М

08 2  ух







 2;

2

1
М

13 34  tts

22 24

10
2

1
2 23  tts
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ПРИМЕР 21.4.8. 
По оси 0Х движутся две материальные точки, законы движения ко-

торых  и . С какой скоростью эти точки удаляются 
друг от друга в момент встречи?  

ОТВЕТ 
42 м/с и 33 м/с 
 

ПРИМЕР 21.4.9. 
По оси 0Х движутся две материальные точки, законы движения ко-

торых  и . В какой момент времени их 

скорости окажутся равными? 
ОТВЕТ 
6 с 
 

ПРИМЕР 21.4.10. 
Материальная точка движется по гиперболе так, что ее абсцисса рав-

номерно возрастает со скоростью 1 м/с. С какой скоростью изменяется ее 
ордината в точке (4; 5)? 

ОТВЕТ  
-1,25 м/с 

 

5. Исследовать дифференцируемость функции  
 

ПРИМЕР 21.5.1. 
1, 0;

tg , 0.

x x
y

x x

 
  

 

ОТВЕТ 
Функция дифференцируема 
 

ПРИМЕР 21.5.2. 
sin , ;

1
, .

x x
y

x
x

 
 

   

  

ОТВЕТ 
Функция не дифференцируема 
 

ПРИМЕР 21.5.3. 









.2,34

;2  , 12

xx

xx
y  

ОТВЕТ 
Функция дифференцируема 

83 2  ts 652 2  tts

167
3

4 3  tts 852 23  ttts
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ПРИМЕР 21.5.4. 

 







3. ,2ln

;3  , 13

хx

xx
y   

ОТВЕТ 
Функция не дифференцируема 
 

ПРИМЕР 21.5.5. 










.3,4

;3,12
3

2

хх

хх
у  

ОТВЕТ  
Функция не дифференцируема 
 

ПРИМЕР 21.5.6. 












2,2

;2,1 2

xx

xx
y  

ОТВЕТ 
Функция не дифференцируема 
 

ПРИМЕР 21.5.7. 
5 2 хy  в точке 2х  

ОТВЕТ 
Функция не дифференцируема 
 

6. Найти угол между кривыми в точке их пересечения 
 

ПРИМЕР 21.6.1. 
08 ух  и 01222  ух  

ОТВЕТ 
о77 47   

 

ПРИМЕР 21.6.2. 
0822  ух  и 02 2  ух  

ОТВЕТ 
о71 57   

 

ПРИМЕР 21.6.3. 
03  ухх  и 05  ух  

ОТВЕТ 
о30 96   и о16 50   
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ПРИМЕР 21.6.4. 
01sin  yx  и 01y  

ОТВЕТ 
о45   

 

ПРИМЕР 21.6.5. 
0sin2  yx  и 0cos2  yx  

ОТВЕТ 
о90   

 

ПРИМЕР 21.6.6. 

03  yx  и 0
1

2
 y

x
 

ОТВЕТ 
о45   

 

ПРИМЕР 21.6.7. 
0522  yx  и 04 2  yx  

ОТВЕТ 
о71 57   

 

ПРИМЕР 21.6.8. 

0
1

1
2





y
x

x
 и ось абсцисс 

ОТВЕТ 
о26 57   

 

ПРИМЕР 21.6.9. 
  02 2  ух  и 0462  ухх  
ОТВЕТ 

о40 60   
 

ПРИМЕР 21.6.10. 
044 22  yx  и 0445 2  yx  

ОТВЕТ 
о0   
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7. Найти дифференциал сложной функции  
 

ПРИМЕР 21.7.1. 

 35 4 2 2 4x хy е x х     

ОТВЕТ 

  
 

35 4 2 2 2
35 4 2

3

5 3 4 4
2 4

2 4 2

х х
х х

е х х х
d y е х d x

х х

  
  

      
  

 

 

 

ПРИМЕР 21.7.2. 
  xexy  24 lnsin  

ОТВЕТ 

      xde
x

exexyd xxx 













 

2
lncoslnsin4 223

 
 

ПРИМЕР 21.7.3. 
 3 2tg 5

32
6

1

x

y x
x



 


 

ОТВЕТ 

     
 

 

 

3 2tg 5 2 2 2 3 2tg 5

2 2
2

2

2 ln 2 tg 5 6 6
2

cos 5
18

1

x
xx x x

x
d y х d x

x




 
    

 
 

  
 

 
 
 

 

 

ПРИМЕР 21.7.4. 
   tg 9 1 сtg 2xy е x    

ОТВЕТ 
 

   
   

tg 9 1

23 2

tg 9 1

9 1

sin 22 4 2 cos 9 1

2 ctg 2

x

x

е

xх х x
d y d x

е x





 
 

    
  

  
 
 

 

 

ПРИМЕР 21.7.5. 
  xxxy 334cos7 5   
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ОТВЕТ 

   
 









 xx

x

x
xxxyd 3

34cos

34sin

2

21
334cos35 54

  dxxx x 3ln334cos7 5   
 

ПРИМЕР 21.7.6. 

  3cos 9 37 6 sin 7 5xy x x    

ОТВЕТ 

    
4

cos 9 3 cos 973
6 sin 7 5 9 6 ln 6 sin 9

7
x xd y x x x


          

    xdxxx 52157cos 33   
 

ПРИМЕР 21.7.7. 

xx

xx
y

42

7cosln
3

3





 

ОТВЕТ 
3

3

1 2 4

2 ln cos 7

x x
d y

x x


 



       
 

2 3 3 3

23

3ln 7 sin 7 2 4 6 4 ln соs7

2 4

x x x x x х x x
d х

х x x

      


 
 

 

ПРИМЕР 21.7.8. 

  22 2cos 8 ln tg 5 8xy x e x     

ОТВЕТ 

   
2 22

2 2 2

10
8sin16 cos 8 2

tg 5 8 cos 5 8
x x x

d y x e x e x d x
x x

 
       
    

 

 

8. Найти производную первого и второго порядка функции,  
заданной параметрически 

 

ПРИМЕР 21.8.1. 









.7

,23
4

3

ty

tx
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ОТВЕТ 

tух 9

28
 , 281

28

t
yxx   

 

ПРИМЕР 21.8.2. 

 









.59cos3

,sin4
2

2

ty

tx
 

ОТВЕТ 

 ttух 1018sin
2

15
 ,     ttt

t
yxx 1018sin1018cos20

4

15
  

 

ПРИМЕР 21.8.3. 
3

5 1

2 ,

.

t t

t

x e

y e 

  



 

ОТВЕТ 

8ln8

5 15

tt

t

х e

e
у






, 
  

 3

8ln8

8ln8ln5845 215

tt

ttt

xx

e

ee
у








 

 

ПРИМЕР 21.8.4. 









.12

,32
4

23

ty

ttx
 

ОТВЕТ 

43

8 2




t

t
ух , 

 343

83
8





t

t
yxx  

 

ПРИМЕР 21.8.5. 
 

 







.52

,93ln
4

23

tty

ttx
 

ОТВЕТ 

2

152458

3

1 425





t

tttt
ух ,

  
 3

23452

2

30205192152323

9

1





t

ttttttt
yxx  
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ПРИМЕР 21.8.6. 

2

3

2
,

1

.

t
x

t

y t t

  
  

 

ОТВЕТ 

   2 2

2

3 1 11

2 1
х

t t
у

t

  
  


, 

  
 

33 2 2

32

3 5 1

1
xx

t t t
y

t

  
  


 

 

9. Найти производную первого порядка функции, заданной неявно  
 

ПРИМЕР 21.9.1. 
  xyyxyx 23cos 24332   

ОТВЕТ 
  

   16222sin

2322sin3
33

232





yxyyx

yyxx
y  

 

ПРИМЕР 21.9.2. 
  xyyxyx 74ln5517sin 3233   

ОТВЕТ 
 

 
y

yxyxy

yxxyx
y

5
1517cos21

17cos3107

22332

3323




  

 

ПРИМЕР 21.9.3. 
  223 2723ln yxyxyx   

ОТВЕТ 

у
у

х

ух

ухх
хуx

y

2
3

1

26

3
146

3

2







  

 

ПРИМЕР 21.9.4. 

   54 3 2 5 3ctg 2 3 2 2 4 2xx y x y y x       
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ОТВЕТ 

 
43

24
42

3

1042

212ln25
32sin

8

5

5

yyx

xyx
x

x

y
x

x




  

 

ПРИМЕР 21.9.5. 

 5 2 2 4 12
3 3ln 4yx y x y

xy
      

ОТВЕТ 
3

5

2

2 12
1

5
12

4 7 2ln7х

х
ху

y

y


 

  
  

 

 

10. Найти производную первого порядка показательно-степенной 
функции 

 

ПРИМЕР 21.10.1. 
22 1/ tg(1 sin ) xу x   

ОТВЕТ 

 2 322 1/ tg
2 3

ctg ln 1 sin cos
2 (1 sin )

sin sin sin
x

x x x
у x

x x x

 
      
 
 

 

 

ПРИМЕР 21.10.2. 
ln(1 ) xу x   

ОТВЕТ 

ln 1 ln
(1 )

1
x x x

у x
x x

       
 

 

ПРИМЕР 21.10.3. 
tg(sin ) xу x  

ОТВЕТ 

 tg
2

ln sin
(sin ) 1

cos
x x

у x
x

 
    

 
 

 

ПРИМЕР 21.10.4. 
sin xy x  
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ОТВЕТ 

sin sin
cos lnx x

y x x x
x

      
 

 

 

ПРИМЕР 21.10.5. 
cos( / 2)(1 ) xy x    

ОТВЕТ 

 cos( / 2)
cos

2(1 ) sin ln 1
2 2 1

x

x
x

y x x
x



 
           
 

 

 

ПРИМЕР 21.10.6. 
sin ( )

tg
4

x
x

y
   

 
 

ОТВЕТ 

   sin ( ) sin
tg . cos ln tg

4 4 2sin
2

x xx x
y x

x


 
                    
 

 

 

ПРИМЕР 21.10.7. 

ctg
4

xe
x

y
   

 
 

ОТВЕТ 

3

cos
4ctg ln ctg

4 4 sin
4

xе
x

x
x x

y e
x

 
                  
 

 

 

ПРИМЕР 21.10.8. 
tg

1
x

y
x

   
 

 

ОТВЕТ 

tg

2

1
ln

1 tg

cos

x
xxy

x xx
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ПРИМЕР 21.10.9. 
3

4

3

x
x

y
x

    
 

ОТВЕТ 

  

3
4 4 7

3 ln
3 3 4 3

x
x x x

y
x x x x

                    
 

 

ПРИМЕР 21.10.10. 
sin(ctg ) xy x  

ОТВЕТ 

 sin 1
(ctg ) cos ln ctg

cos
xy x x x

x

     
 

 

 

11. Найти дифференциалы первого и второго порядка функции  
 

ПРИМЕР 21.11.1. 

5

2


х

х
у  

ОТВЕТ 

 2
5

4

2

12

5

1









 


хх

х
у , 

 5 119 2

45

25

2






хх

х
у  

 

ПРИМЕР 21.11.2. 
4

2
ctg4

x
y

x
  

ОТВЕТ 

x

xxх
у

4cos

28sin
4

2

43 
 , 

   
x

xxxxxxxxxx
y

4cos

28sin8sin88cos88sin34cos
4

4

322 
  

 

ПРИМЕР 21.11.3. 
2

3cos xexy   
ОТВЕТ 

 xxxey x 3cos23sin3
2

  ,  xxxxxey x 3cos93cos43sin12 22
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ПРИМЕР 21.11.4. 
 xxy  3ln5 6  

ОТВЕТ 

3

1
30 5




x
xy , 

 2
4

3

1
150




x
xy  

 

ПРИМЕР 21.11.5. 
5 3 tg2y x x   

ОТВЕТ 

xх
у

2cos

2

5

3
25 2

 , 
x

x

х
у

2cos

2sin
8

25

6
35 7

  

 

12. Вычислить с точностью до 10-3 приближенное значение. 
Найти относительную погрешность 

 

ПРИМЕР 21.12.1.  
5 34  
ОТВЕТ 
≈ 2,024 

ПРИМЕР 21.12.2. 
3 26,19  
ОТВЕТ 
≈ 2,97 

ПРИМЕР 21.12.3. 
4 16,64  
ОТВЕТ 
≈ 2,020 

ПРИМЕР 21.12.4. 
4 15,8  
ОТВЕТ 
≈ 1,994 

ПРИМЕР 21.12.5. 
3 10  
ОТВЕТ 
≈ 2,154 

ПРИМЕР 21.12.6. 
5 200  
ОТВЕТ 
≈ 2,885 

ПРИМЕР 21.12.7. 
5(3,03)  

ОТВЕТ 
≈ 255,395 

ПРИМЕР 21.12.8. 
7 130  
ОТВЕТ 
≈ 2,004 

ПРИМЕР 21.12.9. 
3 27,5  
ОТВЕТ 
≈ 3,018 

ПРИМЕР 21.12.10. 
17  

ОТВЕТ 
≈ 4,123 

ПРИМЕР 21.12.11. 
640  

ОТВЕТ 
≈ 25,298 

ПРИМЕР 21.12.12. 
1.2  

ОТВЕТ 
≈ 1,095 
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ПРИМЕР 21.12.13. 
101028  
ОТВЕТ 
≈ 2,001 

ПРИМЕР 21.12.14. 
3 1,02  
ОТВЕТ 
≈ 1,007

ПРИМЕР 21.12.15. 
3(5,07)  

ОТВЕТ 
≈ 130,324 

ПРИМЕР 21.12.16. 
3(4,01)  

ОТВЕТ 
≈ 64,481

ПРИМЕР 21.12.17. 
 arctg 0,97  

ОТВЕТ 
≈ 44°12 

ПРИМЕР 21.12.18. 
ocos151  

ОТВЕТ 
≈ -0,875 

ПРИМЕР 21.12.19. 
 97,0arcsin  

ОТВЕТ 
≈ 75°93 

ПРИМЕР 21.12.20. 
ocos 149  

ОТВЕТ 
≈ -0,857

ПРИМЕР 21.12.21. 
 98,0arccos  

ОТВЕТ 
≈ 75°93 

ПРИМЕР 21.12.22. 
osin 213  

ОТВЕТ 
≈ -0,545

ПРИМЕР 21.12.23. 
 arctg 0,05  

ОТВЕТ 
≈ 2°862 

ПРИМЕР 21.12.24. 
otg59  

ОТВЕТ 
≈ 1,664 

ПРИМЕР 21.12.25. 
 arctg 1,05  

ОТВЕТ 
≈ 46°4 

ПРИМЕР 21.12.26. 
otg44  

ОТВЕТ 
≈ 0,966

 

 13. Вычислить указанные пределы, применив правило Лопиталя 
 

ПРИМЕР 21.13.1.  
2

2 20

1 cos
lim

sinx

x

x x




 

ОТВЕТ 
 

ПРИМЕР 21.13.2.  

0

tg
lim

2sinx

x x

x x




 

ОТВЕТ 
0 

ПРИМЕР 21.13.3.  
3 2

31

2 2
lim

7 6x

x x x

x x

  
 

 

ОТВЕТ 
1/2 

ПРИМЕР 21.13.4.  
21/

2

1
lim

2arctg

x

x

e

x


 

 

ОТВЕТ 
–1/2
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ПРИМЕР 21.13.5.  

30

cos sin
lim
x

x x x

x


 

ОТВЕТ 

3

1
  

ПРИМЕР 21.13.6.  

5
lim

x

x

e

x
 

ОТВЕТ 
 

ПРИМЕР 21.13.7.  

30

cos sin
lim
x

x x x

x


 

ОТВЕТ 

3

1
  

ПРИМЕР 21.13.8.  

3

ln
lim
x

x

x
 

ОТВЕТ 
0 

ПРИМЕР 21.13.9.  

20

cos3 1
lim

1 cosx

x

x




 

ОТВЕТ 

2

9
  

ПРИМЕР 21.13.10. 

0

/
lim

ctg( / 2)x

x

x




 

ОТВЕТ 
2

2


 

ПРИМЕР 21.13.11.  
2

/ 4

1/ cos 2tg
lim

1 cos4x

x x

x




 

ОТВЕТ 
1/2 

ПРИМЕР 21.13.12.  

0

ln(sin 2 )
lim

ln(sin )x

x

x
 

ОТВЕТ 
1 

ПРИМЕР 21.13.13.  

/ 2

tg
lim .

tg5x

x

x
 

ОТВЕТ 
5 

ПРИМЕР 21.13.14.  

0

tg4 sin3
lim .

4 sin 2x

x x

x x




 

ОТВЕТ 
1/2 

ПРИМЕР 21.13.15.  
3 1 2 1

lim
2x

x

x x

 
 

 

ОТВЕТ 
0 

ПРИМЕР 21.13.16.  

0

tg sin
lim

4 sinx

x x

x x




 

ОТВЕТ 
0 

ПРИМЕР 21.13.17.  

/ 2

tg3
lim

tg5x

x

x
 

ОТВЕТ 
5/3 

ПРИМЕР 21.13.18.  
2

/ 4

sec 2tg
lim .

1 cos4x

x x

x




 

ОТВЕТ 
1/2 
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ПРИМЕР 21.13.19.  

1
lim(1 )tg( / 2)
x

x x


   

ОТВЕТ 
2


 

ПРИМЕР 21.13.20.  
lim sin(3/ )
x

x x


  

ОТВЕТ 
3 

ПРИМЕР 21.13.21.  

2

2
lim sin ctg( 2)

2x

x
x




   

ОТВЕТ 

2

1
 

ПРИМЕР 21.13.22.  

0
lim(1 cos )ctg
x

x x


  

ОТВЕТ 

2

1
 

 

 14. Провести полное исследование функции и построить ее график 
 
 ПРИМЕР 21.14.1. 

 2

2
2 


х

х
y  

 ОТВЕТ 
           График функции изображен на рис. 21.1.  

Рис. 21.1. График функции   

у

х0 

‐0,6

‐0,7

0,7

0,6
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ПРИМЕР 21.14.2. 

 

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.2.  
  

х
хy

1
4 2 

Рис. 21.2. График функции   

у

х

3

‐0,6  0 0,5
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ПРИМЕР 21.14.3. 
 
 2

3

2

1





x

х
y  

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.3. 
 

Рис. 21.3. График функции   

у

 х0

‐6,75

1

0,25

‐1

‐1‐2‐4 
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ПРИМЕР 21.14.4. 

 

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.4.  
  

1

232





х

хх
у

Рис. 21.4. График функции   

‐0,4 3,5

у

 х 0

‐7,8

4

‐4

‐1‐2,04 

‐2
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ПРИМЕР 21.14.5. 

 

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.5. 
 

189

3




х

х
y

Рис. 21.5. График функции   

3

у

 х 0 2

3
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ПРИМЕР 21.14.6. 

 

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.6. 

13

4



х

х
у

Рис. 21.6. График функции   

1,6

у

 х

0

1

2,1

‐1,2 

‐0,84
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ПРИМЕР 21.14.7. 
 
 2

3

1

1

х

х
у




  

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.7. 

Рис. 21.7. График функции   

5

у

 х 0 1

13,5

‐5 

1

5‐1 



214 
 

ПРИМЕР 21.14.8. 

  

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.8. 
  

1
4

3

2




х

х
у

Рис. 21.8. График функции   

у

х0 1

‐1,8

‐1,9 

‐2,2

‐1,3  ‐0,53

‐ 0,9
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ПРИМЕР 21.14.9. 
 

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.9. 

ПРИМЕР 21.14.10. 

 
ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.10.  
 
 

xху ln

хеу  2

1

Рис. 21.9. График функции   

 у 

х0  4 0,13 

‐0,8 

1

2,77 
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ПРИМЕР 21.14.11. 

 

ОТВЕТ 
График функции изображен на рис. 21.11. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

6
2

2





х

х
у

Рис. 21.10. График функции   

у 

х0  2,52

1 

0,1 

Рис. 21.11. График функции   

у

 х 0 0,59

1

6

‐ 0,59

4,75
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15. Провести полное исследование функции, заданной парамет-
рически, и построить ее график 

 

ПРИМЕР 21.15.1. 

cos ,

sin .

x t

y t


 

 

Эта кривая называется астроидой. 
ОТВЕТ 
График астроиды представлен на рис. 21.12. 

ПРИМЕР 21.15.2. 

3

2

3

3
,

1

3
.

1

t
x

t

t
y

t

  

  

 

Эта кривая называется декартов лист. 
ОТВЕТ 
График функции представлен на рис. 21.13. 

Рис. 21.12. Астроида  

1

у

 х 0

1

‐1 

‐1
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16. Найти наибольшее и наименьшее значение функции на  
заданном отрезке 

 

ПРИМЕР 21.16.1. 
 4ln 2  xxу ,  4;e  

ОТВЕТ 

 наиб 1 5 1,37у    ;  наим 4 1,7у    

 

ПРИМЕР 21.16.2. 

12 

х

х
у ,  2;1  

ОТВЕТ 

 наиб
1

1
2

у  ;  наим
1

1
2

у     

 

 
 

Рис. 21.13. Декартов лист  

у

 х 0‐1 

1
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ПРИМЕР 21.16.3. 
2

1






 


х

х
у ,  5;5,0  

ОТВЕТ 
 наиб 0,5 1у  ;  наим 1 0у   

 

ПРИМЕР 21.16.4. 

1

32





х

х
у ,  3;0  

ОТВЕТ 
   наиб 3 0 3у у  ;  наим 1 2у   

 

ПРИМЕР 21.16.5. 
22 ххеу  ,  2;0  

ОТВЕТ 
 наиб 1у е ;    наим 0 2 1у у   

 

ПРИМЕР 21.16.6. 
х еу  ,  2;5,0  

ОТВЕТ 
 наиб 0,5 7,39у  ;  наим 2 1,65у   

 

ПРИМЕР 21.16.7. 
  131  хеху ,  1;0  

ОТВЕТ 

 наиб 1 0у  ; наим
2

6,6
3

у     
 

 

 

ПРИМЕР 21.16.8. 













2

1
ln

x

x
y ,  0;3  

ОТВЕТ 
 наиб 3 0,22у   ;  наим 0 0,7у    

 

ПРИМЕР 21.16.9. 
xexy 21 ,  1;0  

ОТВЕТ 

наиб
1 1

2 2
у    

 
;  наим 0 0у   
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ПРИМЕР 21.16.10. 
x ey  2 ,  1;2  

ОТВЕТ 
 наиб 1 2,71у  4;  наим 2 1,28у    

 

17. Решить практические задачи на экстремум функции 
 

ПРИМЕР 21.17.1. 
Определить значения высоты Н и диаметра d основания открытого 

сверху цилиндрического бака максимальной вместимости, если для его из-
готовления отпущено S, м2

, расходного материала.  
ОТВЕТ 

3мН  , 6мd   
 

ПРИМЕР 21.17.2. 
Положительное число х разложить на два положительных слагаемых 

так, чтобы сумма их кубов была наименьшей.  
ОТВЕТ 

221
а

хх   

 

ПРИМЕР 21.17.3. 
Найти размеры поперечного сечения бруса наибольшей прочности, 

который можно вырезать из круглого бревна радиуса 2 3 дмR  .  
ОТВЕТ 
Ширина бруса 4 дм, высота 4 2 дмН  . 
 

ПРИМЕР 21.17.4. 
Из круглого листа бумаги радиуса R вырезать сектор так, чтобы при 

его сворачивании получилась воронка наибольшей вместимости.  
ОТВЕТ 

Центральный угол 
2

2
3

    

 

ПРИМЕР 21.17.5. 
Изгородью длиной l огородить прямоугольный участок наибольшей 

площади, примыкающей одной стороной к стене постройки.  
ОТВЕТ 

Наибольшая площадь 
16

l
S   со стороной квадрата 

4

l
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ПРИМЕР 21.17.6. 
Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. Пе-

риметр окна равен Р. Какие должны быть размеры окна, чтобы оно про-
пускало больше света?  

ОТВЕТ 

Ширина окна 
2

4

Р

 
 

 

ПРИМЕР 21.17.7. 
Предполагается изготовить пластину в виде прямоугольника с при-

ставленными к нему с двух противоположных сторон полукругами. Какими 
должны быть размеры пластины, чтобы при заданном периметре 2Р ее 
площадь была наибольшей?  

ОТВЕТ 

Форма пластины круглая с радиусом 
Р


 

 

ПРИМЕР 21.17.8. 
На странице книги печатный текст должен занимать площадь S, см2. 

Верхнее и нижнее поля должны быть по b см, правое и левое по а см. Ка-
кими должны быть размеры страницы с целью экономии бумаги?  

ОТВЕТ 

  
,

S b S a

a b
 

 

ПРИМЕР 21.17.9. 
Бревно длиной 20 м имеет форму усеченного конуса, диаметры ос-

нования 2 м и 1 м. Из бревна требуется вырубить балку с квадратным по-
перечным сечением, ось которой совпала бы с осью бревна. Какими долж-
ны быть размеры балки, чтобы ее объем был наибольшим?  

ОТВЕТ 

Длина балки
3

40
 м, сторона поперечного сечения 

3

22
м 

 

ПРИМЕР 21.17.10. 
Полоса жести шириной а должна быть согнута в виде открытого ци-

линдрического желоба так, чтобы сечение желоба имело форму дуги кру-
гового сегмента. Вычислить значение центрального угла, опирающегося на 
дугу, при котором вместимость желоба будет максимальной.  

ОТВЕТ 
π 
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22. ТЕСТ ‒ САМОКОНТРОЛЬ 
 

Для проверки усвоения изложенного материала решите тест. Ответы 
прилагаются.  

 

ВОПРОС 1 

Дана функция . Областью определения 
функции является множество … 

 

ВОПРОС 2  

Производная частного  равна … 

 

ВОПРОС 3 

Значение производной функции  в точке х = 0 равно … 

 

ВОПРОС 4 
Укажите вид графика функции, изображенного на рис. 22.1, для 

которого на всем отрезке  одновременно выполняются условия 
0, 0, 0y y y    . 

(выберите один правильный ответ, время 2 мин)  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 1log23 2
2  xxxy

13

12




х

х

12

3




х

е
у

х

 ba;

х

у 
a  b 

0 

1)

х 

у
a b 

0

2) 

х

у 
a  b 

0 

3)

х 

у
a b 

0

4) 

Рис. 22.1. Графики функций

а) 

 

б)

в)  г)
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ВОПРОС 5 
На рис. 22.2 изображен график функции y = f (x). Тогда верны следу-

ющие утверждения: 
1)  при ; 
2) график не имеет точек перегиба; 
3)  при ; 

4)  при ; 
5)  ‒ точки перегиба. 
(выберите несколько правильных ответов, время 2 мин) 

 
ВОПРОС 6 

Значение производной первого порядка функции  в точке 

х = 0  равно… 
 

ВОПРОС 7 
На рис. 22.3 изображен график функции y = f (x), заданной на интер-

вале . Тогда: 

1) число интервалов, на которых , равно …; 
2) число точек экстремума равно …. 
 
  
 

    0,0  xfxf  1; x

  0 xf  1;1 x

    0,0  xfxf  0;1x

1,1  xx

19

6cos




x

x
y

 6;3
  0 xf

Рис. 22.2. Графики функций y = f(x)

 х 

у

10‐1 
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ОТВЕТЫ К ТЕСТУ 
1.  

2.  

3. 0,25 
4. а 
5. 1; 4; 5 
6. -9 
7. 1) 3; 2) 4 

 1;1

 213

5




х
у

 х

 у 

‐3  0  6 

Рис. 22.3. График функции y = f (x), заданной на интервале (‐3; 6) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В учебно-методическом пособии «Функции одной переменной» изло-
жены важнейшие разделы математического анализа, которые необходимо 
изучить будущему инженеру.  

Овладев понятиями данного пособия, студент технического универ-
ситета будет подготовлен к изучению не менее важных разделов матема-
тики: интегральные исчисления функции одной и нескольких переменных. 
Интегральные исчисления неразрывно связаны с понятиями производной и 
дифференциала функции, вместе эти разделы составляют основу матема-
тического анализа, имеющего чрезвычайное значение в многочисленных 
приложениях технических, естественных и экономических дисциплин. 

Понятия производной и дифференциала функции, кроме применения 
в интегральном исчислении, имеют немаловажное значение при изучении 
таких разделов математического анализа, как ряды, дифференциальные 
уравнения, теория функции комплексной переменной, теория поля, теория 
вероятностей, а также при изучении вариативных курсов: действительный 
анализ, уравнения с частными производными, математическая статистика, 
методы оптимизации и математическое моделирование.  

Рассмотренные в пособии методы и алгоритмы решения задач закла-
дывают фундамент для дальнейшего изучения математических и специа-
лизированных профильных дисциплин на старших курсах.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 

ТАБЛИЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
 

Функция 

Угол, рад (град) 

0 
(0º) 

 

(30º) 

 

(45º) 

 

(60º) 

 

(90º) 

 

(120º)

 

(135º) 

 

(150º) 

π 
 

(180º)

cos 1    0    – 1 

sin 0    1    0 

tg 0  1  –  – 1  0 

ctg –  1  0 – 1  – 

 

Функция 

Угол, рад (град) 

 

(210º) 

 

(225º)

 

(240º)

 

(270º)

 

(300º)

 

(315º) 

 

(330º) 

2π 
 

(360º)

cos    0    1 

sin   – 1   0 

tg  1  –  – 1  0 

ctg  1  0 – 1  – 

6


4


3


2


3

2
4

3
6

5

2

3

2

2
2

1

2

1


2

2


2

3


2

1

2

2

2

3

2

3

2

2
2

1

3

1
3 3

3

1


3
3

1

3

1
 3

6

7
4

5
3

4
2

3
3

5
4

7
6

11

2

3


2

2


2

1


2

1

2

2

2

3

2

1


2

2


2

3


2

3


2

2


2

1


3

1
3 3

3

1


3
3

1

3

1
 3
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА 
 

Основные тригонометрические тождества 

; 

; 

; 

; 

; 

. 

 
Формулы разности и суммы аргументов 

 

 

 

 

 

 
 

 
Сумма и разность тригонометрических функций 

;  

cos cos 2sin sin ;
2 2

   
      

;  

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

1cossin 22 





cos

sin
tg




2
2

cos

1
tg1

1ctgtg 





sin

cos
ctg




2
2

sin

1
ctg1

;
tgtg1

tgtg
)(tg






;
tgtg1

tgtg
)(tg






;
ctgctg

1ctgctg
)(ctg






;
ctgctg

1ctgctg
)(ctg






;sinsincoscos)cos( 
;sinsincoscos)cos( 
;sincoscossin)sin( 
.sincoscossin)sin( 

2
cos

2
cos2coscos




2
cos

2
sin2sinsin




;
2

sin
2

cos2sinsin




;
coscos

)sin(
tgtg






;
coscos

)sin(
tgtg






;
sinsin

)sin(
ctgctg






.
sinsin

)sin(
ctgctg
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Формулы половинного аргумента Формулы двойного аргумента 

 

 

 

 

 

 

; 
; 

 

 

 

  

Формулы произведения 
тригонометрических функций  

Формулы понижения степени 

;

;

;

;

;

; 

. 

; 

; 

; 

; 





2cos1

2cos1
tg2  

;
2

cos1

2
sin






;
2

cos1

2
cos






;
cos1

sin

2
tg







;
sin

cos1

2
tg







;
cos1

sin

2
ctg







.
sin

cos1

2
ctg







 cossin22sin

 22 sincos2cos

;
tg1

tg1
2cos

;
tg1

tg2
2sin

2

2

2











;
tgctg

2
2tg

;
tg1

tg2
2tg

2









.
2

tgctg
2ctg

;
сtg2

1ctg
2ctg

2









 22 sincos)cos()cos(

 22 coscos)sin()sin(

 )cos()cos(
2

1
sinsin 

 )cos()cos(
2

1
coscos 

 )sin()sin(
2

1
cossin 





ctgctg

tgtg
tgtg





tgctg

ctgtg
ctgtg

2

2cos1
sin2 



2

2cos1
cos2 







2

2
2

tg1

tg
sin




2
2

tg1

1
cos
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
 

СВОЙСТВА СТЕПЕНИ 
 

1. 10 a  
2. аа 1  
3. mnmn aaa   

4. mn
m

n

a
a

a   

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

13.  

14.  

15.  

16.  

17.  

18.  

19.  

20.  

21.  
 

  mnmn aa 

n
n

a
a

1


 nnn baba 

0, 





 b

b

a

b

a
n

n

n

0, 
















b
a

b

b

a
nn

0,2

1

 ааа

0,2

1
2  аaa nn

nn aa
1



  aa
n

n 

  n

m
m

nn m aaa 
mnn m aa 

nnn baba 

0,  b
b

a

b

a
n

n

n

n mnk mk aa  

аа 2

аan n  2 2

аan n  12 12



231 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
 

ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Номер 
функции 

Функция Общий вид 
функции 

Область 
определения 
функции 

1.  Степенная   ( )
n

y f x  f (х)  R, nN 

1.1. 
Иррациональная:  
алгебраический корень 
нечетной степени 

2 1 ( )ny f x  f (х)  R, nN 

1.2. 
Иррациональная:  
алгебраический корень 
четной степени 

2 ( )ny f x  f (х) ≥ 0, nN 

2.  Дробно-рациональная 
( )

( )

f x
у

g x
  g (x) ≠ 0 

3.  Показательная 
( )f xy a  

a ≠ 1, а > 0 
f (х)  R 

4.  
Показательно-
степенная 

( )( ) f xy g x  
( ) ,

( ) 0, ( ) 1.

f x R

g x g x


  

5.  Логарифмическая ( )log ( )g xy f x  
( ) 0,

( ) 0, ( ) 1.

f x

g x g x


  

6.  Тригонометрические функции

6.1. косинус y = cos( f (x)) f (х)  R 

6.2. синус y = sin( f (x)) f (х)  R 

6.3. тангенс y = tg( f (x)) cos( f (x)) ≠ 0 

6.4. котангенс y = ctg( f (x)) sin( f (x)) ≠ 0 

7.  Обратные тригонометрические функции 

7.1. арксинус y = arcsin( f (x)) │f (x)│≤ 1 

7.2. арккосинус y = arccos( f (x)) │f (x)│≤ 1 

7.3. арктангенс y = arctg( f (x)) f (x)  R 

7.4. арккотангенс y = arcctg( f (x)) f (x)  R 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5 
 

ТЕОРЕМЫ О ПРЕДЕЛАХ 
 

Номер 
теоремы 

Теорема Формула Примечание 

1.  
Предел константы 
равен константе 

lim
x

С С


   С = const 

2.  

Постоянный мно-
житель С можно 
выносить за знак 
предела 

   lim lim
x x

С f x С f x
 

  

 

С = const 

3.  

Предел алгебраиче-
ской суммы (разно-
сти) двух функций 
равен сумме (разно-
сти) пределов тех 
же функций 

    
   

lim

lim lim
x

x x

f x g x

f x g x


 

 

 
 

Сумма (разность) 
может содержать 
более двух слагае-
мых (вычитаемых)

4.  

Предел произведе-
ния двух функций 
равен произведению 
пределов тех же 
функций 

    
   

lim

lim lim
x

x x

f x g x

f x g x


 

 

 
 

Произведение мо-
жет содержать бо-
лее двух множите-

лей 

5.  

Предел частного 
двух функций равен 
частному пределов 

 
 

 
 

lim
lim

lim
x

x
x

f xf x

g x g x





  
 lim 0

x
g x


 . 

6.  

Предел степени 
функции равен  
степени предела 
функции 

     lim lim
m

x x
f x f x

 


 

mN,  
где N – множество 
натуральных чисел

7.  

Предел показатель-
ной функции равен 
показательной 
функции с пределом 
в степени 

   lim
lim x

f xf x

x
а а 


  

а = соnst, 
a  1, a  0 

8.  

Предел сложной 
функции равен 
функции предела 
промежуточного  
аргумента 

     lim lim
x x

f g x f g x
 



 

Внешняя функция 
может быть, напри-
мер, логарифмиче-
ской, тригономет-
рической и др. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6 
 

ПРЕДЕЛЫ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Номер 
предела 

Предел функции Геометрическая интерпретация 

1.  

   
0

0lim
x x

f x f х


  

 
f (x) – непрерывная  
в точке 0x  функция 

 

2.  

lim 0, 1x

x
а а


  ; 

 

lim , 1x

x
а a


   

 

3.  

lim , 0 1x

x
а a


    ; 

 

lim 0, 0 1x

x
а a


    

 

4.  
0

lim ln
x

x
 

   

 
lim ln
x

x


  

 

5.  
0

lim log , 1a
x

x a
 

   ; 

 
lim log , 1a
x

x a


   

 

 f (x0) 

х0 0   х 

у 

0   х 

 у 

1 

a >1

0   х 

 у 

1 

0   х 

 у 

1 

a >1

 у 

 х 

1 

0 

0< a <1
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Номер 
предела 

Предел функции Геометрическая интерпретация 

6.  
0

lim log , 0 1a
x

x a
 

    ; 

 
lim log , 0 1a
x

x a


     

 

7.  2

lim tg
x

x


  
   

2

lim tg
x

x


 
   

 

8.  
0

lim ctg
x

x
 

  

 
lim ctg

x
x


   

 

9.  

lim arctg
2x

x



   

 

lim arctg
2x

x



  

 

10.  

lim arcctg
x

x


   

 
lim arcctg 0
x

x


  

 

 

0   х 

 у 

1 

0< a <1 

 у

 х 0 ‐π/2 π/2 

 у

х 0 π      π/2 

 у

 х 0 

‐π/2

π/2 

 у

 х 

0

/2 

π

 

x
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